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Gieiclmiig und Eigenscliaften der Rölirenfl&clLen. 

Y<m Y. EoMMBRELL m Reatlingen. 

1. GUi(hm{f der JwlirenfläcJien. — Bonnet') und Bour*) haben 
eiuen Weg zur Flerleitiuig einer Fläche von pregebenen Eigenschalteu 
LH der Gauisschen Parameterform ant^egeben. der im folgenden be- 
nafczt und daher zunächst kurz skizziert werden soll.') 

Zwischen <\r]\ sechs Fundanieutalgn'il'Heri E, F, G, 7), 7)', 7)", 
welche aus deu von (raufs in seinen bekamiteu Disquisitioues gene- 
rales circa superlici»'s ( iirvas eingeführten dun-h Division mit ^EG —F* 
hervorgehen, bestehen drei partinl!-* ÜifterentialgUMchungen'*), die sich 
aus gewissen Integrabilitätsbedingungen ergeben. Sie lauten: 

= F\du-cv-^^^ -i' W 



(1) 
(2) 
(3) 



BD 

dp 

du 



cD' 
du 

CO 



und: 



(4) 



-l^G- li^'F', 

*^ * ^ du ^ 



3» 

do 



1) Bonnet, Joum. fic. Pol. Gab. «2, 61 tf. 1867. 
S) Boitr, Jonni. £c. Pol. Cah. 89, 2S. 1862. 

S) TgL hiem: Stahl u. Kommerell, Qmndfomidii der allgemeinen 

fiftchentheorie. § 8. 

1 Gl fl) findet sich hn Gaufs, Disq« gen. Art 11 n. 12, (2) u. (3) bei 
Mainar.li, Giomale dell' Istituto Lombardo. T. IX, 895, 1666 und Codazai» 
Aull, di Mat 2, 273, 1868. 

Afekf V 4«r ICmthMutik und Pliyiik. m, B«Uia. HL 1 
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2 V. KommiLL: 

Naehd^ durch «ne pacsen^o Wahl der Fknmetor « und v zwei 
der Mchfl FnndamentalgrdlkeaL begtiviint srnd, bestehen swischen den 
Tier (Ihrigen die drei Gleichnngu (1) his (3), nebst der die Eigenschaft 
der Fliehe beetimmenden Oleichnng, sosammen also Tier, ans welchen 
die vier GhröJsen in Funktion yon u nnd v wa ermiiteln sind. Diese 
Methode ist jedoch bis jetst nnr in ein&chen Fällen dnrchgefELhr^ 
z. B. bei Mimmalflüchen.') Sdiou bei Richen konstanter mittlerer 
&ftininnng nnd konstsnt^ ErttmnumfpRnalses stdüst num anf par- 
tielle DüFerentifl^eichnngen, deren Integration noch nicht geleistet isi*) 
Sind nnn die Fnndamentalgrolmn in der ang^benen Weise bestimm^ 
so sind drei Tripel partiknlSzer Integrale f&r das folgende simnltane 
System in den abhingigen Variabeln Oj, zn bestimmen*): 



Tu ~ C-^^« + U^t) - 0; - iP'a +p\ + g'a,) = 0; 

Hierbei ist: 



p "J* - FD" - ÖD'; <f - FD' - ED". 

| 1 nt ! rr] ubilitätäbeiliuguugen des Systems (5) sind durch die 
Gleichungen (1; bis (3) dargestellt. 

Sind r,,, ,r, , r^; tf^, y^, y,; r«, i",, z,, di »M liueur unabhHnpcigo Wprt- 
systeme i (U n n L)ct»'rininante also nicht verschwindet), welche, für 
a, öj, eingesetzt, das System in iriodigen, so sind die Koordinateu 
x,y, ß der Fläche bestimmt durch die Gleichungen: 



(7) 



Die Konstanten i^^, 1,,^/^^, ; |„ i?2, ^ unterlietren hierbei 
noch der Be(lingunL^ «iftPs sie die Kuordinaten der Endpunkte dreier 
konjugierten Durclum sser der folgenden Fläche 2. Ordnung sind: 

(8) Jtf„|« + JM«,» + M^t* + 2 Jf„i,e + 2 J£„fc| + 2 Jf„|i, - 1, 

1) S. liruudformcln, § 12. 

2j Gnmaformeln, S ^^1- (12), (13), (14). 

3) Ebenda, § 7, ui. (2). 
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Oloichmg tmd £igeiiiichaften der fiöhrenflächen. 3 
deren EoefiSzieaten 3fa durch folgende Gleichungen bestimmt sind: 



Die vier übrigen ergeben sich durch zyklische Yertauschong von 

Dieses hier nur in seinen Hauptpunkten und ohne Beweis an- 
gegebene Verfahren soll nun angewendet werden auf die Flächen ^ für 
weich/ fJrr eine Haupikrümmungsraditis 7?, konstant ist. Wählen wir als 
Parameterkurren die Krümmungslinien, wodurch D' = F = 0 wird, ao 
laasen sich die Gleidiimgen (1) — (3) in folgende Form bringen*): 

^ ^ a«*\i/i? du )^ dtKi/ß 9v ) Ä JL » 



ys Bu dv \yQ. dv / * 



(11) dlgVE^ J BR,, 



^ ^ du £^{M^-^It,) du' 

Femer ist fttr dieses Panuneteraystem: 

Hierzu koiniut noch die Gloichung: 7^, = const. Diese Konstante sei 
mit w bezeichnet Gleichung (11) ergiebt dann: 



0, 



woraus folgt, dals J'J Funktion von h allein ist. Diese Funktiou kann 
unbeschadet der Allgemeinheit gleich einer Konstante gesetzt werden*), 
also z. B. 

{14) E=^w^. 

Daon folgt ans (13): D - «7. Gleichung (12) ergiebt: - 

Ji (w ~ ji ) du ^ integriert: r^»^""-^ ^^» wo die willkürliche 

Funktion V von v allein ^ 1 gesetast werden kann, so dab man hat: 



1) Omndformeln, § 9, Gl. (6) u. (»). 
%) Ebenda, S. 26. Note 

1* 
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4 

odar nach an^g^^ldst: 

Geht man mit dieMm Wert in Gleiehting (10) ein, so erhalt man 
fOr Gr die partielle ]>ifferentialgleichnng: 

(11) -^f (1 + VG), 

Würaus: 

(18) ]/6^- KiCosttH- K,8inM-l, 

wo nnd F, willkürliche Funktionen von v allein sind. Ans (16) 
und (18; folgt zunächst: 

nnd hienros in Verbindong mit (13): 

(20) D — ^(Ficosi* -f- sin u — 1)( Tj cos w + F^siuMj. 

Nun ist das simultane S3st<'m (f)! zu intoj;rrieren. Die drei links 
stehenden Gleichungen desselben uehmeu die Form aii: 

«I _ n. ^'»j 



(21) 



cu 



+ -».0-0; ':"'^ir»-Oj 



Differanaiert man die beiden ersten Gleichnngen nach so ergiebt sich: 
nnd hieraus durch Integration: 

(22) « — F, sin tt 4- F4 cos ti; a^^ — ■w{ F, cosi* — F4 sin u). 
Die dritte Qleichnng labt sich direkt integrieren und giebt: 

(23) o, - V^YG. 

Die drei rechts stehenden Qleiehnngen des Systems (5) erhalten 
die Form: 

+ ^" 0» - 0- - 0.-0. 
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Gleichung und Eigenachaftan der Kdhrenflächen. 5 

Geht nun in diese Oleidumgen mit den gefundenen Werten ein> 
80 erhSlt man dnidi eine einfache Rechnung ftlr die fttnf Fonktionen 
^it ' • '> ^6 folgende drei Bedingnngigleichnngen: 

dv ^ w dv ^ w "» dv w 

Die Aufgabe ist jetzt also, unter BerucksicbtiViniii ilicaer ^.lieiehiingeu 
aus und f23) drei linear imahliängige pariikulure lüte^^Tale zu Huden. 
Die Glri<:liiinij:en (:^4) stimmen nun vollständig überein mit den bekamiten 
Frenett-« ju ii Gloichimgeii, welche zwisrhen dem Krüninnings- nnd 
Torsionsradms einer beliebigen Raiimkurve 7i' und den Uosiiius der 
Neigungswinkel ihrer Tangente, llauptnormale imd Binormale gegen 
die Kourdioateuachsen bestehen. Bezeiclmet man: den Krümmungs- 
radius mit r'f den Torsiousradius mit q', die Neit^ningswinke! der 
Tangente mit y', die der Hauptnormale mit i^ nt fitf die der 

Binormale mit i,', /t', v', so gelten die Gleich iingen^j: 

rt-x r/cosa' CMl' dcosX' cos r dcosl' /cos«' co8a'\ 

nebst den durch zyklische Vertaiuchang aus ihnen hervoigehenden. 
Die willkürlichen Funktionen V^,..., drücken sich also sehr ein&ch 
aus durch die eben genamUen JEkmenie einer bdiebigen Bmmkurve R\ 
Wir haben nur za setsen: 

so erhalten wir die gesuchten drei partiku^ren Integrale, indem wir 
V^, V^, F5 der Reihe nach die folgenden Werte geben: 

( ^3 cosA', cosf*', cos v'; = cosa', cosß', cosy'; 
( F5 = — COS i , cos w , — cos tt ; 

wo die eingeführten Badien und Winkel einer ganz beliebigen Raum« 
kar?e zogehoren, deren Bogenelement dv' ist. Die drei Systeme von 
partikularen Integralen des Systems (ö) sind nun: 

Xq cosA'sint» + oosa'eosi»; 

l^jjy^ SB — m; (cos A' cos m — cos a siü tt)j 

, / / . w cm u to Hin u\ 

a^-cosJ —)\ 

nebst den entsprechenden Gleichungen in y und z. Die auf die Raum- 
kurren bezüglichen Urölsen sind hierbei natürlich sämtlich Funktionen 
von v' allein. 



1) Grundformeln § 13, Gl. (10), (11), ^12). 
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6 V. KoKJCB»iii.L: 

Es sind nun noch die Koeffizienten M.k der Gleichung (8) za 
bilden. Aus (9) ergiebt sich durch eine einlache Rechnung: 

* * 

^ •'^o + + 'j = cos A'* + cos «'* -f cos — 1. 

Ebenso: Jf^ Jf^ — 1; » lf,| — Jlf,| — 0. 
Somit erhält Gleichung (8) die Fonn: 

d. i. eine Kogel Tom Radius 1. Als Endpunkte konjugierter ünreh* 
messer nimmt man am ein&chaten die Achaenaehnittpnnkte und er* 
hilt so: 

lo-l, i?o = 0, g,«0; |,=.0, ,,-0, 

also: 

a^mm^ms — w(coBil'ooBM — costt'ainii); 

cx ,,r, /C08U , 8in«\*i 

ö, = =- CO« A [1 - w{^^. + - -)J u. s. w. 

und hieraus schlielslich: 



(29) 



x^J'cobV (f«' — f9(co8A'8intt + cos«'eo6w); 
9"^ I coBm'dv' — to(cosf»'8in« + oos/S'oos»); 
0 m^l OOS»' oft;' — ip(cosv'Bintt + <i08/coai»). 



Bios ist die Gleichung der gesuchten Fläche in Krüntmungs^amäer», 
*im Eigensc}iaften der RöliraifUichen. — Es soll nun nachgewiesen 
werden, dafs die durch (29) dargestellten Fliehen MöhrmfUkhen aindy 
d. h. dafs sie erzeugt werden durch Bewegung eines Kreises von kon- 
stantem liadius, dessen Mittelpunkt sidi auf einer Raumkurve be- 
wegt, während seine Ebene ateta normal zu der Raumkurve bleibL 
Die Gloichung einer solchen Flache ist leicht direkt auisnatellen. 
Es aeien 

y-vWi 

die Gleichungen der Leitkurre, w der Radius dea eraei^oideii Kreises, 
I, ff^ % die Winkdy die der Ton einem Punkte A {x, z) der Leitkunre 
nadt einem Punkte J9(X, IT, Z) des augefaSrigen erzeugenden Kreises 
gezogene Radius mit den Koordiuatenachaen macht, so ist: 

H — X =^w cos I; Y — y ^ iv cus t^j Z — 8 ^ ic cos t,. 

Bezeichnet man nodi mit H den Winkel| den der Radius AB mit 
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Gleicliimg und Eigenschaften der Eöhrenflächuo. . 7 

dtt durch A gehenden Hauptnoimale der Leitkuire hlldeii so zeigt 
eiiw eio&che geometrieche Oberlegong, dale 

cos I = cos / cos d + cos X sin cos^ =» cos m cos d -f cos/* sin dj 
cosd— cosn cos d + cos V sin d 

iiL Die Gleidinngen der RdhienflSche lanien also in den Paraineteni v 
end ix 

/^(v) + w(cobI eofld + cos il sind); 

(29a) F»= 9;(r) + i(^(cosmcosd + cosfftsind); 

Z =^ \^\y) -\- w (cos n cos d + c<M9i vsin d). 

Die Winkel 2, n; il| fi» sind hierbei Fonktionen yon « allein. 

Um nun die Übereinstimmung der Gleichungen (29) und (29 a) nach- 
niweiseii, sind die enteren noch etwas umzufbnnen. Dies geschieht 
dnich EinfÜhrong einer ttß^Üim Raomkorve (ohne Index), als deren 
'BMit die oben eingefUurte 'S,' ansosehen isi Beieichnet man alle 
«nf die aweite Baumkurre B, beallgliehen Giolsen ohne Index, so be- 
sjbehen die Gleichungen^); 

jcosT = — cos«', cos«' = cos T cos i +smTC0sA; 
[cosA' *- cosf cos A — siHTCOS^. 

Die Qrolse x ist hierbei die Bogenlänge der Kurve, welche auf 
dto- Eioheitskugel (in der Ton Gaufs^) eingefOhrten sphärischen Ab- 
bildung) den geouMtrischen Ort der Bilder der Binozmale darstelU^ 
oder die Summe aller, in Bogenmafs gemessenen, Tonnonswinkd dx 
ton einem bestimmten An&ngspunkt au; sie möge kuns als „Gesamt- 
tomon" beaeicfanet werden. Fflhrt man die Gleichungen (30) in (29) 
ein, 80 erhält man: 

JP — y DOSCEiio — IC [sin (j< + t^j cos A + coe(» + T)cosq u. s. w. 

Nehmen wir nun 

(31) «-/'(»); y-yC*?); ^-^C^'j 

als Gleichungen der neu eingeftthrten Baumkurre JB an, so haben wir, 
wenn wieder « die Bogenlänge der Kurve bedeutet: 

cosa = t cos^ y'C*')» cosy — 



1) Vgl. Serret- Harnack, Lehrbuch der Diff. a. Int.-Rochnang, L Teil, 
^'r. 296. Die dort aufketende IstegratioiukoiiBtaiite ist »0 gesetet. 

2) ÜiBq. gen. Art 6. 
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y. Kowutuu.: 



(32) 



DIos umgesetzt crgiebt, wenn man die Yoizeichen ändert und die 
Iniegration ausführt: 

* " fi^) + w[co§i ü08(i* -f t) + ooBAain (» + »)]; 

y = ip(v) + tc [coB mcos (u + t) + coBft, 9m(u + t)]; 

= ^'(i;) + tv [cos n cos (« + 0 + ^^"^ ^ + ^)]- 

Diese Gleichungen stimmen m\n vollständig mit (29a) rihorein, nur 
dafs dfr dort d genannt« Winkel hier mit (m + r) bezeichnet ist Die 
Flächen 11^ = const. sind also in der That Böhrenflüchm, und zwar sind 
sie in (29) und (32) durch Krümmungsparameter dargestellt Letzteres 
läl'st sich auch nachträglich noch einmal darthun, indem man die 
eecha Gaursschen Fundamentalgrdfsen für (32) aufteilt Man findet 

E^w'-^ 2^-0} G-[1--^cos(u + t)J; 
D — — «?; D'— 0; B" = * cos {ii -f t) [l — —cos {a -i t)]. 

Hieraus lassen sich- sofort die beiden Hanptkrflmmungsradien und 
finden. Es ist: 

(84) = - y;.=.tizJl£i» '» + '). 

^ ^ ^ 5 - OOB (tt C) 

Es ist nun geometrisch leicht einzusehen, dafs für die Bohren- 
flachen das eine System Ton KrOnunungsIinien — const) von den 
ersengenden Kreisen gebildet wird. Audi analytisch erhalt man dies 
Resultat leicht, indem man in (32) v einen bestimmten Wert giebt^ 
d. h. einen festen Punkt der Leitkurre mit den Koordinaten 

aunimmt; briui^a mau diese Uröisen auf die linke Seite, quadriert und 
addiert, so ergiebt sich: 

(35) (a:- a;,)' + (y • Sfi)«' + (* - - 

Multipliziert man die drei CHdchungen mit cos«, cos/} und eosy und 
addiert, so erlult man: 

(36) {x — x^} cuü a 4- (i/ — Vi) cos ß -{■ — ^i) cos y 0. 

Die Gleichungen (35) und (36) sagen aus, dafs die Entfernung der 
Punkte x^y^B und x^^yi, z-^^ = iv ist, und dai's ihre Verbiiitlungslime 
auf der Kuxrentangente senkrecht steht, d. h. dab jeder Punkt x, y, g 
der Kurve v ^ auf dem zu ^i^yj,^! gehörigen erzeigenden Kreise 
liegt Wir haben also: 

1. Satz. Auf jeder Bohrmfiäche wird das eine System von JTnlm- 
mungsUnien t/an den erjteugenden Kreisen gebÜdet. 
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In Verbindiing mit (14) folgt daraus: 

2, Satz. Auf jeder liöhrenfläche ist der eine Haupthümmungs- 
rtHÜits hotistanf iiml ziair (jleidi dem liadius des erzciuiendcn Kreises. 

Da lerner (iie (xieichungeu (32) dadurch in (29a ) überg«*fü!irt worden, 
dafs u -\- t = d gesetzt wird, so ist längs? jeder KrüinnuLugslLuie der 
Schar fi = const. «Icr W iiikfd Ö uui eine konstante GriHke von r ver- 
schieden. Im folg« ihI' :i sei imter „Krüiumungslmien" stets die iSchar 
«»coDst. verstanden. Wir haben dann also: 

Satz. Auf jeder BöJtrenHäche ist der Centrimnlel, dm €wi vo» 
mm Punkte A der Leitkurve nach einem Punkte B des zugehörigen 
erzeugenden Kreises gexogener Badius mit d&r Mauptnonnale des Pmkies 
A madit, längs einer KrümmungsUme um eine konstante Gröfse wn äier 

Noeh etwas eiofiMdier l&Ist sich dieser Satz aussprechen, wenn mau den 
Ort der Schnittpunkte der Hanptnormale mit der R5hrenfläche einftlhrt^ 
der ab „Noimalenknrre" bezeichnet werden mdge. Er lantet dann: 

Auf jeder B^irei^läeke ist der (kninwitikdf dar m einem twisdien 
deii 2i[(mnakiiikurven und einer hdiälnge» SrümmungiUme liegenden Bogen 
eines ergeugenden Kreises gMrt, ^teiA der Gesamthrsion t der Leii- 
kune, diese gemessen von dem Mitk^ßunMe des ertengenden Kreises, 
der imh den Sehnittpunkt jener RUmmmgdmie mit der Normalen' 
hmse gdd. 

Die Gleichungen (32) stellen, wenn man auch noch tc als ver- 
änderlieh ansieht, ein dreifach orÜioyoiiokö System vor. Denn es ist, 
wie man leichi tmdet: 

du cv do dtc CW et* 

Dieses dreiÜMsh orthogonale System besteht: 1) ans den Böhren- 
flachea {w = const.), 2) aus den Ebenen der erzeugenden Kreise 
(««otnst), 3) aus den Flächen u = const. Die letzteren sind aber, 
wie man leicht sieht, die ahwickelbaren Flächen der Evoluten der 
Leitkurre B, Denn die Normalen der Röhrenflache sind ja, was 
geometrisch evident ist, auch Normalen der Leitkurve. Analytisch 
erhält man dies Besultaty indem man für die Böhrenfläche die Cosinus 
der Winkel a, 6, e au&tellt, -weLehe die Flaehennormale mit den Achsen 
bildet; es ergiebt sich^): 

cos« = — ^[co8(m + r)co8i -f 8in(M + t)co8A]; 
1) Grundlormeln, § 1. Gl. (23). 
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T. KomuuLL: 



also 2^co8<i cos « 0; d. h. die Flächeiiiiorniale steht »eiLkrecht anf 
der Tangente der Ij'Mtkurvf Da abei die Gleichung H =- const. die 
KrQmmungsimieu der liöhreutiäche darstellt und sieh iHTii^s «It raelben 
bekanntlich die konsekutiveu Flächennormalen sehn* i irji , so sind die 
Plächen u const. iibwickelbarf Flachen, deren Erzeugeade ^uimalen 
der Leitkurve sind. Wir haben tilso: 

4. äatz. Auf jeder Röhrefiflächc werden die iCmmmtm^sImten dttnk 
<2i« abwickdbarm Flächen der EvokUen der LeUhurve ansgesdmiUe»* 

Hiemiu ISM sich itachirBglieh aaofa Saii 3 geometriack ableiten. 
Da dt dar Winkel zweier koneelnitiven Sckmiegmigsebeineii irt, eo 
mulb offenbiir eine Normale der LaikiuTe, nm die ikr nniiiittd.kar 
Torangekende sckneiden zn können, in die Sduniegnngsebene der lefai^ 
teien fallen, d. k. mit ikrer eigenen den Winkel dr bilden. Dnrck 
Snmmienmg entstebt dann die Geeamttorsion, d. k. der Winkel %, 

Ans SalE 4 folgt unmittelbar: 

5. Satz. Jlfr sämä/iOie, «u der gleiten Zm&wrve gMrigm BShreur 
flächen stdU die Leiikm» den einen, ihre iänmMbare Polarfläche den 
andern ManiH der Ceniraftädie vor. 

Der anal^tif^ehe Ausdruck dieses Satzes ist u himg (34). Um 
die dort stehenden Werte für die HauptkrüniiTimigsradien geometrisch 

zu interpretieren, diene nebenstehende Figur. 
In derselben sei A ein Punkt der Leitkurve, 
der um ihn beschriebene ICreis durch 7? und 
i?' sei der zugehiirige erzeugende Kreis, C 
das Krünimungszentnim der Leitkurve, also 
.4(7 = r, AB =^ n\ Da die Figur in der 
Nonualebcue der Lei t kurve gezeichnet ist, 
so ist AB eine Normale der Fläche und 
die in C auf AC errichtete Senkrechte eine 
Erzeugende der Polarfläche der Leitkurve; 
auf sie hi von Ii das Lot BC" rrefällt, ihr 
Öcimittpunkt mit der verlängerten Flächen- 
Femer ist ißAC » tt + also AD » 




normale Ah heifse C. 
w uos (u -f v)- Nun ist: 



r — fü CO« \H -|- t) 



V • ' ^ cos (m -I- t) ' 

also nach (34): BC = R^^ d. h. das KrOmmungszentrum jedee Punktes 
der Hohrenfläche liegt auf der Polarfläche der Leitkurve. 

Weitere Sätze ergeben sich, wenn man ffir die Krümmungslinien 
die Lage und Grölee des Krflmmunga- und TorBionaradins berechnet 
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Beniduiei; man dieselben mit nnd p^, femer den Winkel zwimslien 
der FÜchennoimale und der Hanptnormale der Krllmmnngelinien mit 
B^, so bestehen die Gleicbmigen^): 

Bfldet man zonichat tg^,, so ergiebt sieb: 

(37) tgif, »tg(u + oder M^ — u + t» 
Feiner: 

(38) 1^ cos (w + t) -1 r — «eoB (tt + t)j 

(M) e.-yö:^,-;[r- »00. (• + .)]. 

Da nun J9^ » -r r iel^ 80 giebt ^C" (s. Fig.), weil parallel mit AC 
die Richtung der Hauptnormale der durch B gehenden Krflmmnngslinie 
an. Es ist also: J?C" - DC - - - r - icco8(t*+ t) - r„ 
d. h. ist das KrOmmongszentnim denelben. Aleo: 

6. Satz. Faßt man von emew PunkU einer JRShrenfläeke das Lot 
auf die MugMrige Enentgmde dar äbwidielbaren Potarflädie der Laämuroe, 
90 stdU dieses nach Grofie und Bkhtung den Krümmtmgaradius der 
d»A den ^etr^enden Pmkt g^entkn Kr&nmungüinie, sein lUfyauinkt 
obo ihr KrOmmungseenfrtm dar. 

Zusatz. Der ycomdrische Ort für die Krümmungseeniren äUer 
Krümmimgölinien einer liöhrenflächc ist dia abtcidcelbarc Polarfläciie der 
Leitkurre. 

Dividiert mau 61. (38) durch Gl. (39), so erhalt man: 

(40) 
abo: 

7. Satz. Auf einer Mhrenftädie verkaUen «iefc Krämmmgs- und 
Termnsradins einer KrUmmungsüniie loie Kümmungs- und Temons- 
ndiiis der LeiÜBurve in «fem enispret^enden PunJiie. 

Bereelinet man noeh den Winkel 6, unter dem die Hauptnormalen- 
1nir?e (« -|- -r — 0) die Erfimmnngelimen aehneidel^ eo erhält man'): 

(41) taS ^ - - 



1) Grundformeln, § 14. Gl. (24) u- (86). 

2) Gnutdiormeln § 1, Gl. (S). 
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Es ist auch leicht, die Punlde der liöhrentiächc zu bestimmen, für 
welche i^j - ± ü, iai Aua Uleichuug (34) folgt f ür - 

r 10 C08 (M -f T\ j ^ 

«"5 "^^^ ''-^> 

d. h. Nabelptuikie der Boiureiifläche treten nur da auf^ wo die Leii- 
kurve eine Spitze hai B^ma^ ergiebt 

cob(iH-t)- j^, 

was sich übrigens auch direkt an der Figur ablesen läfst. 

Schliefslich kann man noch die parabolische Kurve der ßohrenfläche 
aufstellen. Die Differentialgleichung der Aejmptotenlinien ist: 

u,du' - !2i<^>[l _ 'S cos + = 0. 

Da w nicht verschwinden kann, so ist die Bedingung tür das Zusammen- 
fallen der beiden Asymptotcurichtungen: 



C08 (tt 4- T)r- W / , \1 A 

— -7-^[l ~ ^ cob(ii + t)J - 0. 



Diese Gleichung kann auf dreierlei Art befriedigt werden: 

1) * =0; d. h. der parabolischen Kurve gehören die erzeugenden 

Kroise an, in dert ii Zentrum die Leitkurve die Kriimmimg 0 hat 
(z. B. bei ebenen Kurven die Wendepunkte). 

2) cos (u + = 0; d. h. der parabolischen Kurve gehört der 
geometriscbe Ort der Sclinittpnnkte an, welche die Binormalen der 
Leitkurve auf der Eöhrenfläche bestimmen (die j^inormalenkurvo*'). 

3> r — wcos (m -f t) = 0, oder cos (m -\- 1) = . Dieser Teil ist 

nur reell, wt-nn r<,ic, d. h. wenn da.s Krüinmun^'szentnini der Leit- 
kurve iunerlialb der Köhrenfläche fällt Dann ist (s. Fig.), wenn B 
ein Punkt der parabolischen Kurve ist, D das Krtimmun<j^zentruni der 
Leitkurv'»': also schneidet die /.ugehörige Erzeugende ihrer Polartläche 
die BöhreuÜäche im Punkte B, 

Dieser dritte Zweig der parabolischen Kurve ist also die SchmU- 
kurve der Ttöbrenfiääie mit der abtvickiXbwen Tolarßädie der Leitkume. 
Eine einfache geometrische Überlegung zeigt femer| da& in diesem 
Falle B der Schnittpunkt zweier konsekutiven erzeugenden Kreise ist. 
Der dritte Zweig der parabolischen Kurve läfst sich also auch definieren 
als der Ort dieser Schnittpunkte, oder als von den arweugenden 
Emsen eingehiUUe Eurve, 
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Ubh lEum noch nach dem Wiiünl fragen, den die zoflammen- 
bUenden AaymptoteiirichtiuigeB mit den Teitchiedenen Zweigen der 
puBbolieehen Kimre nweheiL Der Winkel s zwmf Knrren 
nnd ^«c^ ist flir KrQmmnngsparametor bestimmt durch die Gleichung*) 

OOS«-"--- * I -ri -ri ^ 

Bedeutet q> die Asymptoteniinien, so ist: 9^ » Y^''i 9» i l/D"" 0, 
da ja l&ngs der pmbolischen Kurve D" Terachwindet 

Für den 1. Zweig derselben — 0^ ist: — 0; ^, = — |, 0; 

also: c(»sf ^0: s ~ 90**; d. h. die Asjmptotenhchtung steht auf diesem 
Zweige senkrecht. 

Für den 2. Zweig [coä (^m -f t) = 0; ti + t = 90"] ist 

#i sm(« + T) 1; ^--X_^«-^; eos£-— ~; 

woraus r ^* * 

(42) lg»- 7! ili. 

8. Satz. vIm/* jetler liöJtrenftürhe vird die Bitm'malenkurrc von 
dm AsijmptiitinUnien unter einem Witdrl fidroffen, dessen Tanr/onte 
gleich dem VrrhdJfvis des Madius der &rm(genäen Kreise gum Torsions- 
radius der LeiÜMrve isL 

Für ebene Leitfcmnren ist - =» 0: in diesem Fall heruhrm also die 

Aajmptotenlinien die Binormalenkurre, d. h. den Schnitt des über 
der Kur?e stehenden Zylinders mit der Röhrenfläche. 
Für den 3. Zweig [r — wcob(u x) ^ 0] ist: 

d.L 

9. Satz. 7)f> Asymptoteniuuen einer Bökrenfläche berühren die 

EntKloppe drr erzeugenden Kreise. 

Beutlingen, den 1. Kovember 1900. 
1) Gtundfoniielii, 9 17, Gl. (14). 
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Neue Beziehungeu auB dem Gebiete der BmomiaikoeffizienteiL 

Von L. Gbosshakv in Hambnig (Seewaite). 

Bei einer UnterRiichmig über die Andenmg der Tem])eratiir von 
Tag zu Tag wunlo fiir die durch den Zufall gebotene lläufigkeit 
der TV'rioden von « auf einander folgenden Tageu anhaltender Er- 
wämmug bei gegebeneu A [»usitiven, B negativen interdmruen 
Änderungen und C Folgen ohne Temperattiründemng der Ausdruck 

C+l) ^^^tc?- {Ä + B-\-C~a-l)A^a abgeleitet. Aub dieser 
zufalligen Verteilung der Perioden gleichsinniger TemperatiirUnderuilgüll 
wurde die Wahrscheinlichkeit dafür abgeleitet, dafs auf eine Erwärmung 
wieder eine solche folge, und ein isweiter Ausdruck {A — 1) : (X -f- O 
wurde hierfür direkt gewonnen. Setzt man beide AusdrQcke ^ich, 
80 eigiebt die £iiifahniiig neuer Konsliuiten die Besiehung: 

Hiersns wurde auf das Bestehen der aligemeineren Formd geecfalonen: 

Durch Eini'ühnmg neuer Gröfseu iolgt: 



eine fttr P > Q und k^2 erwiesene Beziehung. 

Der YeiBuch, den Beweis dadurch allgemein zu liefern, dafs die 
GUtigkoit fOr = ^ + 1 aus der ittr bestehenden hervorgehe, 

führte zu der Herleitong der allgemeineren Formel 

w ^<^^^^^^^jr^ ^ ^ ^"(^^-*^^^ 

für jeden positiven oder negativen ganzzaliligen Wert von A. 

Ffir diese Formel ergiebt sich der Beweis, wenn man entwickelt: 



(*+!)), 
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L. GuusaiLixN: Neue Beziehtmgeu aus dem Gebiete der Biuomialkoef&zienten. 15 

Hiemach gilt die Formel (1) fBr X; + 1 and il + 1, wenn sie fOx 
Js TiaA X gilt; da aber ans der Ableitung von (1) deren Gütigkeit für 
il - 1 folgt, Mb sie für A bestebl^ eo folgt» daTs (1) f&r X; + 1 beetebt, 
&lls sie für Jb ricbtig ist Die BicbtigkeLt ist naeb der Ableitimg aber 
für jb"*2 und X>»0 erwiesen nnd somit gilt (1) für. alle positiren 
gBnflnbligen Weite Ton Js und beliebigen ganzzaliligai Werte ron X. 

Aus den Relationen ^ « — — — *^-7t~^~ leitet man die 
entepieebenden formein: 

i&r Q>P nnd 

für Q ab. 

J& /ä/s^ sich neigen, dafs diese 3 Fermeln, abgesehen von der Be- 
dingung, dafs über posiiwe Werk von n summiert tcerden mufs, für alle 
positiven und negativen ganzzahligen Werfe von F, Q, k und X tma6- 
kimgig wn deren rdaHver Qtöfae bestehen. 

Zq allgemeineren Formeln f&brt die Bedingung: 

a(a + tt)...(o + »-l)«) 

6(6 + (J)...^H.(»-l)<r) * \ß) Q + j _ 

für den Fall, dafo u xmd ß Teiler Ton a, bzgl. b sind. 

Es lassen sich wohl alle Formeln aus dem Gebiet der Binomial- 
koeffizienten ans diesen Formeln ableiten. Man findet beispielsweise 
die folgenden: 



Hamburg, den 25. März 1901. 
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Beitrag zur Lehre vou den reziproken Gleicliungeii. 

Von F. J. Studnigka in Prag. 
!• Soll die algebraische Gleichuig n-ten Grades 

(1) a>)sB^j,if-'~o 

regipnik sein, so hat sie der aUgemeineii Bedingung 

ZQ genügen, wob^ X und k konstant sind; dam ans dieser Bedingung 
geht Tor aUera hervor , dafs zu jeder Wurzel derselben Xi sieh die 
Wurzel k/x. gesellt^ Ton welcher Grundeigenscbaft eben die Benennung 
der Gleichung {i) abgeleitet erscheint. 

Gleichzeitig erkennt man daraus, dafs die Anzahl aller Wurzein, 
somit auch der Grad der Gleichung (1) durch eine gercuic Zahl aus- 
gedrückt erscheinen raufs, so dafs mau setzen kann n»25. 

Um nun den Wert der Konstante X zu bestimmen, nehmen wir 

für die Identität (2) an o: = Yk, worauf aus derselben hervoi^eht 

Danius läfst sich nun schliofsen: 

1. Wenn die Gröfse Yk keine Wurzel der Gleichung (1) vorstellt, 

wenn also f{Vk)^0 ist, so folgt aus der letaten Belation durch 
Kürzong 1 » Xkf, "woam sich X unmittelbar ergiebi 

2. Ist jedoch Yk eine Wurzel der Gleichung (1), so mnTs sie 
mindestens eweimdl und zwar posUk wie negativ rorkommen, so dab dann 
(x^ — k) oder allgemein {a^—k'^ einen Faktor des Polynoms f{x) 
bildet In diesem letzteren FaUe hat man also 

f(x) = ix^~k)'-<pix), 
worauf dann die Gleichung 2{s — m)-im Grades ip{x)=^0 reziprok ist 
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und die Wurzel Yk mohi mehr besitzt, was also mit dem eisten Falle 
übereinstimmt. 

Statt der allgemeinen Identität (2) können wir aleo «efcsen 

w /■(*)= iV(|), 

v,odurch die resiproken Gleichungen im weiteren Sinne definiert er- 
scheinen, wahrend im engeren Sinne, wo nämlich Ä 1 ist, die Be- 
dingong (3j die einfachere Form 

annimmt nnd die strikte Keiiprositit der Woneln andflatet 

Ans dezadben Identitftt (3) folgt andi, dab die Eoeffiaienten der 
lexipToken Oleiehnngen beetimmten Bedingungen genügen. Ffibit nun 
in dieeelbe die in Formel (1) angedeuteten Polynome ein, to erhalt man 

woraus nch ergiebt, da£i allgemein 

nad speziell, wo jb 1 iel^ 

(6) Att^i =» A4, 

HU musb dnicii die beiden Formeln 

dargestellt werden kann. 

Denacb sind z. B. die quadratischen Gleichnngen eamtlidi reziprok, 
indem ans 4?'+ ftd? + & 0 für die Wmneln jP^» onmittelbar folgt 

«l/j * Ä?» 

3. Weil man bei reziproken Gleichungen die eine Hälfte der 
Wurzeln durch die andere anszndrficken imstande ist, so mofs die Aof- 
lösong einer solchen Gleichung (2s)-ten Grades sich zurückführen lassen 
auf die Auflosung von je einer Gleichung s-ten und 2-ten Grades, 
wie es unter Anwendung von rekwrrmim Transformationsformeln auch 
bisher üblich war. Will man jedoch eine independente Darstellung der 
Koeffizienten der neuen Gleidiung «-ten Grades haben, so mufs man 
einen Schritt weiter gehen nnd das System der rekurrenten Formeln 
entsprechend auflosen, was im nachfolgenden durchgeführt erseheint. 



18 f' SrcoMiiu: 

Die allgemeine Fonn der reziproken Gleichungen ist dem Voran- 
gebenden zufolge 

(7) Aox-''}'AiX^*~^-i H A^jc' ■j-At^ikx'-^-^ - -i-Aik^-^X'\- A^tk' « 0, 

welche leicht auf die Fom 

zu bringen ist, so dalis diese Gleichung, wenn 

(8) * + ^-9. 

(9) af.+ ^_F. 

gesetzt wird, wonuu unmittelbar folgt 

(10) F.- 2, F,-sf, 
sich in die einfiMshere 

(11) -4oF.+ u4,F.-,-f-..H-^-iF,+ J,-0 

verwuiiiielt; hier hat lauii uur ilio einzelnen Ausdrücke durch y aus- 
zudrücken, um schüe&lich die Gleichuugr 

(12) Bi!t-'+' • • + -ß*-!^ + B.^ 0 

m erhalten, denn AnflGBong die Wnnelwerte Ift, tf*> 1f»f * ' *> 9* liefort> 
BOdafo dann der Gleichung (8) zufolge 

(13) x^—yiX-\-k = 0 {i=i,2, ,.) 

sich daa Wurzelpaar r,, r/ ergiebig welches der Bedingung Xfxl^k 
entspricht, wodurch die Koziprozität snm Anadrucke goIan<:rt. 

Es handelt sich hier also nur nm die independente Darstellung der 
Bk durch die At. Zti dem Zwecke leiten wir zunächst aas Formel (8) 
und (9) die rekuirente Relation 

(14) ÄF,-,-yF..,+ F,-0 

ab^ welche in Verbindung mit den beiden Formeln (10) die Darstellui^ 
von Vm durch y liefert. Setzt man nämlich 

F, = - ojfty- - * + a^k^tf" - * - o, A»y 

F, + 1 = y«+ » - «ity»- » H- osfc V • - »ftilV* + • • 

so ergiebt sich danach 

wobei in Betreff der neuen Koeffisienten h güt 
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also eine rekurreiik" Darstellung erhalten wird. Die independente Anf- 
lösimg unserer Aufgabeu liei'eru jedoch die linearen Relationen: 

y- V, = 0, 

2fc-yFj+ F, - 0, 

*F4-sfF,+ F, - 0, 



F. +ÄF.-,-3^F.-i-0, 
toB weldien die nnbekaamteu 

Vit Vs, . . .f Fm-i 

ni elimi]iin<en nnd^ um F» sa bostimmeii; maii erhalt zunächst 



9, 


-1, 


0, 


• • •> 


0, 


0 


2 k, 




1, 


• • •> 


0, 


0 


0, 


*, 


-y. 


• • •» 


0, 


0 


0, 


0, 


0, 


« • * 


-y, 


1 


V.. 


0, 


0, 


• ' *» 




-y 



-0, 



In dieser Determinante ändere mau das Vorzeichen bei allen Elementen 
der 2., 4., 6., . . . Kolonne und der 3., 5., 7., . . . Zeile, worauf dann 
darch Auf lösang nach F» erhalten wird 

y, 1, 0, , . 0, 0 

2k, y, 1, . . 



(16) 



0, k, y, 



0, 0 
0, 0 



0, 0, 0, 1 
0, 0, 0, , . jfe, y 



Diese Kettendeterminante zeigt uns also, wie die früher durch Uk 
ausgedrückten Koeffizienten sich independent hieraus eichen und über- 
Iiaupt durch y und Ä; sich darstellen läfst. 

Da jedoch die Auswertung von Detenninanten höherer Grade um- 
i^tiadiich und langwierig erscheint, so ist es namentlich für die Praxia 
erwünscht, obigen Determinantenausdruck durch die entsprechende 
Potenzreihe zu ersetzen. Man erhält da^ wie ich gezeigt habe, 

= r - y - ' + y (« - icY - * - 3 (« - 4), A-^y- « + . . . 



20 F> J> SruDin&iCA: Beitrag zar Lehre ¥on den reziproken üleichungen. 

oder in kllnerer; die ZBHammenietwing der Eoefiisieiiteii deuUieW 
Keigenden Form 

(16) Vn-^tr+^i- i)'t(» - »- i^-iÄ-y-«', 

wobei die Summe bei fferaden n bis t — bei ungeraden n bis ** ~^ 

SQ eratncken ist» 

Mit Hilfe dieser Formel (16) veisehadbit wir mis seblielslich unter 
Benntetmg der Polynome (11) imd (12) die Beletioii 

(17) JBi^A^ +^ (- iy ''^^^'* (n-i + h- l)4-,ib*^,,i, 

WOZU noch die ersten zwei Werte JB^ — A^, = beiznfQgen sind, 
■o dafs nun der direkte Übergsng Ton der Gleiehimg (11) ni (12) 
▼ermittelt erscheint. 

In dem spesieUen Falle, wo A — — 1 ist, die resiproke Qieiehnng 
also die Foim 

(18) il«a^*+ Aix^*-^ 4- . . . -f- A,yf~A,,ys*'^-{' • - + (- 1)'4.- 0 
annimmt, ist die vermittelnde üleiciiung 

(19) c;,^ + Af-* + • • + c.-iy + a- 0, 

wo die Eoeffinenten bestimmt sind dorch die Formel 

(20) C?i-J,-f^ '*"^'^*~' (w - • + A - l)».,i4<..*. 

In dem einfiuslisten Falle endlieh, wo A — 1, 1 
hat die reaiproke Oleichmig die Form 

+ 1 -0, 

wobei die Aufldsong anf dieselbe Weise voi^enomnran werden k^tamte^ 
wo jedoch unter Intervention der Identität 

aj«*+» — 1 s (ap - 1) + ap«-* + . . . + o? + 1) 

sofort erhalten wird 

Prag, den lö. Januar 1901. 
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Otier die KlasflUkatkni d«r Knrren und FUdion 

zwetton Grades. 

Yos C. KOBHLBE in Heidelbezg. 

Bei ein* r iielirLägen Kurve oder Fläche zweiten Grades (d. h. 
zweiter Ordiiimg oder zweiter Klasse) hängt die Entscheidung darüber, 
ob sie entartet ist oder nicht, sowie ob sie reell oder imaginär, bezw. 
geradhnig, nichtgeradiuiip oder imaginär ist, also die Einteilnnjj; derselben 
nach ihrer projektiven Bescliattentu-it Ieili£j;lich ab vom W erte der Kon- 
stanten ihrer Gleichung; sie ist mithin MÜlig unabhängig von dem Koor- 
dinatensystem, auf das wir ihre Gli ieliung beziehen. Ihre Beschaffen- 
heit im Unendlichen dagegen oder ihre mcMschc Beschaffenheit ist aufHor 
von diesen Konstanten auch abhängig von den Koordinaten der unend- 
hch fernen Geraden, bo/^v Ebene, also von dem der Betrachtung zu 
Crrimde liegenden Knordinatensystem. An eine Klassifikation dieser 
Kurven und Flächen kami man deshalb die Forderung stellen, dafs sie 
diesen Unterschied scharf hervortreten lasse. Sie mufs dami für die 
projektive und für die mcfrisclic Einfcilumf Kriterien geben, die von ein- 
ander unabhängig sind, und es dürfen die projektiven Kriterien nur 
die Eonstanten der Kui-ven- od<'r Flächengleichung, die metrischen 
Kriterien aber anfserdem nur noch die Koordinaten der unendlich 
fernen Geraden, bezw. Ebene enthalten. 

Die vorliegende Arbeit, die dieser Forderung genügen wiU, dürfte 
deehalb vielleicht auch nach den Abhandlungen von HenseP), Brückel 
und Gundelfinger*), sowie nach dem Erscheinen von Killings 
,4iehrbuch der aoudytischen Geometrie in homogenen Eoordinaten^^ 

1) Honsel: Über die Elaeäi£kation der nicht homogenen quadratischen 
Foimen etc. J<»iiKnal f. Matii. 118, 808 ff. 

t) Br Aekel t Znwunnifiintellnng der Formeln dM Hemi Gvndel finget 
zom Hauptacliseaproblem dw Fttehen vweiter Ordmuig ebe. Joomal f. Ibfh. 
119« 210 ff. 

3) Paderborn 1900 und 1^1. In diesem Bache ist zwar die projektive Ein- 
teilung von der metrischen streng geschieden; dasselbe giebt aber keine Kriterien, 
welche die Art der Kurve oder Fläche aus ihrer Gleichung direkt zu bestimmen 
gMtftiten. 
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C. Komn: 



noch einiges Interesse darbieten. Die in ihr enthaltenen auahjtisch' 
geometrischrn Betrachtungen sind einfachster Art. Das Hauptaclisen- 
probloni und die Theorie der quadratischen Formen bleiben absichtlich 
aus dem Spiel. Als bekannt wird nur vorausgesetzt das homogene 
Koordinatensystem, die sich auf dieses stützende Polarentheoric Ms 
zum Beweis von der Identität der nicht entarteten Kurven, bezw. 
Flachen zweiter Ordnung und zweiter Klasse, femer der Zusammenhang, 
der zwischen der Entartung der Kurve oder Flache und dem Rang 
ihrer Determinante besteht, und endlich die elementare Determinanten- 
theorie, zu der auch der Satz gerechnet werden darf, dafs der Rang 
einer symmetriscJien Determinante durch da« Yench winden ihrer Haupi- 
imterdeterminanten allein besünuat wird, da sein von Herrn Frobenius 
gegebener Beweis^) durduMis elementarer Nntur ist. Auf diese geringe 
Anzahl von Vonuaseteuigen ist deslialh Wert zu legon, weil es vom 
pädagogischen und tojd iystematischen Standpunkt ans wünschenswert 
ist, die Klassifikation, wie dies auch Herr Gundelfinger that'), mög- 
lichst an den Anfang der Theorie der Kurven und Flächen zweiten 
Grades so «teilen. Ebenso wird die Ausführlichkeit der folgenden Be- 
trachtangen, die sonst vielleicht zu grols ersdiemen könnte, dadurch 
gerech tfertiirt, dafs dieselben nicht nur zur projektiven und metrischen 
Klassifikation fuhreOy sondern audi die Md|^chkei1^ ihr die erwünschte 
Stellang zu geben, erweiaoi aollen. 

Wir beginnen mit einer Übersicht aber die im folgenden vai^ 
wendeten 

Beielcliniiiigttn. 

In der Ebene bedeuten x^^ x^^ x^ oder die Koonlinaten eines 
Punktes, % oder die Koordinaten einer Geraden in einem be- 
liebigen IDbreiedcskoordinatensystem. 2f^y JVg, sind die Ecken dee 
Koordinaten- oder Fundamentaldreiecks, die ihnen gt gonfiber 

liegenden Seiten desselben. 

Ein kurz mit y beaeiehneter Punkt hat die Koordinaten t/f, eine 
Oeiade v die Koordinaten 

Hit \yg\ beoeiohnen wir die Verbindungslinie der Punkte ij und r, 
mit (vw) den Schnittpunkt der Oeraden und w. Die Gleichungen 
\yz\=^v und (vw) = y sagen demnach aus, dafs y und z zwei Punkte 
der Geraden becw. v und zwei Oerade des Punktes y sind. 



1) Frobenins! Über das Ti*gUeitHge«etz der qua<lrati«chen Formen. Sitzungs- 
berichte der Barl. Akad. 1894. I, S. S45f. 

2) Cmndclfinger: Torlesongeia aus der aoalytiBehen Qeometrie der Kegel- 
schnitte. Leipsig 1696. 
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Im Rautne bedeuten x^, x^, x^ oder Xf die Koordinaten eines 
Punktes, u^^ u^, u^, oder ti^ die Koordinaten einer Ebene in einem 
beliebigen Tetmederkoordinatensystem, dessen Fundamentaltetraeder die 
jBcken ^„ N^^ N^, und die Seitenebenen S^, <S„ S„ hat. 

Der Punkt y hat die Koordinaten y„ die Ebene v die Koor* 
dinaten v,-. 

Die Verbindungslinie der Punkte y und 0 ist \ys\f die Schnittlinie 
der Ebenen v und w ist \vw\. Die VerbindtmgBebene der Punkte 
z, s iflt [yMs], der Schnittpunkt der Ebeoeo ip^ r ist {vwr)* Die 
GleichiingeD 

\tfg\^lvw\, [y#Ä]-t>, (t»«;r)-jf 

bedfiifen hiemaeh keiner weiteren ErUilnuig. 

Von den unendUeh fernen Elemenim des Raumes unterscheiden 
wir alle fibrigen Elemente desselben ab „eigenfli<die^ Elemente und 
oemifln die enteren deshalb auch |,imeigentiiche^ Elemente. Die nn- 
eigentliche Gerade einer Ebene besttchnen wir mit g^, ihre Koordinaten 
nu^ 1%) Qsy nneigentliche Ebene des Raumes mit m^, ihre Eoor^ 
dinitsn mit q^, q^j q^, q^. q{D) ist die Zahl, die den Bang der Deter- 
mmMk D angiebt {y^z^ und i^^z^s^ sind abkOraende Beieiefannngen 
ftr die Determinanten 



Vi Vk 



ond = 



Zu der quadratisciieti Form 
mit der Determinante 



y^ yu Vi 



8, 



Ä = ^± OjiOm = 



ab adjungierU Form; 

y) = ^«a^^y* - ^ Vi^ = ^^/i W 

all ftilMe»« Form; 

ist also die halbe partielle Ableitung von f{XfS^ nach d;,. 

Für die dnreb einmaliges, besw. mehrmaliges lyBlDdera" ans A 
berrorgehenden Determinanten benütsen wir der Kürze halber manch- 
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mal such die tod H«rni Gundelfinger eingefOhrton Zeichen 

(^pr) ^ ^-i ®® *• ®* 

«"b •• öl» 



0 



1. Hülf^ormrln für die Eintcüuyig der Kxrrm zimtrn Grades. — 
Die In ( inrm lu Ii« birrm Dreieckskooidiuatensxstem gegebene Gleidiung 
einer Kur?e zweiter Ordnung 

(1) f(^») — ^fln«i*» **■ 0 <» •) 

erhält, wenn mau eui neues Koordiiiateudreieck einfährt^ deMen £ckeu 
die Koordinaten y,, 5„ s, haben, die Form 

Der Schnitt der Kurve mit einer beliebigen Geraden v = yz hat 
somit in dem auf dieser Geraden durch die Fuudameutalpmikte y und e 
bestimmten KoordiiibWusybtem die Gleichung 

und dnrek den Rang und das Voneieheii der Determimuite 

ist die Beschaffenheit dieses Schnittes bestimmi Für (f(D) — 0 schneidet 
die Gerade v die Koire, und zwar imaginär oder reell, je nachdem 
D> oder <Oist; fttr berührt sie dieselbe, und l&r ^(D)» 2 

gehört sie ihr ganz an. 

Der Rang von D ist somit durch die Lage der Geraden v in Be> 
Eug auf die Sjorre allein bestimmt; er ist onabhangig vnn der Lage 
der Punkte y und e auf dieser Geraden, und vrann ^(1)) — 0 ist^ so giti 
das Gleiche für das Vorzeichen von JD. 

I»t nun i^(u,u) die at^jimgierte Form yod. f(9,x), so besteht durch 
Vermittelimg der Gleichnngen » (if^gj a» t^h •> s) die Identität^) 



(2) 



(3a) 



1) Gundelfinger: Yorlenuigeii etc. 8. S7. 
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(8b) 



«u — 
»11 ^ «» — «I 

j «1» «M - j 

K 1^ 0 I 

leben.*) IMa DsferwifUMÜm D und F und aber mohi nor emaader 
^ch, eondem sie htAen ftoeh immer dm fßmdim Btmff, Um diee m 
sei^, eraetmi wir nmichii in (Sa) f(!f,ff), fl»fit)> f(ih^) durch 
F(VfV\ I(WfW), F(v,w) und etludten dauii da A'f(x,x) die a^jon- 
gierte Form yon F(u,m) die unter Znuelrang der CHeidrangen 

bestehende Identität 

FM F(f,,w) 
F(v,w) F(wtw) 

aus dev direkt folgt, daiis bei einer nicht enterteten Kurve die beiden 
durch einen nicht auf ihr liegenden Punkt y gehenden Tangenten ima- 
ginär oder reell sind, je nachdem Af{y,y)'^ oder <0 ist. Die linke 
Seite von (5a) kann aber noch auf eine andere Fomi gebracht werden. 
Ist y = (vic) ein Kurvenpunkt, so mdssen für ihn, da die durch ihn 
gehende Tangente die Koordinaten -h f^u^i hat, die fünf Gleichungen 



(5a) 



SQgleieh erf&llt Bein, nnd ans ihnen ergiebt sich durch Elimination 

IMeee Gleichnng sagt ako dasselbe ans wie die Gleiohnng 

F(v,v) ' t{w,w) - F*{v,w) - 0, 



1) Gewöhnlich seist mau F{v^ «) « — ^^j } es wird sich aber im folgenden 
■Ii nreekndUls^ erweuen, das negative Tonddieii in die DelenBiiuuite «afini- 
Miuien, also F(v,v) ^ ^~ zu Beteen. — Zn^eieh sei bemerkt, daTs ans Glei- 
chung (3a) unmittelbar folgt: es ist F{v^v) > oder < 0, je nachdem die Gerade 
t die Kvrro in swei imaeinftrea oder in swei leellen Pnükten eebneidet. 
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tiiid da beide Glpiehirntjen von demselheii (irade in den r\ und i(\ sind^ 
so können sich ihre linken Seiten nur durch einen Zaliieniaktor unter- 
scheiden, der sich gleich Ä ergiebt Mau erhälfc somit 

F(ü, v) F{v, w) 
F{Vf w) F{w, w) 



UBid alao ans (5 a) die imter Zuziehung der Oleichimgen (4) bestehende 
Identitü 



oder nach (2) und ansfUuüch geschrieben 



(6b) 



st 







0» 


-»i 


-^1 




















-«;, 




Vi 




0 


0 




«'s, 




0 


0 i 



Da QiB), wie wir gesehen haben, Ton der Wahl des Punktes 
y » (vw) auf der Geraden v unabhängig ist, wSblen wir jetst f&r w 
die Gerade mit den Koordinaten «f« ~ 1, iv« — tOi — 0 und eihaiten so 
dio Gleichung 

(6) At*"^»» t,»), 

in der V^^ die zu dem Element üj^^ gehörige Unterdetpennin&nte von 

V bedeutet. 

Int nun q(D)^(\ so ist nach (3h) auch ()(F)^0. Ist{)(7))=l, 
so niufs niindesteus eine llauptunterdetermiaante von />, also mindestens 
ein von Null verschieden und somit auch g(V) 1 sein. Ist 

endlich = 2, so muls einerseits = 0 i A' 1, ?, iV), andrerseits alu-r 



auch V 



1 1 



A ~ Q sein, weil dieser Fall nur liei einer entarteten Kurve 



zweiter Ordnung eintreten kann^ es ist also dann q{V) mindestens 
Da aber 



2, 



ist und nicht alle t'^ zugleich Null sein können, mnüs q{V)>~2 sein. 
Ss ist somit immer 

(7) p(Z>) = p(F) w. z. b. w. 

Vertauscht man in den Gleichungen dieser Nummer .r,^ bezw. v,-, 
mit ti{, besw. r,, tCi, so erhält man die ihnen entsprechenden för 
die Kurren zweiter Klasse gfUtigen Formeln. 
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BSSfsfomdi^ für die Emküimg dar FUU^ mmüm Chüdes, — 

Es sei 

(8) f{x,x) = ^a^x^Xt = 0 (i*«»«*f; Ut^h «, 4) 

die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnimg in Tetraederkoordinaten, 
dBon hat ihre Sdmittkiirve mit einer durch die drei Punkte y, s he- 
BÜmmten Ebene die auf ein ebenes Koordinatensystem mit dem 
Fimdamentaldreieck yes bezogene Gleiohmig 

(9) f(if, tfX + fM^t + fMai + 2f(j^,M)x^x, + 2f(jf,s)x,x, 

Die Determinante dieser Schnittkurve ist somit 

t'(if,y) fiy,^) fiv^s) 

(10) f{y,d) fM f(M,B) 

/■(y»«) fM fißfS) 

und da der Bang Ton D den Grad ihrer Entartung angiebt, so muls 
p(Z)) nnabhSngig sein Ton den zur Bestimmung derEbrae v gewählten 
Punkten z, 8. 

Ist nun die Fläche eine nicht entartete «weiter Ordnung, 

so ist V dann und nur dann eine BeHlhrungsebene derselben, wenn die 
CHoehnng D^O fOr drei beliebige ihrer Punkte eifUlt ist Anderer- 
seits muls dann aber auch 

F(»,f7)-0 

Diese beiden Gleichungeu sind, weim man 



?ein. 



(11) i\ - {y.Jy'^.d, »2 = — (yih^^i)> = (^^^2^')- t'i - - (^1^8%) 
setzt, von ^'If^'c-her Dimension; ihre linken .Seiten müssen somit bis auf 
eiueii Zabh niaktor, der sich (bleich der Einheit ergicbt, übereinstimmen, 
d, h. es besteht durch Vermittlung der Gleichungen (11) die Identität 

fQf>y) fi^,^) t'ilijs) 
(12a) /-(y,*) fiM,M) f(0,s) ^JB(v,v) 

f(3f,^) fM f{8,8) 

oder 
(Wb) 
wenn 



gesetsft wird. 





D 








«II 


«it 


«1» 






«II 


«n 


«M 


«M 


-Vi 


«»» 


«w 




«34 


- «'s 


«14 






«44 


- ^'4 








^4 


0 
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Die Gleiehiiiigen 

/*(yty)/'(M)-/*(y,*)-o, beiw. jP(i»,t)jF'(w,»)-jp»(»,«)-o 

aagen waa, dab die Gerade \yg\f besw. die Gende \vw\ die Biche (8) 
berlilirt Ift nmi \tfe\ \vto\, alio 

(13) • "'i!^ • ^^'i "'^"^ • ^^'^"^ * • ^'^'3 

-(ys^J -U-i-. ' -(y^^^ 

80 ergieht f^ich wie oben, daüs luitor Zuziehung dieser Gleichimgea die 

Identität besteht 

(14a) F{v,v)F(w,w) - F\v,w) - Ä[f(j0,y)f(M,M) - 

die durch ganz analoge Betnehtoiigen, wie ne in Nr. 1 angettoUt 

wozden, die Form erhilt: 

f(sfyy) fiyf^) 

oder nach Gleichung (10) 



(14b) 



«41 


Ott 




«&« 


-»1 


-^1 




«» 




«14 






«IS 






«M 


-IT, 










«44 




-»4 








»4 


0 


0 










0 


0 



Endlich erhalt man, wenn man in (12a) ({y^y) etc. durch F{VfV) 
etc. ereetet» die unter Berüdaichtigung der Gleidiungen 

yi-(W4)i Ä - - («^i^iO* Ä-(«i«<^*4), 3^4 
identiachei d. h. für den Sehnittpunkt y dreier beliebigen Ebenen 

19, gfiltige Gleiehung 

F{v,v) F(v,w) F(v,r) 
(15a) F(v,w) F(ir,fr) F(w,r) 

F{v,r) Fiw,r) F(r,r) 
die auch auf die Fonn gebracht werden kann: 



= A'fi^,y), 



(15b) 







«11 


»14 


-»1 


-»1 






ö« 




«84 


- r. 


— 




«18 


«»8 


«»8 


«84 




— tv^ 




«14 


«84 




«44 




-w. 


-»•4 


»1 


»f 




«^4 


0 


0 


0 








«^4 


0 


0 


0 


*1 






»4 


0 


0 


0 
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Da Bim Rang ton D nidit toh dar Liga dar Punkta z, s 

in dw Ebene v abhängt, können wir in CQeicbnng (14b) ^ 1, 

Wi =» »I — 0 leteen und erhalten dann 

(16) I>„ = t. ». 4) 

und ebenao stu (15 b}^ wenn wir anlaerdem noeh rt^l, r^^r^^r^^O 

setzen, 

(17) J)mm,$» - Vkut (*. *). 
An« dieacn CHeidiiuigan folgt aber geuan wie in Nt. 1, dafii aieta 

(18) «(.o)-f(.r) 

und auch 

(19) «-(A.) - (f(y,) 

ist; wo die auf der rechten Seite von (14 b) stehende Determinante 

bedeutet 

Wenn man in den Gleichnngon dieser Nummer überall die Funkt- 
kooidinAten mit den Ebenenkoordinaten vertauscht, so erhält man die 
ibnen entsprechenden fOr die Fliehen zweiter Klasse gültigen FormahL^) 

8« EmteSmff det Mwvm tweUer (Mmmg, — Um eine solehe 
Xnn'!», denn Gleichang 

sein soll, sunSehst prqjMv einzuteilen, haben wir anfser dem Gbad 
ihzer Entartung^ der duxeh den Bang ihrer Determinante Ä, also durch 
den Wert Ton q(A) bestimmt wird, nur noch für q(ä) < 2 festan- 
steOen, ob die Kurve reell oder iniaginir ist Dazu dient uns die aus 
der Dehemunuite Ä und ihren Hanptunterdetenninanten gebildete Reihe 
-äJ«*,!!, Ä^nf 1 oder einfecher geschrieben 

in der i uml k tiw^er den Zahlen 1, 2, 3 immer so gmmUt werden 
SoOm, (lafs üire hcidcn ersteti Glieder nicht zugleich verschwinden. 

Wir zeigen, dafs eine solche Aufsteilung der Reihe {B) immer 
möglich und die Kurve reell oder imaginär ist^ je nachdem diese Reihe 
Zeichenwechsel aufweist oder nicht. 

Ist q(ä) = 1, ho niiiTs nach dem in der Einleitim^^ zitierten Satze 
mindestens eine Hauptunterdeterminaute A^^^ tou Null verschieden sein, 

1) Die Glriehmgen ton Nr. 1 imd Nr. % laiaea sieh ohne Sdnrierigkeit 
■neh dnroh rein amalytiiehe Betnchtongen herleiten. Der oben ro ihrer Herleitnng 
eiqgeedllagene analytisch - geometrische Weg schliefst sich aber enger an den- 
jenigen an, der In der foigendm Untenodmiig cor Klewifiketioa ftthrt, and ist 
deshalb hier voxxiuiehen. 
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und je Btichdeni A^^ < oder > 0 ig^ wird die Seite 8^ dee Koordimiten- 
dnleeki Ton dem durch (1) in diesem Falle dwgeetellten Qendenpaar 
in twm redkn oder in swei imagmiraiL Punkten gesoihnitteiiy ui dieeee 
MÜMi alao ledl oder inuginir. 

leb ^(A) 0 und ^0, eo iefe die Ecke dee Eooidinnfeeii- 
dieiecke ein Kmrenpnnkt; es mnis also nundestons eine der beiden 
dnzch sie gehenden Seiten desselben — es sei die Seite iS| — die 
Kurve in Juxet venAiiedeiim fteUen Ptmkten schneiden nnd somit sieher 
< 0 sein. Ist aber if{Ä) <^ 0 und A^^ — 0, so berührt die Seite 8^ 
die Karre; es gehen also mindestens durch eine der beiden anf 8^ lie- 
genden Ecken des KoordinatendxeieckB^ d. K durch gwei venänedme 
reeOe Tangenten, es mnJs mitiiin nach Nr. 1 Aa^t < 0 sein. Unsere 
'Obedegang zeigt somi^ dafii anch fUr q(A) «- 0 die Reihe (J?) in der 
Terlangten Weise angestellt werden kann. Sie seigt aber anch, dals 
•die Enrre f&r q(A) ^ 0, faUs in (22) ein Glied fehlt, immer reell iai, 
nnd dab dann (J3) immer einen Zeichenwechsel besitet Sie aeigt 
endlich, dab, anch wenn in (ü) kein Glied fehlt, das Auftreten eines 
neg»tiTea Gliedes, also das Anfbeten Ton Zeichenwechseln genügt^ nm 
die Realität der Kmre festaostelleo. Ist dagegen A^^ > 0 und 
^»11 > 0, so schneidet die Seite 8^ des Koordinatendreiecks die Knrre 
nicht reell, nnd es gehen dnreh die anf jSJ^ liegende Ecke Jf| keine 
reellen Tangenten, die Koire mnb also in diesem Falle imaginSr sein. 

Wir haben denmach, wenn wir mit w{A) die Anzahl der Zeichen- 
wechsel der geeignet aufgestellten Reihe (B) bezeichnen, f&r die Kurren 
zweiter Ordnung folgende pre}Mne Einteilung: 

Die durch Gleichung (1) gegebene Karre ist fOr 

1) q{ä) - 0 und 

«) w{A)^0 ein imaginärer Kegelschnitt'), 

ß) tc{A) = 1, 2 ein reeller Kegelsdmitt, 

2) f^\^A) — 1 und 

a) tv(A) = 0 ©in imj^ipnares Goradeiipaar, 

ß) tc{A)=^ 1 ein reelles Geradenpaar, 

3) (f{Ä) ^ 2 eine (immer reelle) Doppelgerade. 

Die mefriacfte Einteilung der Kurve ist bedingt durch die jpnjMioe 
Beschafohelt ihres Schnittes mit der unendlich fernen Geraden g^. 
Bedeuten also in 



1) Unter einem Kegelucimitt verstehen wir, wie dies auch Honst viellach ge- 
lehidit, iimner eine «wcM «nfarMe Siir?e zweitar Onbung. 
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y jmi g zwei Miebige Paskl» Ton g^, so ist dieser Schnitt nidi Nr. 1 
Ar q{D) s 0 ein imagiiiäree oder ein reelles Panktepaar, je naehdem 
D> oder < 0, fOr q{IJ) = 1 ein snaammenfidleiides Ponktepaar, für 

(f(D) = 2 endlich gehört der Kurve ganz an. 

Die metrische Einteilung der Kurve ist somit volkogeu. Es lassen 
sich aber aus den für sie gefundenen Kriterien noch die Koordinaten 
der beiden heUehxjvn uneigentlicheu i'imkte y und z durch die Koor- 
dinaten von ersetzen. Ist nämlich 

I All «it «1» — A I 

^ ^18 ^*SS ^»3 I 

«15 «83 «33 -S'S 

Si Q» 0 

SO folgt ans Nr. 1, Gleichimg (3b) und {!) B^Q und (>(/)) = ^(^), 
wir erhaUen demnach, wenn wir die Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe 
(it 1 mit fo{Q) beaeichnen, folgende m^trisdie Einteilung fttr die Eurren 
sweiter Ordnung: Es gehört der Kmre an für 

1) ^(Q) = 0 und 

«) fff (Q) 0 ein imagiiüuws nn e ig e ntliches Punktepaar, 
fi) 10(0) » 1 ein reelles nneigentliches Punktepaar, 

^{.Q)"^ ^ uneigentlicher Doppelpunkt^), 

^} Q{Q)^^ nneigenüiche Gerade. 

Wie die projektive uuil ilie metrische Einteilung über einander 
greifen, ist aus Tabelle I (S. 4ö) zu ersehen.') 



1) Dieser Punkt ist zwar im Sinne der Theorie der algebraischen Kurven 
nur für v {A) > 0 ein Doppelpunkt der Kurve. Da er aber auf der Geraden , 
wucMif ea hier allein ankonunt, auch für ii{A)^Q als Doppelpunkt erscheint, so 
nab er konsequenter Weiie in allen FUlen als Doppelpunkt beaeichnet werden. 
— Eine Umliche Bemerknn^, die nicht anugefniiii sn werden Inancht, wtee bei 
der metrischen Einteilung der Flakhen zweiter Ordnung zu machen. 

S) Wenn die Kurve auf ein Koordinatenilreieck bezogen int, ilcsecn Soit»' 
= U die Gerade g^^ ist, t^o ^'estaltot «ich ihre metriHche Fliiitciluug iuhoiltu 
viel einfacher, als dann die Bctraobtuiigeu von Nr. 1 fiberflöäüig werden. iJaun 
ilfc idmlich a^x\ -\- ia^^x^x^ -f <^^^-c\ = 0 die GlelAung ihret SchnütM mit in 
4cm dnrdi die FÖndament^ponkte «i «»O and «-0 soff« fizierlen Koordinaten- 
lyitCBi, ihn metriaohe Einteihnig iit also bealimmt durch ^{A^ und den aas dar 
l^ihc 1 7X1 entnehmenden Wert von w{A^,). In der Tabelle tritt »omit, falls 
Kuno durch eine Gleidiang in KcarteoMihen Kocrdinakn gegeben ist, an 
^steUe von Q. 
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4, EkiMmig der Amm SMtk mm FtSt^ gweikr (Mnmg, 
— In Nr. 8 falben wir ak CHeichung der KnrFe, welche «ne Eben« 
V » \3fM8] WO» der Fliehe 

(Ö) fix, z) =^ a^txix, - 0 ^»-«»«.^*> 

ansBehneidet^ die aof ein ebenes KoorduuteDeyitom beeogene Gkidiimg (9) 
gefunden. Die projMve Einteiliuig dieeer Eorre iefc eomit nach Nr. S 
beitmuni durch den Hang der Delenninante 

fiSf») /'(^') /^(»,») 

und durch die Anzahl der Zeichenwecheel der Beihe 



(R') 



DD...«, D,„ 1, 



wobei nur noch za bemerken ist, dafs hier q{D) auch » 3 sein kann, 
da in Gleichung (9) alle Koeffizienten Tenchwinden mfiaaen, aobald die 
Eibene v der Fläche ganz angehört 

Nach Nr. 2 atimmt aber der Bang von D mit dem Bang yon 



«II 


«11 


«1» 


«14 






«SS 




014 
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«14 






«4A 








«» 


»4 


0 



llberein, und ea kann nach den Gleichungen (12 b), (16) und (17) die 
Reihe (ß') durch die Reihe 

(fi'l ^"1 ^ {*» 1-1,1,1,4) 

▼ertreten werden. Die pnjMve Einteilung des SeliniiteB einer be- 
liebigen Ebene v mit der durch (8) gegebenen Flache zweiter Ordnung 
ergiebt eich aomit ein&ch aue den Werten Ton ^(F) und w{V). 

Die metrisdie EinteUmig dieses Schnittes^ die »elbetTesn&idli^ nur 
dann einen Sinn hat, wenn v eine eigentHohe Ebene ist, hangt allein 
ab von dem Bange nnd dem Vorzeichen der Determinante 

/"(y; y) f{yf ^) 
fdf» ") f(f» ») 

wenn in ihr fUr y und g zwei uneigentliche Funkte der Ebene v ge- 
nommen werden. 



Digitized by Google 



über die Elusifikation der Kurven und Flächen zweiten Grades. 



aa 



Da abor dun die Gende \ yz \ = \ vq \ nneigeiitfiche G«sde 
der Ebene v ut, stimmt nach Nr. 2, Gleichung (14b) und (19) hier 
mit der DetemtiBaitte 
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in Wert und Rang überein, die metrische Einteilung der Schnittkunre 
ist also auch durch if{V^ und den ans der Reihe 

zu entnehmenden Wert von fr ( V,^) gegeben. 

Die für unseren Schnitt giltige Tabolle V (S. 49) erhält niiiii 
somit avi8 der Tabelle I einfach dadurch, dafa man in dieser Ä durch 
V und Q durch V\ ersetzt und ihr eine Kolonne für ^(F) = 3 hin- 
zufügt. 

(Fottietsoiig folgt.) 



Naekträffiicher Zumvtt: S. 28 Z. 12 r. O. ist statt „da sein von Herrn FrobeninB 
gpjjnbencr Beweis durchaus elementarer Natur ist" zu lesen „da die von Gundel- 
finger (Journal f. Matl^ öl (1081 1, 229 tmd von Frobenius (Sitzunfifsb<>richta 
der Berl. Akad. 1894. I. S. 245 f.) gegebenen Beweise dieses Satzes durchaus ele- 
meaterar Natur sind*' und dann Anm. 1) zu streichen. 

8. 8S Z. 18 o. fSge man dia Anmerkung hinan: Den Bang dmer Deter- 
minante nennen wir r, wenn alle ihre Unterdetermiaantea (r — l)ter Stufe, die> 
jenigen rter Stufe aber nicht sämtlich Terschwinden. Eine niclit v; rschwindende 
Determinante hat also dßn Rang Nnll; eine verfchwindende Determinante, deren 
Unterdeterminant«n erfiter Stufe nielit sämtlich verschwinden, hat den Hang 1 u. h. w. 
Unsere Rangzabl ist iiouiit identisch mit Sylvesters „nullity'' (xVmer. Juuru. of 
Math. < (1884X 271) und der von Frobenius (Jowa. f. Math. 88 (1877), 290) als 
Bang einer Detetminante definierten Zahl iniofem komplementär, als sich seine 
und nniere Bangiahl snm Ghad der Determinante ergliiiMi. 

Hddelbeqf, 21 Fefamar 1902. 
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PhysikaUsclie Probleme der öleickstrommasclüiie. 

Von k. RoTTH in Beilin. 

Die nakeii Beziehungen zwiichen Physik und Elektroteefanik lassen 
eine i^ere Begrfindiing üherflflssig erscheinen, wenn in diesen Blitieni 
▼on der Gleichstrommaschine gesprochen werden soll, in der Absicht, 
das Interesse fOr einige ihrer physikalisehen l^bleme Ton nenem an* 
zoregen. Nach ihrer sohneilen ISntwickelimg in den letalan Jahnehnten 
ist die Gleichstronunaschine seit einiger Zeit in den Znsfcand eingetreten, 
wo nach allgemeiner Erfahrong nmwälsende Andennigen TorUinfig nicht 
za erwarten sind, nnd wo das Streben nach ihrer weiteren VerbessemAg 
und iia4sh Erhöhung ihrer LeistungsflUii(^eit ro Tertiefter Behandlung 
soleher physikalisdien Erscheinungen an ihr leitet, deren Behandlung 
wahrend der Entwickelung mehr empirisch erledigt werden moiate. 
Ich beabeichtige nun in folgendem zunächst beriehtartig die wesent* 
liebsten Punkte zu besprechen, die auf die Ausgestaltung der jetzigen 
Gleichstronunaschine Ton Einfluft sind, und dabei besonders ihre gegen- 
seitige Abhängigkeit henrortreten zu lassen. Der Zweck dieses etaien 
Teiles soll lediglich sein, eine knappe znsammenh angende Übersicht 
beksnnter Dinge zu geben, etwa in dem Sinne des im ,^ahresbericht 
der Deutschen Mathematiker-yereinigung VII, 1" wiedergegebenen Vor- 
träges von H. Goerges „Die praktische Berechnung der Djnamo- 
masehinen, inabesondere f&r Gleichstrom'', auf den ich hinweise, da 
das Folgende mit dem Inhalte jenes Yortrages in gegenseitig ergänzender 
Beziehung stehend gedacht werden kam Im AnschluFs an den ersten 
Teil soll die durch die Ankerrfiekwirkung entstehende sogenannte 
FeldTerzermng eingehender betrachtet werden. Ich Tersnche damit, 
einen Beitrag zur Behandlung eines der wichtigsten Punkte der Dynamo- 
maschine zu geboi, unter Benutzung von Anschauungen, die von den 
gebriudilichen teilweise abweichen. Der Zweck dar ganzen Arbeit 
erlaubt die Beschrankung auf die Gleichstrommaschine einfiM^ster Art, 
deren allgemeine Kenntnis natürUch Torausgesetzt ist 
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I. 

Bei der Bearbeitung des Entwurfes einer neu zu erbauenden 
DTiiainomfisehme verlangter Leiatiincr die einander teilweise wider- 
sprechenden technischen und wirtschal tlichou Bedingungen in Einklang 
m bringen, erfordert ein mehr oder weniger häufiges Andern der 
einzelnen Teile der Maschine. An Rechnungen kommen hei dieser 
aiiiuahüch gestaltenden Thätigkeit Torneiiniiich zur Anwendung die 
Berechnung der elektromotorischen Kraft einer Maschine von gegebenen 
Verhältuisden und die Berechnung der Erregerwicklung auf den Feld- 
magoetschenkeln . 

Die Formel für die E.M.K. einer zweipoligen Dynamomaschine: 

(1) c(Volt)-»*-FölO-«, 

vorin II die UnuirelLungszabl des Anken in der Sekonde bedeutet» 
t die Anzahl der indiudeiten lioiter »uf dem Umfiuige des Anken, 
^ ^e dem Anker zugekehrte indnzierende Flache eines Poles in ^em^ 
8 die Kxaitliniendiehte im Lnftspalt zwischen PoMBohe und Anker, 
beruht aaf dem Grundgesetse der Induktion eines Leiten Ton gewisser 
Uiige^ der mit gewisser Qeschwindigkeit die ^afüliniea eines msgne- 
tiiehfloii Feldes von der Dichte fd senkrecht dnrehschneidetb Die Iiinge 
der einzelnen Leiter erscheint in der Fonnel vertreten dnrdh die eine 
DuDflDsion der induzierenden Fliehe F, die lineare Qesekwindigkeit der 
Lsiter dnreh die andere Dimension Ton F nnd die Umdiehnngssahl. 
Dsb in der Formel nur die eine PolMche aaftritt, hat seinen ein- 
fiMihn Grand in der FtonUebchaltung der beidoi Ankerhalften dnreh 
die itromabnehm enden BürstoL Bei nngleicbmiLbiger Verteilung des 
MigBetiamns im Lnftspalte ist nnter 9 die mittlere Kraftliniendiclite 
ta Tsntehen. 

Der Formel (1) kann genflgt werden dnrdi einen Anker heliebigar 
Gr5&e; bestimmt wird diese erst durdh die der geforderten Leistong 
enteprechende Stromstarke. Im Beginne der Entwickelnng der Dynamo* 
nuMchine war man, in milsTent&ndUcher Übertragung des Gesetees der 

grölaten Leistung galvanischer Elemente bei gegebenem äufseren Wider- 
ittnde, \rielfach der Meinung, dafs der Ankerwiderstand der Dynamo- 
maschine eine gewisse erhebliche Gröfse haben müsse. Ein ähnliches 
Müsverständnis, bestehend in der Verwechselung der gröfsten Leistung 

sines Elektromotors nach dem .Jaco bischen Gesetze mit dem Wirkimgs- 
gnwie (Nutzeffekte), war noch in den 80er Jahren von Werner Siemens 
wiederholt richtig zu stellen. Li Wirklichkeit schädigt der Anker- 
widerstand durch die Stromwärnie in den Ankerleitem nnter allen 
Umstanden den Wirkunirsirrad der Maschine und ist deshalb thuulichst 
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klein zn halten. Ein kleiner Ankerwideratand yerlangt aber grofimi 
Querflchniit der Ankerleiter, dunii grolsen Anker nud grolw Ab- 
meeenngen der ganzen Maseliiney die dann wieder wegen an hoher 
HerstelluügskoBten unwirtBehaftlidi werden kann. Prakfcisdi hat sich 
nnn, nachdem mehr nnd mehr der znlassigen Erwirmung der Maschinen- 
teile Beachtong geschenkt ist, als bestimmend für die Abmeerangen 
des Ankers die Bedingimg herausgebildet, daTs die Oberfläche des 
Ankers (nnd ebenso die der anderen stromführenden Teile) grofs genug 
sei, am bei der zulissigen TempentorerhShong (im allgemeinen etws 40^) 
alle durch den Strom, durch WirbelstrOme und Hysteresis in den 
Leitern und im Ankereisen erzeugte W&ime durch Strahlung und 
Leitung an die ümgebimg abfllhren zu können. Wie giolB dabei die 
fÖr eine gewisse Wazmemeiige erforderliche Ohnfliche zu nehmen ist, 
hangt sehr von der Bauart der Maschine ab. Die Warme wird 
hauptsachlich abgeführt durch Leitung an die umgebende Luft, und 
diese in regelmalsiger Strömung bei niedriger Temperatur mit den 
wannen OberflSchen in Berührung zu bringen, wird bet den jetsigon 
Djnamomasehinen immer soi^gfSltig berflcksichtigt. Wenn nun schon 
die Mitberücksichtigung der im Ankereisen entstehenden WSnne bei 
▼ersdiiedener Abkühlnngsf 8higkeit der OberflSchen die Wahl des Leiter- 
querschnittes erschwert, so wird die Aufgabe durch andere TJmstftnde 
noch Terwickelter. Zumichst ist von der Ankeigröfse auch die in- 
duzierende Flache abhangig, da man den Ton den Feldpolen umfafsten 
Bogen naturgem&0i so groAi nehmen wird, wie mit sndem Bedingungen 
yertriglich. Bei grölserer indusierender Fläche, also bei groiserem 
Kraftflusse F'fS, wird aber der Gleichung (1) mit einer geringeren 
Zahl Ankerleiter genügt, die infolgedessen einen entsprediend gröfiwrsn 
Querschnitt haben können. Von dem Ankerdurchmesser hangt wieder 
sein Yerhaltnis zur Länge ab, das die Er&hrung wenigstens in weiteren 
Ormzen dahin festgelegt hat, dafs der gröi'sere Anker eine relatiT ge- 
ringere Länge erhält. Auiser der Rücksichtnahme auf Terschiedene 
andere weiterhin behandelte Einflüsse erschweren dann noch kleinere 
Umstände die Übersicht, so die Art der Isolation der Ankerieiter, das 
aus mancherlei praktischen Orfinden schwankende Verhältnis der nutz- 
baren, wirklieh induzierten Länge eines Leiters zu seiner ganzen Länge. 
Dieser Hinweis wird zur Genüge zeigen, dofs die einzelnen bestimmenden 
Grölsen nicht in eingehen Verhältnissen zu einander stehen. Man ist 
hier, wie bei fielen andern technisdien Angaben, immer wieder gern 
geneigt, eine rationelle Behandlung etwa nach Art des Ton Newton 
angegebenen Prinzips der mechanischen und phoronomischen Verwandt- 
schaft zu versuchen, und thatsächlich stellen sich auch die Grond- 
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€l0iii6iiie des Prinzips, die Anseliaiiiiiig untefstOteeiidy mwillkfirlidi 
Tün selbst ein, aber seine genraeie redmerisohe Benatzung scheiteii 
immer eehiHi bei den ersten Schritten an der EomplizieräLeit der Aof- 
gsbe nnd sn dem Einflnsse solcher bestiminenden Cbdfiwn, die rechnerisch 
ftherbenpi nidit ca fassen sind. Hinslehtlicli der ersten Bestimmung 
der AnkeigrSijw f&r eine gegebme Leistung ist man deshalb ganz auf 
Teisnehsweise, der Erfthning entlehnte Annahmen angewiesen, die bei 
weiterer Bearbeitung der Au%abe zu korrigieren sind. Die Erfahrungen 
lind Tielfach in empirischen Formeln für die Ankergröfse znsamnien- 
gefafst, die gelegentlich zu Vergleichszwecken auch dienlich sein können, 
deren Benutzung aber immer die kritische Beachtung ihres Geltungs- 
bereiches und ihrer Herkunft verlangt. Dasselbe gilt von den in ver- 
breiteten Handbüchern enthaltenen Angaben über zulässige Stromdichte 
in den Ankerleitern, erforderliche Kühlfläche für den Anker uiul tür 
die Schenkelwicklungen und über andere Verhältnisse, die ihrem Wesen 
nach 80 schwankend sind, dafs statt der bestimmten Angaben 
unbestimmte Betrachtungen der beeinflussenden Faktoren viel er- 
wünschter wäre. 

Die vorläufitre Bestimmung der Ankert^rölse giebt den ersten An- 
lialt zur ForuiLi'^hung des Maf^iietgeritellcs unter geeio^ueter Wahl der 
Kraftliiiiendichte in den einzelnen Gestellteilen. Die typische Form 
modemer Gkichstrommasehinen ist vollständig symmetrisch mit gleich- 
mälsig auf die Schenkel verteilter Erregerwicklung, wie Fig. 1 \) für eine 
zweipolige Maschine andeutet. Die zur Herstellung des gesamten 
magnetischen Kraftflusses F • 5) erforderlichen 
Amperewindungen in der Erregerwicklung sind 
nun nach der unübertrefflich einfachen, von 
Kowland, Werner Siemens, Kapp u. a, ge- 
schaffenen und in ihrer jetzigen Form von 
J. Hopkinson gegebenen Methode bestimmbar, 
der die fruchtbare Anschauung vom magnetischen 
Widerstande, der magnetomotorischen Kraft und 
deren Analogien mit den elektrischen Gröl'seu 
zu Grunde liegen. Danach ist für jedes Centi- 

meter Krattliuienlänge-) in den einzelnen hintereinander geschalteten 
Teilen der magnetischen Kreise der Maschine zur Überwindung <le.s 
magnetischen Widerstandes eine gewisse Anzahl Amperewiuduugeu 

1) Die Figarea 1, 4, 6 sind mit frenadUcher Erianbni« des Heim Goergee 
•ttncr eingangs erwähnten Arbeit entnommen. 

2) Der einfacheren Ausdnickswcise wogen i^^t hit-r wie im folgenden kein 
l'ntezachied zwischen „Kiaftlinieu" und ,^daktioiuliiiien'' gemacht. 




Fig. 1. 
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au&uwenden, die tob der KnlUiiiiendichie abhixigt^ fOr die Luft 
auB 0f4x(ni) ^ B va bereclmen, fÖr die EiienteUe aus experi- 
mentell gewoimenen TabeUen oder Eniren zu entnebmen ist Die 
Snnime der bo für die ganze Länge der ErafUiniea im EufeereB 
Bahmen (Joch), in den Sohenkeln, in dem Lnftspalt imd im Anker 
flieli ergebenden Amp^windnngen, einsehliefBlich eines eibeblieheni 
noeh naher sn beepreebenden ZuBcblageB» ist von den Sehenkel- 
wieUungen zu fObren. Die Becbnnng gilt genan allerdings nnr für 
gesehlossene, gleicbmäüsig bewickelte Eiieoriiige, und nicht für die 
magnetischen Kreise einer Dynamomaschine mit ihren sprungweise 
Terimderlicben magnetischen WiderstSnden und verhiltnism&big kurzen 
Spulen auf den SchenkebL Aulaerdem bereitet die nidit scharfe Be- 
grenzung des magnetischen Feldes an den Polkanten, und die ungleiche 
Yerteilung des Magnetismus unter der PolflSche bei Zahnankem in der 
Schätzung der wirUichen Ordlse der induzierenden Fliehe und des 
magnetisdien Widerstandes im Luftspalte einige Sehwieri^eiten. In- 
dessen giebt die Metbode bei Torsicbtiger Hsndhabung durohans be- 
friedigende Resultate und bat^ seit etwas mehr sls einem Jahrzehnt in 
allgemeinem Gebrauche, die frfibere Unsicherheit der wichtigsten Be- 
rechnung der Dynamomaschine grfindlich beseitigt Die rationelle £nt- 
wickelung der Gleichstrommaschine ist ihr wesentlich zu verdanken, 
und selten wohl hat eine gut begrOndete wissenschaMehe Anschauung 
einen so handgreiflichen praktischen Nutzen gestiftet 

Tor Eingeben auf weitere Einzelheiten ist an dieser Stelle zweck- 
mäisig die wirkliche AurfÜhrung der Schenkehrioklungen zu betraditen. 
Diese yerursachen natflrlich einen gewissen Verlust an elektrischer 
Leistung, der den Wirkungsgrad der Maschine herabsetzt. Lidessen 
^olgt ihre Dtmensionierung im aUgemeinoi wenigw mit Rücksiebt 
auf diesen immer nur kleinen Verlust, als ▼ielmefar im Hinblick auf 
genügende iKllhlflache zur Abführung der entstehenden Stromidb-me. 
Die mafsgebenden Gesichtspunkte lassen sich kurz erUiutem unter 
Annahme einer KebenschluTsmaschine, bei der also zur Erzeugung der 
erfbrderliehen Stnnnstftrke in den Windui^^ der Erregerwicklungen 
die Tolle Klemmenspannung der Maschine zur Verfügung ^teht Die 
sinngemälse Anwendung der Gesichtspunkte auf ReihenschlurBmaschiiien 
bedarf dann keiner weiteren Erklärung. 

In der Toilftufig festgelegten Form der Maschine ist nach Schätzung 
ein gewisser Wickelraum von meist rechteckigem Querschnitte für die 
Erregerwindungen voi^eBehen. Bei gegebener Klemmenspannung der 
Maschine handelt es sich zunächst um Bestimmung des passenden 
Drahtdurehmessers. Denkt man sich die Wicklung mit Draht von 
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gewiMem Qnersclinitte ausgeführt^ womit also bei bestimmtem Wickele 
nnrne aach die Windnngssahl tuid der Widentand der Wicklung 
gegeben uit, so entstehen die geforderten Amp^windnngen bei einer 
bestinimten Spannung an den Spnlenenden. Wenn man dabei femer 
die Windungszahl verkleinert, aber unter Festhalten der mittleren Lange 
für die ^bleibenden Windungen, eo sinkt in demselben Yerhaltuisae 
der Widentand der Wicklmig und umgekehrt steigt die Stromstärke, 
die Amp^rewindnngszahl bleibt damit erhalten. Sind demnach all- 
gemein mittlere Wmdnngailinge nnd Spannung gegeben, so entspricht 
emer gewissen Amp^windnngszahl (Ä — W) ein bestimmter Ton der 
Drahtwindnngssahl nnabhängiger Biahtquersc^tt. Die einfiushe Fonnel 
ffir diesen: 

(SO ,_<4ii]^ 

(worin q in qam, die mitflere Windnngslinge { in m, e in Volt aus- 
gedrftekt isl^ wahrend r den Widerstand von 1 m bei 1 qmm bedeutet) 
ist dadurch ohne weiteres Terstandlieh. Dagegoi ist die Ibahtwindungs- 
sahl und damit der Wickeliaum mafsgebend filr den Wattrerluat in 
dai Spulen und für deren Kühlung; dran der geringer«! Dxaht- 
windungsiahl entspricht eine hdhere Stromstarke, und der Wattveilust 
steigt quadratisch mit dieser. Beseichnet man mit n die Windungssahl 
einer Spule, mit i die Stromstärke, mit e einen Koefifisienten, der 
das Yerhilteis des Wiekeibaiunqnerscbnittes su der Summe der in 
ihm enthaltenen Leiteiquersohnitte ausdrfi<^, so kann die Formel (2) 
geschrieben werden 

(S) ct»-c^i^,i^. 

Darim ist aber eqn der Querachnitt des Wickehraumes, in die 
Amptoewindungssahl, ei der Wattrerlnsb Da nun das KuplSergewicht 
dem Wickebaum proportional ist^ so steigt es bei gleichem Wattverluste 
quadratisch mit der Amp^rewindungszahl. Es l&bt sich weiter leicht 
aeigen, dafii, immer unter Annahme der gleichen mittleren Windungs- 
Boge, wobei also der Wiekehraum nur in der Höhe parallel zur 
Schenkelaxe Tergrdibert werden kann, bei gleicher Abkfihlungafl&che 
für 1 Watt das Kupfergewicht der Amp^rewindungssahl dnfach pro- 
portional ist Die Scbenkellänge beeinflulst aber die Grdfse der ganzen 
MascUne, also die fBr Schenkel und Joch auftuwendenden Amp^ 
Windungen, so dafii die Gewinnung einer grOfteren Spulenobezfliiche 
unter den angegebenen Bedingungen wieder eine Steigerung der Ampere* 
Windungen im ganaen zur Folge hat Eine nShere systematisehe Ver^ 
folgnng dieser Verhältnisse ist schon deshalb sweddoB, weil die Dicke 
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der Isolation auf den Drahten kein festes VorhiUtuis zu di m Ihireh- 
messer hat, vielmehr aus praktischen Gründen sich stark und day)ei 
ungleichmäfsig ändert Ahnliches gilt von der Betrachtung des Ein- 
flusses der mittleren Windungslänge, über den hier nur beispielsweise 
bemerkt sein mag, dafs bei Ersatz gufseisemer viereckiger Magnet- 
schenkel, wie sie in der Skizze, Fig. 1, angenommen sind, durch «solche 
von magnetisch besser leitendem Stahlgufs und rundem Querschnitte 
xnit angemessenen Verbreiterungen für die induzierende Fläche, nnter 
sonst gleichen Umstanden eine Eupfererspamis von mehr als 30 ^i, 
erzielt werden kann. Die wenigen Angaben und die Betrachtung aus* 
geführter Maschinen genügen aber auch zu der Einsicht, in wie hohem 
Grade Gröfse, Gewicht und Preis der Maschine von der Schenkel- 
wicklung abhängt. Eine thunliehst niedrige Amperewindungszahl für 
die Erregung zu erhalten, ist deshalb eine der wichtigsten Sorgen beim 
Entwürfe einer Dynamomaschine. 

Bei der obon Terlassenen Bestimmung der Amperewindungen auf 
den Sclienkeln war schon erwähnt, dafs die so gefundene Zahl noch 
durch einen erhehliehen Zusehlag er^nzt werden müsse, richügsr 
gesagt durch mehrere Zuschläge, die grölstenteils mehr durch Schätzung 
und Vergleich mit aosg^ftthrten Maschinen, als durch Aechnung gefunden 
werden können. 

Die spmngweise Änderung des magnetischen Widerstandes, besonders 
an den Luftspalten zwischen Schenkel und Anker Teranlafst ein teil- 
weises Ausgleichen der magnetisehen Druckdifferenz auf Nebenwegen, 
statt durch den Anker hindurch, namentlich den Übergang von Kraft- 
linien unmittelbar von Pol zu Pol, die zwecklos vom Joch und von den 
Schenkeln zu führen sind. Die Weglänge der Kraftlinien ist dabei 
allerdings beträchtlich, ebenso aber auch der Querschnitt der magnetischen 
Nebenschliefsung durch die Luft. Aus der Analogie der Verteilung 
magnetischer Strömung in Zweigleitungen mit dem Ohm sehen Gesetae 
ist nun leicht zu erkennen, dafs ein um so gröiserer Teil des gesamten 
KraftfluBses durch die Nebenschliefsungen gehen wird, je grölser Ter^ 
hältnismäfsig der Widerstand in den Luftspalten zwischen Anker und 
Schenkel ist. Nun sind aus Gründen der Regulierung der Maschine, 
auf die hier nicht eingegangen werden soll, bei Maschinen ge-' 
bräuchlidier Art zweckmäfsig die für die Luftspalten zu Terwendenden 
Amp^rewindungen ungefähr gleich den Amp^rewindnngen für den 
übrigen magnetischen Kreis au machen Ein kleiner Luftspalt ver- 
ringert also nicht nur die unmittelbar für ilm erforderliche Erregung, 
sondern auch die Streuung, die Erregung für Joch und Schenkel, mittelbar 
auch die Querschnitte dieser Teile und, mit Bücksicht auf das aber 
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die SchenkelwieUnngai GflBagte, Grdlm und Oewieht der ganzen 
Matchine in bo hohem Grade, dafs man im Hinblieke anf die naeh- 
fidgend», feiner zn weit gehenden Yerkleinemng enigegenfliehenden 
Gfündey die Bemühungen vor Hentellnng einer gnten nnd wirtBchalt> 
liehen Dynamomaschine im weeentUchen ftbr die riditige BemesBong 
des Loftspaltee au&awenden hat 

Die frOher gehrSnchliehen glaliten Anker ergaben wegen des Baum- 
bedarfes der Leiter auf dem TTmümge von selbst einen im magnetischen 
Sinne grolsen Lnftspalt Diesen Terhleinem au k5nnen, war ein ge- 
wichtiger Chrund fOr die Aufnahme des Zahnankers (Fig. 2), den man 
sich aus dem glatten entstanden denken kann auniehst durch Yer* 
gr5&erong des Luftspaltes^ Zusammen* 
flehen der Toihar dicht gereihten Leiter 
m Gruppen mit Zwischenzftumen und 
AnsfKllung dieser Zwiseheniftume durch 
Eisenkeile, die in der praktischen Aua- 
flhrung als ans dem Ankerkem henror- r -j 
ragende ^hne erscheinen. Zn dem mag- i [ 
uetisehen Widerstande des eigentlichen 
Loftspaltes ist dann noch der Wider- 
stand der Zihne su rechnen, der je 
nach den Umstanden einen grölseren 
oder kleineren Teil von jenem betrügt, Fig.s. 
wählend der ganze Widerstand der 

Abncht gendUs kleiner genommen wird als der Widerstand des 
Luftspaltea bei glattem Anker mit gleichem Gesarntquerschnitte der 
Leiter. Die Berechnung des magnetischen Widerstandes zwischen 
Scheokel und Anker ist, wie frOher schon gesagt, beim Zahnanker 
etwas unsicher, da natflrlieh auch die Nuten zwischen den Zähnen 
Kraftlinien fuhren, deren Betrag bei hoher magnetischer Dichte in den 
Zähnen nicht unerheblich ist, und da femer im eigentlichen Luftspalte 
die magnetische Dichte vom Zahn zur Nut und umgekehrt wechselt. 
Eine genaue Behandlung der so entstehenden Krnttlinienverteilung ist 
bis jetzt nicht durchgeführt, bereitet auch wegen der eigentümlichen 
magnetischen Eigenschaften des Eisens besondere Schwierigkeiten, ist 
aber keineswegs als äbertiüssig anzusehen. Denn aul'ser der doch 
immerhin wünschenswerten genaueren Bereclniung tles magnetischen 
Widerstandes würde die Kenntnis der wirklichen Kraftlinienverteüung 
im Zahnanker einen Schluls über die Wirbelstromverluste in den Leitern 
ermof^Iichen, die in den Nuten doch niclit vollständig magnetisch 
geschirmt sind. Aukerdem mulis sich die ungleiche Verteilung der 
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Kraftlinien im Luftspalte auf eine gewisse Tiefe in das Eisen dm 
Schenkels hinein enfawckru uud dort durch Wirbelströme und Hjsteresu 
Verluste verursachen^ die sich durch Erhitzung des Poleisens kundgeheo. 
ThatMchüch hat der neaerdings vielfach durchgeftUurte Eisais der 
raassiTen Pole durch solche nach Art der Anker ans dtbrnen Eisen- 
blechen mit isolierenden Zwischenlagen hergestellte eine Verringenu^ 
der Verloste dnreh die Wirbelströme ergeben. Über die Gr6Ae der 
Hysteresisrerlaste gehen die Ansichten aber weit auseinander, Aber 
die Ausdehnung der wechselnden magnetisehen Dichte im Pi^msen in 
der Nahe des Lnftspaltes jMdt noch jede Uare Yorstelliuig. Diese 
Fnge hingt übrigens nahe »isammen mit der weiterhin eingehend 
behandelten sogenannten FeldTenemmg. 

Zu den besprochenen, die Verhältnisse der Maschine schon bei 
stromlosem Anker beeinflussenden Erscheinungen treten nun noch die 
durch den stromgebenden Anker Tsranlafsten, die teilweise wieder mit 
dem Luftspalte in Wechselwirkung stehen. Der Widerstand des Ankm 
und der Übergangewiderstand der Bfirsten Teranlassen dnen mit der 
Stromstarke steigenden Abfall der Semmenspannung, dar durch stärkere 
Induktion der Aiikerleiter ausgeglichen werden mud. Bei dem immer 
yerhaltnismiUsig kleinen Ankerwiderstande ist der Einflufe dieses Um- 
Standes auf die Schenkelerregnng im allgemeinen nicht groüs und be> 
darf hier nur der Erwihnung. Viel einfldsreicher aber sind die Er- 
scheinungen, die unter der Beieichnung „Ankerrfickwirkung" sq- 

sammenge&firit werden und die an Hand der 
sohematischen Skisie Fig. 3 zunüchst im Zu- 
sammenhange kurs edantert sein mögen. Die 
Leiter auf dem Umfimge des Trommelankers 
flüiren bei der durch Pfeil angegebenen Dreh- 
richtung und der beseitdmeten Polarität der 
Feldmagnete Strom in den durch Krous und 
Punkt angedeuteten Bichtungen, wobei der 
letztere (Pfeilspitse) die Richtung vom Papier 
zum Beschauer bedeutet. Der Weehsel der 
Stromrichtnng in den Iieitem beim Übetr^ 
gange aus dem magnetischen Fdde des einen 
Poles in das des anderen darf sidli nun 
bekanntlich erst yoUaiehen, nsehdem die gerade durch die Bfliaten 
kurs geschlossene Windung bereits in die Hihe des anderen Poles 
gekommen ist, damit wahrend des Kurzschlusses die der Selbst' 
induktion des Leiters entsprechende magnetische Energie ohne 
Funkenbildung am Kommutator durch die Einwirkung der an- 
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Iftofeiideii Polspitze in Energie gleicher GrSÜBe mit entgegengesetstem 
Zeichen yenrandelt wird. Die Bürsten nnd also (bei dnem Gene* 
nftor) im Sinne der Draihxichtang etwa in die Stellnng 2>j6, vonu- 
■diieben. Denkt man sieh dasu die symmetriMhe Gerade BiB^ an 
den andern beiden Polspitzen Torbeigezogen, so enthilt die Zone Z>\ 
benr. B^b^ aof beiden Seiten dee Ankers Leiter, die wenig oder gar- 
nicht von den Polen beeinflnfit sind. Die Ampteewindongen dieser 
Leiter soeben aber den Anker in der Richtung n$ an magnetisieren, 
entgegengeseirt der Bichtang N8 der Feldpole, nnd diese auf Ent- 
magnetiaiemng dea magnetischen Kreises wirkenden Ampeiewindungen 
müssen wieder dmoh einen mit der Stromstiike dea Ankers steigenden 
Znsehlag sn der Felderregung ausgeglichen werden. Durch die sogenannte 
Sehnenwicklung des Trommelankers BUst sich übrigens eneicheny dafs 
die Leiter inneriialb der Zone h^B^ beaw. B^b^ Strom abwechselnder 
Bichtong führen, die entmagnetisiersnden Ampdrawindnngen anf dem 
Anker damit wesentlidi herabgesetst werden. Gegen diese natürlich 
nur grübe, ab«r anschauliche Vorstellung dOrfte wenig einzuwenden 
sein. Viel schwieriger aber ist die Wirkung der Amperewindungen 
auf dem Anker za bestimmen, die durch die Leiter zwischen b^B^ bezw. 
B^b^ unter den Polen erzeugt werden. Diese Windungen suchen den 
Anker in der Richtung vo zu magnetisieren, senkrecht zur Richtung 
des magnetischen Feldes zwischen Anker und Schenkeln; das Zusammen- 
wirken beider Felder ergiebt eine Verzerrung der bei stromlosem Anker 
symmetrisch zu der Schenkelachse verlaufenden Kraftlinien, sodafs deren 
Dichte an der im Sinne der Drehung vorderen Polkante geschwächt wird, 
au dt-r anderen dagegen verstärkt (Fig. 4). 
Dabei wird infolge der mit steigender Mag 
netisiening des ?]isens sinkenden Fernieabili- 
üt der magnetische Widerstand des Kreises 
in der Umgegend des Luftspaltes erhöht, 
gleichzeitig damit die Streuung, und zur 
Erhaltung der normtilen Spannung der 
Maschine wird eine beträchtliche weitere 
V^ermehrung der Erregerwindungen not- 
wendig. Aus nahe liegenden Gründen hat 
die Feldverzerrung in den davon betroti'enen 
Eisenteilen auch eine Vergröfsening der Verluste zur Folge; vor allem 
aber ist die sichere Stromwendung davon abhängig, da ja der Magnetis- 
mus der Polkante, unter deren Eiutlufs sich die Wendung zu vollziehen hat, 
nach einem gewissen Gesetze mit steigender Aukerstromstärke schwächer 
wird. Bei der Unsicherheit^ die der Theorie der Stromwendung trotz der 
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in vieler Hinncht klärenden Arbeiten von Kapp, Arnold, Fiseher* 
Hinnen xl a. immer noch anhaftet^ ist bis jetst nieht aosogeben, welche 
magnetisohe Diohte an der wendenden Polkante Torbanden sein mnls, 
um unier bestimmten ümstindfln noeb funkenfreie Stromwendung au 
endelen. Da man darin im wesentlicben noeb anf veii^eicbende Er- 
fabnmgen an ausgeführten Maschinen angewiesen ist, so hat die Be- 
stimmung der ErafHinienTerteilung bei stromgebendem Anker bisher 
im allgemeinen nieht die eingehende Beachtung gefunden, die wegen 
des Zusammenhanges mit der Stromwendung und aus anderen Grfinden 
erwfinscht ist, um die Theorie der Gleichsfarommaaehine allmählich an 
yerrollkommnen. Die folgenden Beitiage daan werden Anlab geben, 
auch auf andere noch nicht berflhrte Punkte einsugehen. 



IL 

Zur näheren Bestimmung der durch die stromführenden Anker* 
leiter unter den Polen verursachten ungleichförmigen Verteilung der 

Kraftlinien zwischen Schenkel und Anker hat Herr Kapp folgenden 
Weg eingeschlagen.') Man denke sich einen Teil der Ankeroberfläche 
mit der zugehörigen l*olttäche in eine Ebene abgewickelt (Fig. 5) und 

zwischen beiden die strom- 
ftthrenden Leiter zu einer 
Stromschicht vereinigt^ 
sodafs auf jedes Centi- 
meter des Ankerumfaugos 
die Stromstärke i (in 
Amp.) entfallt. Jeder 
Stromfaden sucht um sich 
ein zirkuläres magne- 
tisches Feld zu erzeugen, 
(las mit zweimalijrer 
Durc'hltrechuiiij des Liift- 
spaltes von der Breite d 
halb im Feldpole, halb 
im Anker verläuft. Kapp 
nimmt nun im, dals der uiaj^netisehe Widerstand des Eisens sehr 
klein ist gej^en den Widerstand des dop})elton Luttspaltes, daJ's also 
die tranze Kraftwirkunsr eines rStromfadeus von der Breite d.r in 
dem l.uttsjtalto konzeiiiriert wird. Da die Arbeit des Einheitspoles 
beim einmaligen Umkreisen des Stromfadens OykTC idx ist, so wird in. 




Flg. 5. 



1) Kapp, DynamomaBchine, 1899, S. SOSff. 
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eiiMm Pankie des LuftspalteSy der wenigstenB so weit toh ihm abliegt, 
um die snr Stromsehicht aenkrechteii KnfÜinien innerhalb dee Luft- 
tpaliea ab Gerade ansehen an kdnnen^ die von dem Strom&den eraeugte 

0 Aitidx T 

Kraftliniendicht« rlB ~ ' t^nter Veruachliissigung der stärker 

gekrümmten oder garnicht durch das Eisen sich sclüiersenden Kraft- 
linien in nächster Nähe des Stromfadons ist die Wirkung aller Strom- 
faden auf einen Punkt p im Abstände a von der Mittellinie zu summieren, 
wobei im Sinne der Voraussetzung nur die unter dem Pole selbst 
hegenden Stromfaden zu berücksichtigen sind. Wenn dabei die Richtung 
der Tvrif^linien von oben nach unten als positiv angesehen wird, so 
entsteht unter Beachtung, dal's bei den in der Figur angedeuteten Ver- 
haltnissen die Stromf ädon links von p in positivem, die rechts von p 
in negativem Sinne aof ihn wirken: 



(4) B^j 



-(t+.) 

Wie schon aus Symmetriegründen folgt, ist die Gesamtwirkung 
der Stromschicht auf einen Punkt in der Mittelebeno irleich Nnll, 
wakrend für die Poikanten rechts nnd links der Wert beaw. zu 

^ t ''^^ ^ graphischer Darstellang giebt danach Fig. 5 1 die 

magnetische Wirkung der Stromschicht für sich, und wenn in II das 
Beehteck ahcd die gleichmälsige Kraftlinienverteilung zwischen Pol und 
stromlosem Anker bedeutet, so erhält man durch Addition der Werte 
snsl zu denen in II in dem Trapez ahc*d' die Darstellung der Verteilimg 
bei stromführendem Anker. Selbstverständlich würden in Wirklichkeit 
wegen der nicht scharfen Begrenzung der magnetischen Felder die 
Figuren sanfte Ubergänge der verschiedenen Zustände zeigen. Damit 
Wörden also magnetische Öchwäcliimg und Verstärkung der Poikanten 
proportional der Ankerstrom.stärke sein, und die in der Praxis übliche 
K«gtl näher begründet, dals zur Erhaltung genügender magnetischer 
Dichte an der wendenden Polkante die Aniperewindungen auf den 
Schenkeln, genauer die zur Uherwinduns des inaguetisehen Wider- 
standes des Luftspaltes erforderlichen, au \ erhältnisse zu den Am}>ere- 
windungen auf dem Anker mciit unter ein gewisses Mafs herunter- 
gehen dürfen. 

Diese wohl allgemein angenommene Bestimmung der Feldverzerrung 
soll natürlich die Erscheinungen nur angenähert wiedergeben. Es fragt 
sieb aber, ob die Annäherung grofs genug ist, ob die vereinüftcheuden 



Digitized by Google 



46 



A. Bona: 



Annahmen noch snÜMig sind. Bei Zahnankem kommt an dem Wider- 
etsade des eigentlichen Lnftspaltes noch der Widerstand der Zähne 
liinzu^ der bei ansgeführten Uascliinen sehr Terschieden ist^ kaom unter 
15 7o des ganzen Widentandes sinkt, aber auch mehr als die Hilfte 
davon betrftgt. Bei so hohen Werten des Zahnwidentandes kenn die 
Einführung eines BquTslenten Luitspaltes wegen der yerinderlichen 
PermeabiHtSt des Eisens die Anwendbarkeit der Formel (,4) kaum noch 
genügend sichem. Es mob ferner sweifdhaft erscheinen, ob der 
Widerstand im Eisen des Schenkels vnd des Ankers so klein ist, wie 
die Ableitung der Formel TOianssetste. Die Ton dem Ankerstrome in 
der Umgebung des Lnftspaltes erzeugten magnetischen IMse würden 
sich bei nicht erregter Maschine sohematisch etwa nach Figur 6 ge- 
stalten. Bei dem durch die Polspitsen gehenden Kreise ist ersichtlich 

der im Eisen yerlanfende Teil so grofs, dafii 
wenigstens eine grobe SchStsong des Vorhiiit- 
nisses zwischen Eisenwiderstand nnd Lnftwider^ 
stand angeregt wird. Fttr eine neuere Haeohine 
ergab sich beispielsweise, dafo miter Annahmo 
gafseisemer Schenkel bei nicht erregter Maschine 
und gröJster beim Gebrauche noch anlSasiger 
Ankentiomstarke das fragliche Verhältnis etwa 
1:2 sein dflxfte. So roh nun auch dies Eimitte- 
lungsrerfiihren hier sein mag, so madttes doch die 
Zulifi^igkeit der Annahme unbedeutenden Eisen- 
Widerstandes mindestou sweifidhaft. Und dabd bleibt noch, wie hier schon 
betont werden mag^ die Frage offim, ob nicht etwa bei erregter Maschine 
der fragliche Eisenwiderstand grdlser ist Die ans Formel (4) für die 
Polspitaen sieh ergebenden Werte wfirden dann bedeutend zu grofii aus- 
fisllen. Das legen auch Tertnehsergebnisse guter Maschinen Ton ver- 
haltnismafsig hoher Leistungsfähigkeit nahe. Wenn auch sicher die 
Stromwendong nicht allein fon der magnetisdien Dichte der Polkante 
abhangt, sondern auch Ton der bis jetzt noch nicht zu bestbnmeuden 
Form des magnetischen Feldes an der Wendestelle, so ist doch nicht 
wahrscheinlich, dab die Stromwendung ohne Bfintenverschiebung noch 
befriedigend bis zu AnkerstromstSrkai erfolgen konnte, bei denen nach 
Formel (4) die Polkante bis auf ^nen kleinen Teil des Anfangswertes 
geschwächt sein würde. Bemerkt m. noch, dafs die Ableitung der 
Formel auch keinen Anhalt zur Beurteilung giebt, wie weit die Feld- 
Terzermng si<dL in das Sehenkeleisea hinein erstreckt. Unbefriedigeud 
endlich erscheint ror allem bei der benutzten Anschauung der Umstand, 
daTs sie keine Erid&rnng fOr das hindernde oder fördernde Drehmoment 
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am Gflumator oder Motor giebt^ ds alle yom Anker ausgehenden ErSfte 
Benkreeht snr Siromschieht stoben, alio dnreli den Mittolpankt des 
Anken gehen, wilirend doch die Erläuterung der FeldTeneming die 
des Drehmomentos mit enthalten müTste. 

Zar Gewiunnng einer anderen VorstoUnng Uber das Wesen der 
Ankenückwirkung sei zunichst anf die ekmenteren magnetischen Sr- 
sdieimuigen bei stromdnnMosseneii Leitern eingegangen. Ein einsebiery 
genOgend langer gerader Stromfiiden bildet in magnetisch homogenem 
Mittel ein sirknlareB Feld nm sieh, dessen IntensitSt im Abstände a 

ftr Luft durch ^ g^eben ist Zwei oiuauder uuhe gerückte Strom- 
faden werden teils Ton gemeinschaftlichen Kraftlinien omschlungen, 
teils einzeln von zwischen ihnen durchgehenden Kraftlinien, die beim 
Niheirfloken der StromfSden mehr 
mid mehr verschwinden. Eine ebene 
Stromschicht von geringer Dicke 
und gleichmiUsiger Stromdichte kann 
ans dicht aneinander gereihten 
Stromfaden zusammengesetzt ge- 
dacht werden. In der Mitte der 
Stromschicht (Fig. 7) verschwindon 
wie<Ur ans Symmetriegrüiiden alle 
Kraftkomponenten senkrecht nur 
Stromschicht^ und wenn diese unbe- 
grenzt nach beiden Seiten verhreitert 
gedacht wird, so sind sämtliche Kraftlinien ihr parallel, da jeder Faden 
in endlicher Entfernung als Mitte angesehen werden kann. Für einen 
Punkt jp der seitlich begrenzten Stromschicht ergeben sich die zu ihr 
senkrechten Kraftkomponenten nach Fig. 7, wenn a den Abstand de« 
Punktes p und x den eines Stromfadens Ton der Mitto der Stromschicht 
bedeutet^ unter Berflcksichtigung der entgegengesetst wirkenden Kräfte 
der Stromfaden rechts und links Ton p ans: 
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wenn t in Ampere eingeführt wird. Die aus «lieser Formel sieh er- 
gebenden Werte sind im Vergleich zu den bei l)yrianinnia.sc]iiiieTi zu 
beachtenden magnetischen Kräften so klein, daik juaktiseh u\i<*li hei 
begrenzten breiteren Stromschichteii die Kraftlinien als im wesentlichen 
jMuraUel zur Schicht verlaufend angesehen werden können. 
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Ein Mnkreoht zum Stromfitden geriehtote« uiagiietiidiM Feld flbt 
nmi auf jenen einen senkreeht za beiden gerichteten Drnek ans (Fig. 8), 
denen Entotehung gewöhnlich bo erlintort wird, dab die den Feld- 
knfUinien parallelen Komponenten der StromkraftUnien, wie sie knrs 
nntenchiedoi werden mSgen, auf der einen Seite des Strom&dens eine 
Verstirknng^ anf der anderen eine Schwiehung des Feldes herbeiführen. 
Die diditeren Eraftlimen sollen dann den Leiter nadi den weniger 
dichten hin sn yersehieben suchen. Diese Erkl&nuig anf die begronste 
Stromsehieht in senkrecht sn ihrer Keitenaosdehnung geriditetem 
Felde anszndehnen, würde schwierig sein, auf die nnbegrenste fibethaapt 
' nicht möglich. Aber auch für den Stromfaden ersdieint die Eddirang 
nicht logisch. Hält man an der Anschauungsweise der Kraftlinientheorie 
fest, so können nur Kraftlinien auf Kraftlinien wirken, nicht aber 
Kraftlinien auf Stromfäden, wenn man auch den letzteren Anadrack 
dar Bequemlichkeit halber «/«-legentlich wählen mag. Nun iUlt die 

Kraftwirkung eines Stromfadens auf einen äulseren 
Punkt, unähnlich allen sonst bekannton Kraft- 
wirkungen, nicht in die Richtung der Verbindungs- 
linien beider, sondern senkrecht dazu. Folgerichtiger 
niufs deshall) erscheinen, nicht die den Feldkraftlinien 
parallelen, sondern die zu ihnen senkrechten Kompo- 
iieuten der Strom kraftlinien als unmittelbare Ursache des 
lig. 8. Druckt'S aui den Stronifaden anzusehen, wobei übrigens 

gleichzeitig die oben vorausgesetzte feldverändemde Wir- 
kung der parallelen Komponenten beibehalten werden kann. Sich kreuzende 
Kraftlinien zur Erläuterung einer magnetischen Erscheinung darzustellen, 
ist zwar im allgemeinen nicht üblich, aber auch nicht widersinnig, 
denn die Kräfte verschiedener llerkunlt auf denselben Punkt können 
nach Befinden entweder einzeln oder geometrisch vereinigt betrachtet 
werden. I^Iit wenigstens demselben Rechte, wie nach der ersten Kr- 
kläruut^sweise, kann deshalb die Thatsache des Druckes eines nia<rQe- 
tischen Feldes auf den Stromfaden in der Weise beschrieben werden, 
dafs beim Sehen in der liichtung des Feldes imd des Stromes die zum 
Felde senkrechten Strom kraftlinien vor dem Leiter zusammendrückend, 
hinter dem Leiter zusammenziehend auf die Feldkraftlinien wirken, 
deren gegen wirkender Querdruck die vom Felde auf den Stronifaden 
ausgeübte Knift darstellt. Für den Stromfaden ist es praktisch un- 
erheblich, wie man sich die Wechselwirkung zwischen ilini und dem 
äufseren Felde vorstellt, bei der zur Richtung des letzteren senkrechten 
Stromsehieht dagegen ist die zweite Vorstellujigsart jedentalls l'aislicher 
und giebt auch bei seitlich unbegienzter Schicht eine umnittelbare Kr- 
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UiniBg der Tenduebmigdaraft quer sa den FeldkraftUnieiL Dieee ak 
Tiiger der YerechiebimgskrBft mflaBeii daher nach der enigegengeeetsten 
Riehtong and entgegen ihrem Qnerdmcke anaanimengesdliohen werden. 
Nnn können aber die Feldkraftünien eelbst wieder aufgefaM werdm 
ab StromkraftUnien eines an geeigneter Stelle anzunehmenden Strom* 
syitemi. Wendet man deshalb rllokwirte die obige Yoratellnng anter 
Fetthalten deraeLben Richkmgsbemehangen an znr £rkennnng der 
Wirkung des snpponierten Stromsystemes auf die von der Stromsdiieht 
ausgehenden Erafttinien, so zmgt aieh, dals die Kraftlinien der Strom- 
ichieht ihrerseits duroih die Feldkraftlinien anf beiden Seiten der Strom- 
lehieht Ton dieser abgerückt werden.^) Beim Übergange von der 
Stromsdbieht im homogenen magnetischen Mittel an den Verhältnissen 
in der Dynamomaschine, wo der Raum teilweise durch das gut leitende 
Eisen ansgefOllt wird^ ist zu beachten, dab der Yerlauf der von der 
Stromschicht des Anken, wie sie sonSchst wieder angenommen wird, 
ausgehenden Kraftlinien durch die Schenkel wesentlich vezindert wird. 
Wihrend beim frei liegendeuy mit Strom Tenehenen Anker die inteen 
Kraftlinuaiy Ton breiteren DuidibrachsteiQen in der ^ihe des neutralen 
Dorehmeasers abgesehen, die Schidit zu beiden Seiten des Ankers im 
wesentlichen parallel begleiten werden^ bewirkt die Gege n wart der vor- 
Bafig nnsht erregten Sehmkel in der sosammengeeetsten Maschine ein 
Zusammenschrumpfen der sie durchquerenden Ankerkraftlinien, da 
deren Qnerdnick im Eisen yerringert ist. Infolge dessen werden, um 
rein ansehanlieh zn reden, die DozchbraduiteUen der Kraftlinien in der 
Stromsehidit siidi niher an und teilweise unter die Pole ziehen (vgl. 
Fig. 0). Auf diese, such in der Elektrostatik betrachteten und dort 
wegen der nur kleinen Werte der Dielektrizitätskonstanten bequemer 
QbersichÜichen Erscheinungen braucht hier nicht näher eiugegungen 
n werden. Dabei werden die der Stromschicht parallelen Kraft- 
komponenten teils im Loftepalto, teils im Schenkeleisen yerlaofen. Die 
Herstellung des induzierenden Schenkelfeldes wird dann femer be- 
wij^en, dafs die Dichte der genannten Komponenten abnimmt, dafs 
damit also ein Teil der Torher im Luftspalte verlaufenden in den 
Sehenkel eintritt. Die Dichtenanderung der Feldkraftlinien im Schenkel 
kann dann aber nicht mehr durch eine Gerade dai^estellt sein, sondern 
mofs sich ähnlich wie die Änderung des Luftdruckes mit der Höhe 
ergeben {hig. 9), während eine einzelne Stromkxaftlinie etwa nach der 

1) Dieiee Ergebnis würde im Wesen flberei]ig|iiii]]id& mit dem von Werner 
von Siemens {^fol>;ert»'n liber die Wirkun» magnetisierciuU'r Krilfte ver- 
schiedener Hichtiuigen. (Vergl. Monatsberichte der Berliner Akad. d. Wissensch. 
T. 23. Juni 1881 und 23. Okt 1884). ' 
Afdav i«r MAOMmltk OB« Flvclk. lILBailML m. 4 
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Eure S geformt sein würde, und die Verteilung der letzteren iLraft- 
linien auf Luftspalt und Sclienkel mülkte derart sein, data in beiden 
die Feldkraffclinien ohne schroffe iiichtungnndanmgen zusammengedrückt 
werden. Der Verlauf der ganzen Feldyerzemmg erscheint damit aller- 
dings viel Tenrickelter als nach der Kapp sehen Anschauung und vor- 
Uiufig der genaneien Bestimmung nnsoganglich; andererseits aber 
schliefirt die hier gegebene Betrachtung unmittelbar die Erklärung des 
Drehmomentes ein. Beiläufig mag noch bemerkt sein, dafis diese Be- 

tnMdltangsweis*' aneh in der An> 




♦ ♦ 1 1 1 1^' 




Wig.9. 



Wendung auf die Unipolarmasehine 
sehr beqoem erscheint, und dafii 
sich manche andere Erscheinungen 
zwanglos damit fibersehen lassen. 

Die Erscheinungen beim Zahn- 
anker dürften die praktische Be- 
rechtigung der benutsten Vor- 
Stellung unterstützen. Es wir 
zu schliefseu und ist von Mor- 
de y durch Versuche bestätigt, 
dafs die Ankerleiter in den Nuten 
mi^etischen Druck im Schenkelfelde er- 



keinen nennenswerten 

fahren, so lange die magnetische Induktion in den Zähneu nicht 
grofs isty und die übrigen Verhältnisse derart sind, dafs durch die 
Nuten nur wenig Kraftünion gehen. Die Leiter sind durch die Zähne 
magnetisch geschirmt, und die Kräfte greifen hauptsäclilicli an diesen 
an. Es ist nun oft darüber gesprochen, wodurch denn in diesem Falle 
das Drehmoment zu erklaren ist^ das unter sonst gleichen Bedingungen 
durchaus dasselbe ist, als wenn es Ton einer über die Zähne gelegten 
Stromschicht gleicher Gesamtstromstärke hervorgebracht wäre. 
DobrowolskyM betrachtet zur Behebung des Zweifels nicht die Leiter 
in einer einzelnen Nut, sondern die vollstöndige zugehörige Ankerspnle 
und den von ihr ^i^es<dilossaien veränderlichen Kraftflufs. Die daraus 
gezogene Erklärung kann genügen oder nicht, je nadi dem angenblick- 
lichen Zwecke; die eigentliche Sdiwierigkeit ist aber nur umgangen. 
Denn die Leiter einer Knt wfirden unter Yermittlong der SÖme 
einen magnetischen Druck auf die FeldkrafUinien auch dann ausfiboi, 
wemi sie nicht Teile einer Ankerspule wären. H. da Bois*) erklärt 
dagegen die Erscheinung dnroh die Darlegung, dab ein sirkohur 



1) Elektrotedm. Ztaehr. 1897. & 4M. 
S) Elektrotechn. ZtMhr. 1897. 8. 602. 
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magnetisiertes Rohr im magnetischen Felde denselben Dniek eifUurt^ 
wie ein magnetisch äqaiyalenter Stromleiter. Die Zahnanker kann 
man sich danach als eine Aneinanderreihung kleinerer mi^etischer 
Kreise am Ankemm&nge denken (Fig. 10). Bei den üblichen Ver- 
hältnissen der Zahnhohe zur Zahnbreite und Nntenbreite, wie sie der 
Wirklichkeit entsprechender die Figur 2 zeigt, liegt aber die Vor- 
stellung noch näher, dafs sich nicht selbständige magnetische Kreise 
um jede Nut ausbilden, sondern dafs sich die entgegengesetzten Ej*aft- 
linien in jedem Zalme gröfstenteils aufheben und als wirksam wellen- 
förmig von Zahn zu Zahn, innerhalb und aufserhalb des Ankers, teils 
im Luftspalte, teils im Poleisen verlaufende Kraftlinien verbleiben, die 
das Drehmoment wieder durch Kreuzen mit den Feldkraftliuien zu 
erzeugen hätten. Vielleicht ühricrens könnte folgender Vergleich 
zwischen den Erscheinungen heim glatten und heim Zahnanker 7,u 
weiteren Aufschlüssen fuhren. Beim ersteren scheint es der Anschauung 
mehr zu entsprechen, wenn man die 
Stromkraftlinien zum Teil tief im 
Poleisen verlaufend sich vorstellt 
(Fig. 6), während die kleinen mag- 
netischen Kreise des Zalinankers viel 
weniger tief eLmlringen könnten. Er- rig. lo. 

setzt man aher wie ohen die Leiter 

in den Nuten des Zahnankers durch eine üher die Zähne gelegte Strom- 
schicht, dann darf in der magnetischen N'erteilung niclits Wesentliches 
geändert werden, und vorHiutig würde dieser V ergleich zu der Annahme 
fuhren, dal's die Quermagnetisierung des l'oieisens sich überhaupt nicht 
sehr weit vom Luftspalt entfernt. 

Die vorstehend entwickelten Betrachtungen gehen kaum üher hlol'se 
Andeutungen hinaus. Ihr Zweck würde ei-füllt sein, wenn sie neue 
Anregungen zum Eingehen auf die im einzelnen ebenso komplizierten 
wie interessanten magnetischen Erscheinimgen der Dynamomasoliiuo 
gäben. Der praktische Nutzen würde dabei zunächst ganz gleicligiltig 
sein; er stellt sich von selbst ein, sobald es gelingt, weiterreicht nde 
physikalische Deutungen zu finden. Indessen mengen noch als Beispiele 
der Anwendung zwei praktische Fälle kurz hehaudelt werden. 

Zur Verminderung der Feldverzerrung ist mehrfach vorgeschlagen, 

die Schenkel mit Spalten längs der Feldkraftlinien und in der Ebene 

der Ankerachse zu versehen, sodafs beispielsweise jeder Schenkel aus 

zwei parallelen, durch den Spalt getrennten Teilen bestehen würde, 

dessen Breite etwa ein Mehrfaches des Luftspaltes zwischen Schenkel 

and Anker betragen sollte, wie in Figur 5 punktiert angedeutet. Aus 

4* 
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der Anfbrniiigr «if die msk dteie Figur beciaht^ und aus der sngeliSrigeB 
Fermel 4 wflzde auch folgen^ dafii dann die FeldTersemmg nicht 
durch das Trapea ahe'd* in II daigeatelU wäre, sondem durah die 
unten Ton der geaackfteD, punktierten Linie hegranzte Fl&che, dalk alao 
die Abnahme und Zunahme dea lüignrtiamua an den Polkanten un- 
gefilir auf die Hilfte der früheren Werle ainken würden. Erfiihmngpi- 
genAlii ist der Erfolg dieser Haftnahmen aber sehr geringe aneh wenn 
dureh den Spalt das Maachinengeatell yoUatändig gebennt iaty und wohl 
nur bei sehr atarker Yerbreitnrung des Spaltes nadi oben, wie bei 
gewieaen filteren Maschinentypen durchfthrbar, von merUiehem Kutaen. 
Der Grund dafür ist nach der andern Anschauungsweiee leieht am- 
augeben. Nach dieser mlanfen die wirksamen Stromkraftkomponenten 
teils im Ankerluftspalte, teik parallel daau im Poleisen. Die ersteren 
werden durch den Spalt im Schenkel gamicht beeinfluftt, die andern 
finden schon im Poleisen Terhaltniamafoig groben Widerstand. Denn 
entweder veriaufen sie in der Mehraahl dicht gedrängt nahe dem 
Ankerluftspalte, oder sie dringen tieler in das Poleisen ein und finden 
bei geringer Diehte in dem von Feldkraftliniea nidit durchaogeneii 
Langespalte geringen Widerstand, der in beiden Ffilien unerheblidi ist 
gegen den Gesamtwiderstand. — Bei Beurteilung der Wirkung Ton 
sogenannten Hflfipolen swisehen den Feb^olen, wie sie von Swinburne 
u. a. Torgesehlagen sind'), und die, vom Hauptstrome erregt, nur zur 
Stromwendung in der neutralen Zone dienen sollen, entsteht leieht die 
Yorstellung, daft die Magnetisierung des Ankers durch die Leiter in 
der Zone h^B^ beaw. B^S^ in der Richtung ytf (Fig. 3) den HilfapoIoD 
roll entgegen wirke. Bei nieht in die Maschine eingebautem Anker 
würde das auch annShemd autreffen. Beachtet man aber a. B. beim 
Zahnanker Fig. 10, dafo die Leiter in den Nuten sur Erzeugang dea 
Drehmomentes Kraftlinien parallel sum Ankerluftspalte herstellen 
mflssen, so erseheint die magnetisierende Wirkung der Leiter dadurch 
kompensiert, und gegen die Hilfspole wirkend würden nur die nieht 
unter den Feldpolen liegenden Leiter su betrachten sein. Die nfihere 
Begründung kann mit HiUe des früher Dargelegten leicht durchgeführt 
werden. 

Da im Torstehenden die Yezansehaulichung durch Kraminien ans- 
giebig benutat wurde, und da über die sutassigen Grenaen in der 
Anwendung dieses Hilfemittels sehr Tcrschiedene Ansichten herrscheny 
so möge sum Schlüsse noch eine Bemerkung darüber gestattet sein. 
Die gelegentlich wiederkehrttide Mahnung, in der Anwendung der 



1) V«i0. u. a. Kapp, PjDBinoinaicbine&, 1899. S. 2S6. 
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Knfilixiien Toraiehüg xu Min and rie nicfai fttr ehras Reales sa nehmen, 
gihSrt nur in ein Schnlbndi. Niemand Iiat in ilmen, Ton Faradaj an, 
mdir gesehen, ab grobainnliohe Yoratellimgen von Eiifto^yatenieii, 
meduHuaelie Bilder, die sieh, wie die mechaniacihen Modelle, in den 
dnÜMihaton Fonnen imTermeiiUieh ron selbst einstellen, sobald man 
in der ErUSrong der Erseheinniigen soweit als mO^^ch auf die leisten 
fimelheiten eingehen will. Die ganze Physik und ebenso die Chemie 
arbeitet mit solchen Er&ftobildetn, die ans physiologisch-psychologischen 
GrBndeii nnentbehilich sind. Wie weit man in der Ansgesfcattong der 
Bilder tmd Modelle gehen soll, ist ledi^ch eine Frage der Zweck- 
nilnf^t Glaubt man mit ihrer Hilfe beobaehtete Erscheinungen 
Tvnimüiehen, oder auf noeh nicht beobachtete sohlielsen eu kSnnen, 
die Dsdiherige exakte Kontrolle vertragen, so ist die weitest gehende 
Benatzimg der Hilfsmittel gerechtfertigt. Sie Ton Toxnherein irgendwie 
besdiiiiiksn sn wollen, wäre nur dem erlaubt, der gieiehzeitig wirk- 
Mmere m bieten Termdchte. 

Berlin, 1. Dezember llHJi. 



Construction g^ometrographique des axes d'iine ellipse 
doAt OH coimalt, en grandeur et en position, deux diametres 

conjngiite; 

Par M. L. Bipert k Ptaris. 

La constniction geometrograplm jue conniie dn problemo: IPlacer 
les ajrcs d'nm ellipse^ connaissani en gnuulcur et m pusition dtmx 
diametres cv>'i'i;n«^, a pour coefficieat de simpUcite 41 (£. Lemoine, 
Archiv, 1901, p. 339). 

\ Ol t une construction, (jue je u'ai viie indiqnce iinlle part, hien 
qu'elle ne sdif pas saus mk^ret j^eomf'trirjue, et qui abaib-o ce coofficient 
ä 31. Elle repose siir le theoreme de Fre'gier generalise que, pour 
Tapplication aktuelle, j'enoncerai aiusi: L<i eorde interceptee par deux 
(Jianuires wttjtujut's dune cotiique sttr nti ardc de emtre arbiiraire A 
pitssant par le rentre 0 de la conitpir, pause par un point fixe F. Par 
äuitc, le diamärc AF caupe le cerde en deux points M et N situes swr 
les axes. 

Covsfrurfmn qt'omrironrapluqm. ' — Sojpnt AA'j BBf les deux 
diametret« conjugues doimes qui sc coupeut eii 0. Je decris le cercle 
A{A0){2C, ^ r,VX puis le cercle ^(40) (Cj + C,,\ La pointe restant 
en Bf je prends ia Um^n^xw ßO{C^^ et je trace les cercles A(BO) et 
Ä(B0)(2C, -f 2r;) qui coupeut B{AO) en /> et F Je trace üD et 
OE (4iii + ^-^); qui sout deux diaiuf ties conjugues. Les droites 
AÄy BBy OD, OE coupent le tvle J( JO) eii u, ß, ^, i. Je trace 
aß et df(4B^ + 2iÜj) qui se coupent eu F, puiß AFi'^iRy -f 
conpe A{A ()^ en M et N Je trace enfin OM et ONi'kB^ + 
qui sout les axes dcmaudes. 

Op:(UjBi + 7ü, + 6C^+4(7,); iS:dl; JS:20; 7 droitei» 4 oerdes. 
Paria, SO. septembie 1901. 

1) n ne faai pM oommencer pur prendre la looguenr ÄOi'iC^). Cela fexait 
rfomomi« dHm C| ; mais il favdnit ensuite pcvndie im point arbitaire Ai et d^crira 
im ecccifl Ax{AO){Ci +(4); le symbole «erait, en somme, augmwtä d'una nnit^. 
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Frieke. Simg«lUirt» Voxlemmgen flbar -wtmtHaMMa» Oeliiete der 

höheren Mathematik mit Berücksichtigimg der Anwendungen. 
Analytisch-fanktioneiDtheontiBehMr Teil. Leipzig, B. G. Teal»i«r. 1900. 

IX + 520 Seiten. 

Vorliegendes Werk ist offenbar aus Spe/.ialvorlesungen über höhere 
Teile der Mathematik entstaudeu, welche der Verfasser an der tcch- 
ntschen Hochschule zu Braunschweig gehalten hat. Demgemäls verbreiten 
sie sich Uber sehr Twsehiedenartige IHadplmen, die konen oder nur lockeren 
Zimammwihang mit einander haben. Hervorgegangen ans dem Bestrebetti 
Torgeschrittenere Schüler mit modernen Problemen der reinen und an- 
gewandten Mathematik vertraut zu uia'hen, verfolgen sie vor allem das 
Ziel, dtireh Vielseitigkeit der Metliudeu und Ztisamraeriflrangimg des Stoffes 
eiQe gute Anregung und Vorbereitung füi- das Studiuni der Speziulwerke 
IQ wttden, wUurend sie auf YoUstftndigkcit und Systematik Verzicht leisten. 
In diesem Sinne wollen sie veistanden sein, und so kfinnen sie auch als 
nne angenehme und schätzenswerte Bereicherung unserer jetzt so schnell 
aii&chieCsenden deutschen Lehrburh-Litteratur mit Freuden berrrttfst werden. 

Die ersten boiden Kapitel ^^pben eine Theorie der Fourierschen 
Reiben und daran anschlieCsend die Hauptsätze über Kugel- und Gjlinder- 
fiinktioaen. Die Ldire von den Fouriersdiem Reihen wird gans nach 
Diriehtet erledigt; da sonst überall moderne Fortschritte berftcksiebtigt 
tind, so wSre es wohl wünsrlienswert j^'ewesen, wenn die neueren ünter- 
suchunpen über das Diricbletsehe Inte<rral, welche die früheren nicht blofs 
verschärfen, sond'-rri nnrh vereinfachen, nicht ^'anz mit Stillschweigen über- 
gangen wären. Von den uüchsten drei Kapiteln bietet das erste eine Darlegung 
der FnndamnitahAtee der Fnnktionotttheori» nach Cauchy und Weier- 
strafs mit EinschluTs der Weierstrafsschen F^uktontvrickelung ganxer 
transcendenter Funktionen, das mittlere eine Theorie der elliptischen 
Funktionen, das letzte eine Reihe von Anwendungen dieser Theorie auf 
rntchauische und geometrische Probleme dar. Namentlich da^ Kapitel über 
eiliptiische Funktionen giebt auf knappstem Baume eine überau» einfache 
nnd äemlich weitgehende AusfQhnmg dieser weitschichtigen Theorie, welche 
ftr mle Zwecke vollkommen ausreichen wird. Bin folgender Abscbnitt 
befafst sich mit der Theorie der linearen Differentialgleichungen und gipfelt 
in niner einführenden Behandlung der Fälle, in denen die Umkehrung der 
Schwarzsehen Dreieeksfunktion eindeutig ist. Das letzte und siebente 
Kapitfel endlieh g^ebt eine Einleitung in die Theorie der Differential- 
^eichungen erster Ordnung, der gewöhmiciieu sowohl wie der partiellen. 
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Die Darstellung ist überall, auch in den schwierigeren Teilen, dureli 
Einfacbheit und Leichtigkeit ausgezeichnet. Eine Bemerlrang des Verfassers 
in dpr Vorrede lafst prwarton. dafs pr eine analnpr B^-liHndlnnp algebraischer 
und geometrischer Disziplinen der Öffentlichkeit übergeben werde. 

Heidelberg. G. LAMDäBiuBa. 



€• Runge. Praxis der Qleiohimgeii. Sammlung Schubert XIV. Leipaig, 

Göschen, 1900. 196 S. 8» 

Das klar und anr<»g(»nd geschriebene Werkchen wird Praktikern wie 
Mathematikern gleich wülkummen sein. 

Der eiste Abeehiutl begimit mit Betrachtungen fiher die Geoaiiigkeit 
des Bachnena mit abgekOrsten Zahlen und behandelt sodann die Auflösung 

der linearen Gleichungen. Bekanntlich haben sich die Determinanten für 
diP numprische Rechnung als nicht sehr praktische Tnstnmientf' bewahrt; es 
kommt daher hauptsächlich die schrittweiBe t ortschrei tf ml e Elimination der 
Unbekannten in Betracht. Besondere Beachtung finden die bei der Methode 
der kleinsten Quadrate errchmienden Gleiehungssysteme, deren Bildnng aas 
den Fehlergleidiungen an Beispielen erlftntert wird; vielleieht "WWret ^len 
Lesom anstatt der an sidi interessanten auf die SpektraUinien bezQgliehen 
Tnt^rp' Infi msatifgaho oine einfache An^gleicbangsaiid^be ans der Geodäsie 
willkommener gewesen. 

Der zweite und dritte Abschnitt behandeln nicht lineare Gleichungen 
aUgemeinstM' Natur; raniehst wird gezeigt, wie auf graphischem oder 
tabdlarischrai Wege die ersten Annäherungswerte der Unbekannten gewonnen 
werden können; sodann wird die Grundanschanung der Infinitesimalrechnung 
benutzt, nach welcher jede Funktion in engpn Orpuzen annähernd als 
lineare i^'unktion der Änderungen ihrer Argumente ersclieint. Neben «ler 
klassischen Newtonschen Methode, die für eine und mehrere Unbekannte 
entwickelt wird, bt besonders die Methode der Iteration interessant, in welcher 
der Mathematiker mit Vergnftgen das Verfahren wieder erkennt, dessen sieh 
Weierstrafs bediente, um die ümkehmng der analytischen Funktionen 
abzulpitcn, und das auch aus den Untersuchungen dos Hrn. Sein- oder bo- 
kannt ist. Die.'^er bei der numerischen Auflösung der (ileichungen mit langer 
Zeit gebräuchliche Algorithmus wird auf seine Konvergenz hin untersucht 
und auf die Umkehrung von Beihen angewandt; daneben finden sidi inter- 
essante Beispiele, z« B. über nautische Ortsbestimmung, die sieh audi sehr 
snr Belebung einer Vorlesung über Difierentialrechnung eignen wfirden. 

Der letzte Abschnitt beschränkt sich auf algebraische Gleichungen, und 
entwickelt praktiseh brauchbare Methoden zur Berechnung der Wei-te ganzer 
FunkUüueu und zur Inteqioiatiuu. Sodann werden die Cartesische Regel 
und die Methoden von Fourier zur Trennung und Bestimmung der reellen 
Wurxeln, die spesielle Theorie der trinomischen Gleichungen mit Benutsung 
trigonometrischer und hyperbolischer Funktionen und die Griif fesche Methode 
ftir reelle und komplexe Wurzeln entwickelt. Den Schlufs bildet eine aus- 
führliche theoretische und praktische Erörterung des Sturm sch<>ii Satzes, 
der vou Fanatikern der Anwendung schon gelegentlich in die theoretische 
Bumpelkammer verwiesen war. 

Nicht ganz saitreffend erscheint der Titel; das Bfichleui enthilt er- 
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fip0nlieh ticI Thooiie und sagt;, obwi^ es gering» VorirenntniBBe erfordert, 
nberall, tiafs rationelles niunerischcs Rechnen nur da mögBoh ist, WO man 
die strengen Meiliod«n der modernen AnalysiB behemoht 

BerlüL A. KraBsaR. 



Rudolf StnniL Xlamente der darstellenden Geometrie. Zweite 

umgearb. u. erweiterte Auflage. Mit 61 Figuren im Texte n. 7 EUm^. 
Tafeln. Leipzig 1900. B. G. Teubner. 8«. IV -\- 157 S. 

Vorliependps Werk ist das erste, das die Aufgabe erfüllen soll, vor- 
zugsweise den Universität- Studierenden als Lehrbuch der darstellenden 
Geometiie zu dienen. Seit einigen Jahren auerkeuueu bekanntlich auch die 
UniTerrititen DeatsddandB nnd Oateneichs immer mehr den Nntiett dieser 
Dittipliii, die einen eo grobMi SinflnfB auf die Entwickelnng der modernen 
Geoinetrie ausgeübt hat. Die neae Prüfungsordnung für die Kandidaten des 
höheren Lehramtes in Preufsen wird der Wichtigkeit dieses Gegenstandes 
nicht L't riügend gerecht, indem sie eine hesonderf Tiehrbefahignnp ft^r ..an- 
gewandte Mathematik'' ^darst. Geometrie, techn. Mechanik, lieodäsie) vorsieht; 
die darstellende Geometrie mfiftte viebnehr, wie der Yerfiuser des vor» 
liegmden Wefkea in der Vorrede mit Bedit betont^ fOr jeden Stndievenden 
der Mathematik, insbesondere für die künftigen Lehrer dieses Faches, „ein 
vaerläfslicher und grundlegender Teil seines geometrisclien Studiums sein." 

Gegenüber der ereten Autlage (Tjeipzig 1H74) w^ist das Werk in seiner 
neuen Gestalt zwei wichtige Ver&nderungeu auf. Linniai sind alle prinzipiell 
wichtigen Figuren in den Text gedruckt, was die Leidwikeit sehr erkielitert; 
dann tind 4 Absohnitte (8. 121 — 157) Aber Perspektive, sehrige Parallel- 
ptojdction, Axonometrie, Schäften und Beleuchtung neu hinaogekonunen. 

Der Hauptteil des Buches fl'iO S.) ist auch in der neuen Oestalt, 
pÄdapogisch nchtig, der orthogonalen Projektirm L'ewidinet. Hinsichtlich der 
Beschränkung auf geradlinige und ebenflSthige (Gebilde, die auch der Ver- 
&8ier nicht streng befolgt hat, indem er gülcgentlich die Darstellung des 
Avises in orthogonaler und sentraler, ja sogar (Nr. 151, 152) der Engel 
in schiefer Projektion und in Nr. 129 die Durchdringung von Kegeln und 
Cylindem bespricht, werden \nele anderer Meinung sein. Denn gerade bei 
der Darstellung krummliniger und krummflSehiger Gebilde tritt der Nut/en 
früher behandelter Aufgaben, ja der der darstellenden Geometrie überhaupt, 
oft erst sichtbar hervor. 

Der Stoff eines snr erstMi Einflihrung in einen Wissenszweig dienenden 
Lefarhndkes liftt sich im allgemeinen wenig variieren. Ich will demnach 
auch von dem vorliegenden Buche keine lnh;i It libersicht geben, sondern nur 
solche Abschnitte herv'orliel)eu, deren Brl ini llung von der in anderen Lehr- 
büchern gebräuchlichen erheblich aiiweicht. Dem Buche eigentümlich ist 
insbesondere, dafs, nach einer kurzen Besprechung der allgeuieinen Eigen- 
ichsften der Zentralprojektion, im L Ahsehnitt (26 S.) die orthogonale 
Darstellung auf eher eimigen Projektionsebene abgehandelt wird, wobei sich 
die Sätse über Projektionen von Strecken, Winkeln, ebenen Figuren (Kreisen) 
nnd Spuren von (leraden und Ebenen ergeben, so'wie die Umleguni' von 
• itraden und Ebenen, die Eigenschatt der .AtHnität ebener Figuren hesprocher! 
werden. Vielleicht hätte der Ilr. V'ertaöäer diesen pädagogisch und wissen- 
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Bchaftlich zu empfehlendeil Lehrgang auch unmittelbtr pnktaadL Terwendbftr 

gestalten können, indem er die kotierte Projektion anpeschlossen bStte. Der 
Abschnitt schliefst uiit einer hübschen Darlegung der perspektivischen 
Raumausicht und ihres, an zahlreichen Beispielen erläuterten, Wertes f&r 
die Unterordnung spezieller Sfttse unter aUgcmeinore. 

Mehr als maaehe anderen ilutoren legt der Verfasser Gewicht «nf die 
„Einführung weiterer Proj^itionsebenen*'; denn er widmet dieser so wiciitigen 
Konstruktionsmethode den ganzen V. Absciinitt (10 S.). 

Lehrer der daintellenden Geometrie dürften besonderen Gefallen daran 
finden, was der Verfusser in Nr. 107 an Regeln über die Sichtbarkeit von 
Ecken und Kanten eines konvexen Polyeders in seinen Projektionen und in 
Nr. 124 an Kriterien fOjt die Art der Durchdvingungsfigur zweier PjTBamd«a 
zosammaistellt. Ferner seien die in den ersten Nnmmem des TU. Abschnittes 
angestellten Betrachtungen Uber die Mannigfaltigkeit der Baumelemente und 
ansehliefsend ihre Abzählimg, wenn sie gegebene Bedingungen erflillen soUen, 
der Beaditung « mpfohlen. 

Das Buch zeichnet sich durch wissenschaftlich strenge Beweisführung 
aus. Besondre geometrische Vorkenntnisse werden nicht yorausgesetsl 
Auf die projektive Geometrie nfther einsugehen, hat d«r Verfasser weise 
vermieden , sondern sich damit begnügt, die wiederholt auftretenden Ver- 
waudtsehaften der Affinität und Kollineation , an die bekannten Aufgab<>n 
anknüpfend, eingebend erläutern, auch gelegentlich auf das Dualitätsprin/.ip 
hinzuweisen. Nur bei der Lösung der Aufgabe ^Nr. Iä3j, den dtirch 
2 Punkte einer Kugel legbszen grO&ten Kreis in schiefer Projektion nt 
seichnen, geht er Aber die gesteckten Grensen hinaus. IMe Zeichnungen 
sowohl im Text als auf den Tafeln sind klar und deutlich. An flinnBtSresiden 
Druckfeblen^ habe ich nnr einen auf 8. 63, Zttle 18 T. O. b«nerirt| WO es 
statt „rio" heirsen mufs. 

Selbstvengtändlich findet ein Beurteiler in jedem eigenartigen Werke 
Dinge, die er anders wflnschte. So s. Bw kitte ich bei der Darstellung das 
regnlSien Dodekaeden und Ikosaeders (Nr. 108, 109) die Rechnung gans 
Yamieden und nur unmittelbar geometrisch anschauliche Eigenschaften be- 
nntzt. Auch in den Nr. 155 u. 156 (Orthogonale Axonometrie) erscheint 
mir die Rerhnnny überflüssig und die Annahme der (den Verkür/ungs- 
verhältnisseii proportionalen) Zahlen J?, ff, als nicht zu grofse ganze 
Zahlen von problematischem Werte, da beim Zeichnen rationale Strecken- 
▼erhtttnisse keinen besondren Vorteil gewihren. Ln Nr. 160 wird jeder 
Anfftnger den Hinweis darauf vramiBsen, wie der Fundamentalsata der 
Axonometrie in der angeführten (Rey eschen) Fm-rn mit der Axonometrie 
überhaupt zusammenhangt. Die in Nr 134, S. ausgesprochene und auch 
in anderen Werken sich ündende Behauptung, in der Perspektive müsse die Aug- 
distanz gleich der deutlichen Sehweite sein, bedarf jedenfalls einer Einschränkung; 
denn ein verkleinertes perspektivisdies Bild erscheint niemandem verzerrt 

Doch damit soll der Wert dieses Werkes, das schon nach der ersten 
Auflage ins Italienische übersetzt wurde, nicht im geringsten herabgemindert 
werden. Ich glaube vielmehr, dafs es in seiner mehr wis<;enschaftlichen als 
praktisch technischen Form dem neuen Zwecke, Universität -Studierenden statt 
Technikern als Lehrbuch zu dienen, noch viel besser als dem früheren dienen wird. 

Königsberg i./Pr., den 1. April 1901. E. Müulke, 
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Crnesto PMCmL BiupmUatam 6m htthmen Mathamatik (Defixdtioneii, 

Formeln, Theoreme, Litteratur). Deutsche AusgAbe von A. Schopp. 
Analysis und Geometrie. T. Teil: Die Analysis. Leipng, B. G. Teubner. 
lÖCM) Xn + «38 S. in Leinw. gob. 'm. 10.—. 

Verfasser, der bereits ein Lehrbuch der Determinanten, der Analysis und 
der Vaiiationsrechnong herausgegeben, hat das Wagnis unternommen, ein 
Bepertorium der höheren Mathematik zu schaffen. Der vorliegeude erste Band 
entikSlt cfie Analysis, wShraid der swdte Band (italieniBch 1900 erschienen) 
die Geometrie behandelt. Bei dem ungeheuren ünluige, den die maUiematisclie 
Wissenschaft heute angenommen hat, ist es fär einen Einzelnen schlechter- 
dinETs unmöglich, alle Gebiete gleichmäfsig zu beherrschen. Verfasser sagt 
selber m der Einleitung: „Das Buch hat den Zweck, auf einem möcrlichst 
kleinen Kaum die wichtigsten Theorien der neuereu Mathematik zu ver- 
einigen, von jeder Theorie nnr so viel zn bringen, als nötig ist, damit der 
Leeer flieh in ihr orientiaren hOun« nnd wat die Blldier m ^ermmaea^ in 
welchen er Auaf&hrlichwes finden hnnn. — Man wurde sich daher irren, 
wenn man der Ansicht wäre, wir hsttten eine Encyklopädie der Mathematik 
schreiben wollen; für eine solche Arbeit würden weder unsere Kräfte aus- 
gereicht haben, noch hätte der verhältnismäi'sig geringe Umfang dieses 
Boches genügt. Yfjr habm weiter mchti als ein beaeheideneB Bepertorinm 
abfiueen wollen, welches, wie wir glanben, den Studierenden der Mathematik 
Dienste zu leisten im Stande iat^. — Wenn man diesen Umstand gebflhrend 
berücksichtigt, so muTs gesagt werden, dafs Verfasser sich recht gut aus 
der Affaire gezogen hat. Besonders ist anzuerkennen, dafs überall da, wo 
die Behandlung des Stoffes nicht tief genug eindringt, weil Verfasser auf 
dem betreffenden Gebiete weniger bewandert ist (z. B. in der Theorie der 
IHfferentialgleiehimgen), wenigstens die Litteratorangaben gerechten An- 
sprüchen genügen und so jenen Mangel einigermafsen ersetzen können. 
^Die Anordnung des Stoffes ist bei jeder Theorie fast inmier dieselbe; zuerst 
werden die Definitionen und Grundbegriffe der Theorie gegeben, alsdann die 
Theoreme und Formeln ohne Deweiü aufgestellt, welche die Verbindung 
zwischen den durch die vorhergehenden Definitionen eingefCÜirten Dingen 
oder GrOfsen bilden, nnd sehliefslich ein kurzer Hinweis auf die Litteratnr 
über die betreffende Theorie gebracht." — Am besten weggekommen ist wohl 
das 12. Kapitel, in welchem die Invariantentheorie der algebraischen Formen 
behandelt wird; dankenswert ist das 18 Kapitel: ..Spezielle Punktionen", 
femer die Zusammeiibleliuiig der F tiH ln für die elliptischen Funktionen 
sowie der veischiedenen Probleme der Vaiiittionsrechnung. Am schwächsten 
ist das Kapitel Über DifBerentiali^elchiuigen geraten, welt^es noch Tollatflndig 
anf dem veralteten Standpunkt steht und von neneren Entwickelungen so 
gnt wie gamichts bringt; hier ist anch die Litteratnrangabe nicht voUstBndig 
genug: die Arbeiten von Hamburger und Painleve z. B. durften nicht 
fehlen; die Theorie der singuluren Integrale und der linearen Differential- 
gleichangen i»t ganz unzureichend. In der Zahlentheorie fehlt die Be- 
stimmung der Elaaeenzahl der binSien quadratischen Fonnen. 

Sehr ntttadieh ist das TollstSndige Sadb* und Namenregister, welches 
den Leser sehnell in den Stand setzt, das Gewünschte zn finden. Die 
Übersetzung ist ausgezeichnet, die Ausstattung gut, das Format hand- 
lich. Alles in allem kann das Bach jedem empfohlen werden, der sich 
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Uber ein Olm ferner liegeadea Gebi«! der Mathematik m orientierai 
wttnscht. 

Charlottenbiurg. O. Wallekmebo. 

Ernesto PmcsI. Die DetenniiiaiitMi. Eine DanteUnng ihxer Theorie 

und Anwendungen mit Rficksicht auf die Qesauitbeit dar neuesten 
Forschungen. Berechtigte deutsche Ausgabe von Dr. Hermann Leitz- 
mann. A. u. d. T : B. fJ. Teubner's Sammlung von Lehrbüebfrn auf 
dem Gebiete der Mathciuatischen Wissenschaften mit Einschluls ihrer 
Anwendungeu. UJ. Bund [XYI u. 266 fcJ.j gr. S. 1900. In Leinwand 
geb. n. JL 10. — 

Dieser dritte Bond der Tenbne rechen Sanunltmg von Lehrbfloheni der 
mathematiBchen WiasoiMdiaften, der eine ansgeeeicfanete deuteehe Beaxbeitong 
des Pascal sehen Lehrbuches der Determinanten bringt, wird vielen will» 

kommen sein, sowohl demjenipr^n, der sich mit diesem wichtigen Werkzeug 
mathematischer Forschung ersi vertraut machen will , als auch dem . der 
dem Gebiete ein weiteres Studium widmen will. Deuu der erste Teil d«is 
Buehes giebt nach euier honen historisehen Sinlntung, von der Jacobiseheo 
Definition der Detenninante ab Summe von n! Produkten ans je nFaliiorai 
ausgehend, eine auch jedem Anfänger leicht verständliche Ableitung der 
fundamentalen Eiironscliancn dei- Determinanten, lehrt darauf die Bildung 
der Determinanten aus ihren Minorrn, die Multiplikation zweier Determi- 
nanten, die Darstellung der Minoren der Produktdetenninante als Produkt 
Bweier rechteckigen Matrioes and die wichtigsten Besidinngen einer Detenni* 
nante cu ihrer Beriprohen. — Im zweiten, bei weitem nmfimgrrieharra 
Teil wird dann aufseriirdmtlich klar und übersichtlich der weitere Ansban 
dargestellt, den die Theorie der DotfTniinantfn bis in di^- npueste Zeit 
hinein gefunden hat. üm nur einiges aus dem reichen Inhalte an/Aifuhren, 
seien die Abschnitte über symmetrische und halbsymmetrische Determinanten 
erwUmt, femer die sich anschliefsenden über die Pfaffsehe Funktion, die 
Hankeisehen und die cyklischen Detenninanten; die üntersochung der De- 
terminanten, die aus sämtlichen Unterdoterminanten einer bestimmten Ordnung 
geltildet sind, die also eine Verallgemeinerung dpr rf/iprokon Determinanten 
darstellen; die Erweitenmg des Laplaceschen Satzes von Netto über die 
Zerlegung der Determinanten in eine Summe von Produkten aus Unter- 
determinanten; die Sätze über komponierte Determinanten von Kronecker, 
SjWester, Picquet n. a., die Besprechnng einer groTsen Zahl spesieller 
Determinanten, der ortliogonalen Determinanten, der Konvergenz unendlidier 
Determinanten, der kubischen Determinanten u. s. w. In den letzten Ab- 
schnitten des Buehes sind die Anwendnngf^n der Determinanten auf linear? 
Gleichungen (Resuitaute und Diskriuüuaut^^), ferner die Jacobische und die 
Hessesche Funktionaldeterminante ausführlich behandelt 

Überall sind die Sfttase klar ausgesprochen und mit möglidist einfftohen 
Beweisen versehen, so dafs auch weniger Geübte das Buch leicht studieren 
ktmnen. Einem jeden Abschnitt ist ein ausführlicher Litteraturbericht bei- 
gegeben, iiufsei-st wei-tvoll für jeden, der sich schnell und }>P'inpm tlber das 
unterrichten will, vva,s bisher auf üinwia bestimmten Gebiete geleistet ist. 
Die Auffindung eines solchen Teilgebietes ist aufserdem durch eiu genaues 
Sachregister am Bnde des Buches erleichtert 
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Die VoUständigkeit, mit der der genannte Stoff bis zu den Forschungen 
der latsten Jahre znsammengetngoii und bearbeitst ist» sowie die aiuffüir> 

liehen Intteratnrnachweise rechtfertigen das Erscheinen des Buchee nebm 

den wertvollen vorhandenen Büchern über Determinanten, besonders dem 
wohl immer norh am meisten gf'<r}i'i!zt<-ri Baltzersfheii. Da>^ l^■t/^^rl' ist 
durch das Pascal si'he keineswejj^b ubiillu>?5ig gewordfii, suuilürn (»eide er- 
gänzeu sich. Sowohl der Aui'änger wird Balliger gern /u liate ziehen, da 
dieser die fimdaDientalen Eigenschaftea der Determinanteii in größerer Breite 
darstellt lud durch viele Beispiele erliatert; als auch wer sich über geo- 
metrische Anwendungen genauer unterrichten will, wird das Baltzersche 
Buch zur Hand nehmen, da die Darstellung der Anwendungen niiht im 
Plane von Pascal lag. Niehtdestowenigor kaim man ain li bei ihm ül>eiall 
aub den Notizen über die eiuschlügige Litteratur urseheu, bei welchen 
Unittsnchiiiigeii auf dem Gebiete der Geometrie, Algebra oder Analjsis die 
betreffimdea theonridsdhen Sfttse gründen wurden, oder bei welchen ihre 
Anwsmdiug in Frage kommt 

Giab-Idchtei&lde. Edil Sohclsb. 



H, A« Lorentz. Lehrbuch d«r Differential- und Integralreohnung 

und der Anfangsgründe der analyti^' beii (roometrie mit besonderer Be- 
rn cksichtigimg der Bedürthisse der Ötudierendori der Natimsisspnschaften 
bearbeitet Unter Mitwirkung des Verfassers übeiuetzt von G, U. Öciiraidt, 
Vit 118 Figm^ Leipzig 1900. Joh. Ambras. Barth. TII, 476 S. 

Btta hflUlndindie Original ist 1888 «nohienen. HVlr bemeidEen dieses Ton 
▼omherdn, weil daraus hervorgeht} dab gewisse Ähnlichkeiten mit Lambs 

Infinitesimalkalkul von 1897 (vergl. Bd. 43 der Zeitschrift f. Math. u. Phys., Hist. 
litter. Abtlg. S. 204 — 205) keinesfalls damuf beruhen können, dafs Hr. Lorentz 
anter dem EinMusse des später verütfeutliehten Werkes stand. In der That 
mäasten wir, weun wir Vergleiche im einzelnen anstellen wollten, recht 
fifllaa aus dem Lorentzschen Bache nennen, was uns im Lambsch«ik Werke 
beniflrikenswert ersdden. Die Stellung der Lehre vom Tajlorsehen Satse 
hinter der Lehre von den bestimmten Integralen, die Auttindung von Ibxi- 
mal- und Minimalwerten ohne Kenntnis des Taylorschen Satzes, die be- 
sondere Betonung de« integrierenden Faktors in dem Kapitel von den Diffe- 
reutialgleichungen, die Auswahl von für den Physiker und für den Chemiker 
besonders interessanten Übungsbeispielen sind beiden Schriften gemeinsam, 
wemi auch nicht in dem Grade, dals tou einem einfachen Übernehmen der 
entsprechenden Stücke die Rede sein könnte. Auch anderes glauben wir 
aas dem Lorentzschen Buche hervorheben zu sollen: eine etwa den vierten 
Teil des Ganzen in Anspru<-]i nehmende Einleitung über Trigonometrie und 
aaalytisthe (Teometrie, die Erörterung des Integi-ationswegus (ö. 291 flg.), 
ein ganzes Kapitel tiber Fouriersche Reihen. Komplexe Gröfseu treten 
erstmals bei der Integration der linearm Differentialgleidiung zweiter Oid' 
nung (S. 418) auf, wo sie die Zuwunmenfaasntig von Exponentialgrdfsen 
mit trigonometrischen Funktionen ermöglichen sollen. Herr Lorenta djefiniert 
sie in rein formaler Weise, so daXs die Bedeutung t«y — 1 als Folge 
einer Cbereinkunft erscheint. Unsere Leser erkennen ans diesen wenigen 
Andeutaugen, dals das neu erschienene Buch reich an Eigentümlichkeiten 
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ist und die Zahl der guten Werke Aber die Infiniteeunalreefanmig aber» 
mals Termcfart hat. Das am Schlüsse angehängte Begiiter ist leider aUnmii^ 
Tollständig, als dafs es seinen Zweck eifllllen kSni^. 

Heidelberg. M. Caktoe. 

Augustiii Louis Cauchy. Bestimmte integrale s wischen imaginärea 
Orcnsen (182&), herausgegeben Ton P. BtlekeL Leipzig 19D0, Engel- 
mann. (Ostwald's Klassiker Kr. 112.) 
Wenn andi Gaurs schon im Dezember 1611 volle Klariieit über den 
Sinn und den Wert eines bestimmten Integials zwischen ima^nSren Grenzen 
bpsafs, «so Mif'l) <Ioeh die Thatsache bis zur Verritrt iitlii h\m(:^ seines Brief- 
wf't hsels mit Hf sspl vollständig unbekannt. Mit 1{»M-Iit gilt dahor ( "auchys 
Aufsatz von löi'ö als derjenige, von welchem an die neue Lehre an die 
Offentliohk^t trat Kr. Sticke! hat seiner Übersetzung eine Übersicht Ton 
Cauchjs bewegtem Leben nnd litteratuznaoliweise bsigefllgt, weldie sieb 
sehr nttislidi erweisen, da Cavchy selbst in dieser ^tiehung sich sehr 
kurz zu fassen liehte und, wrnn er Vorglinper nannte, es bei der Namens- 
nennung h< )i«>r8, ohne zu sagen, wo die betreffende Arbeit veröffentlicht sei. 
Heidelberg. M. Oantoiu 

N. H, AM* Ober eine besondere Klaaae algebzniaidi anflSabwer 
ffleiflhuiigea (1839), herausgegeben von Alfred Loewy. Leipsig 1900, 
Engelmann. 50 8. (Ostwald's Klassiker Nr. III.) 
Nachdem Abel 1826 ^e Unmöglichkeit der algehraiscbcu Auflösung 
der allgemeinen Olpichung n*^ Grndcs, sofern erkannt und bowiesen 

hatte, zeigte or lHi>9 dafs es zablreichc (ileichungen hühereu Grades giebt, 
denen algebrai^cbe Aut Lösbarkeit zukummt, die später sogenannten Abel- 
sdien Gleichungen. Die in fransOsiseher Sprache gesdoiebene Abhaad- 
Inng ist von Herrn Loewy flbersetst nnd mit Amnerkongen ▼ersehen 
worden. Letztere betreffen insbesondere die Ergänzungen, welche Abels Er- 
gebnisse dun-li Galois, dann namentlich dnndi Kronecker erhalten haben. 
Heidelberg. M. Caktob. 

Rodolphe 0 Uimum>s. Lee math^matique» en Portugal au XIX'' Siecle. 
Aper9U historique et bibliographique. Coinibra, 1900. Imprimerie de 
runirersiti. 167 pag. 
In einer knrsen Übersicht schildert der Verfiuser, wie an einen rasch 

▼orttbergehonden durch Pedro Nun es herbeigeführten Höhezustand der 
portugiesischen Mathematik im XVT. JabrluindeH ein tiefes Rinken derselben 
sii b anknüpfte. An der Universität Cu'imbra wirkten Jesuiten, welche nur 
elementarste Kenntnisse lehrten, und erst 1772 hob sich dieser Unterricht 
wieder in Folge einer Neuordnung der Universität Zwei Namen treten 
hier bevor, welche, wie es scheint, verdienen, anch an&erhalb ihrer Heimat 
gekannt zu sein: Monteiro da Rocha und Anastacio da Cunha. Den 
Hauptbestandteil des selnui ausgestatteten Buches bilden aber die mit sehr knapp 
gehaltenen Inhaltsangaben verbundenen Titel aller matbefnnti^rbpn Rcbriftjen 
und Aufsätze, welche von IbOO bis in Portugal gedj-uckt worden sind. 
Heidelberg. M. Cantor. 
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Bndalf BSg&r. flbeae Ctoometrie dw Lac«. Mit 148 Figareo. Lnpdg 
1900, J. Göach«iL 5 M. 289 S. 

Das TorU^ende Buch ist der 7. Band der Sammlung Srhuhc rt. Der 
Titel entspricht dem Inhalte nicht ganz, denn (lipf5er beschränkt sich im 
wesentlichen auf" die Theorie der Kegelschnitte. Im ei-sten Teih' werden sie direkt, 
im zweiten unter der Form des Polarsjstenas (Polarfeldes) behandelt. Der Ver- 
Cas&er will sich im allgemeioen an t. Staadt und Beje anschliefsen. Er 
ludert ibneo gogmthw die Beihenfolge in der Weise, daft er die perspek- 
tifische Yerwändtschaft an die Spit/e dfs Bui-hes stellt. Das Inuigiuäre 
wird ganz umgangen, indem der Begriff des Wurfes etwas uligemeiner 
gefafst wird als bei v. Staudt. 4 Punkte A, B, C\ J> .vr rf^en iu 2 Paare ge- 
ordnet. Der InbegrlÖ' von 2 solchen Paaren wird als VVurt definiert. Die 
i Punkte bilden also 3 Würfe: AB, CD; AC, BJ) und AB, BC. Unter 
ilmen beibt der zweite, bei weldbem sich die Paare trennoif elUptiscb. Die 
8 ftbrigen beiüsen byperboliscb. Von Doppelelementcn (Ordnungselementen) 
wird nur im letzeren Falle gesprochen. Der Verfasser findet das Imaginäre 
nicht nur unnötig sondern geradezu schädlich; „denn es kann, weil ihm 
kfine A'orstellung entspricht, nur verwirrend >virken. Das Wort imagiuilr 
sollte daher aus der Geometrie der Lage verschwinden". Wir können uns 
diflser — wir mOobten sagen realistiflchen ^ Assicbt nicbt anschlieten. 
Die Geometrie arbeitet mit definierten Begriffe* welche zum Teil in der 
Erscheinungswelt Analogien haben, zum Teil nicht. Einer der letzteren 
BegrifFe ist <las Imaginäre. Er erweist sich als sphr praktisch, giebt den 
Gesetzen einen allgemeinen GiUtigkeit.sbereich, und gerade, wenn es sich um 
An^hauung handelt, verwirrt er nicht, sondern er gestattet eine scharfe 
Sdieidong zwisdien dem, was vorsfcellbür ist, und dem, was nur definiert ist. 
Winun sollten wir also diesem Begriffe ans dem Wege geben? Reye 
nennt es geradezu ein Verdienst von v. Staudt*), dafs er das Imaginäre in 
die Oeonietrie der Lage eingeHihTf liat, und wir möchten ihm voll und ganz 
beistimmen. Der Verfasser verzichtet filr den Hauptlehrgang auf jede 
Rechnung und auf planimetrische Hilfsmittel. Damit schliefst er alle 
metriseben Beziebangen aus. „Weil aber — sagt er — dureh Übung und 
Untoniebt Gleicbbeit und Barallelitilt wichtige HU&mittel fttr unser An- 
iditnnngsvermögen geworden sind^^ so werden die planimetrischen Folge- 
nmgen in besonderen — durch Sterne hervorgehobenen Abschnitten — be- 
bandelt. Es ist dies eine Art Kompromifs zwischen einem theoretischen 
Standpunkt« und den praktischen Bedürthissen ; denn gt^rade ftLr diese — ■ 
ftr das Konstruieren — sind die metrischen Beziehungen von grofsem 
Weite. Beye bebandelt sb stets sebr eingebend und sobHefst sie samt dem 
DoppelTeibiltnis ohne weiteres in sein System ein. 

Um das Unendlichfeme zu vermeiden, führt der Verfasser für jede 
Gmd«» finf'n iiTieigentlichpn Punkt pin T^ns liegt es näher, einen iinend- 
Uch teruen i'iaikt zu definieren, als von einem Paukte zu reden, der eigent- 
Uch kein Punkt ist. 

Kach diesen allgemeinen Bemerkungen geb«i wir niber auf den Inbalt 
des Boches ein und bemerken, dafo der Stoff nach dem Prinsdp der DnslitEt 
lageoidnet ist Wir beschränken uns daher bei der Inhaltsangabe auf die 

1) Heye: Geometrie der Lage, 4. Aufl. S. S04. 
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eine Hälfte imd betonen hesonden die Abmudiinigeii des V«£uaas TOm 

gewßli!ili<'h»*ii 8prarhge}>rauche. 

Der Vertk&scr erklärt zuerst perspektivische Gebilde, Itntot die haruio- 
uischo Gruppe mit Hilfe des vollständigen Vierecks ab und geht hierauf 
Sur projektivifichen Venruidtselttft Uber. Das Enengnu tod 3 projektivi- 
sohen BtlMlielu wird ab „krommes Grandgebilde** definiert Die Konstraktion 
TOn Kegttlsehnitten, der Snti Ton Pascal und spezielle Fälle schlielseu sii li 
dieser ErklSrun«? an. Dann wird die Involution definiert. Das vertausrh- 
bare (nach Heye doppelte) Entsprechen nennt der Verfasser ein zweifaches. 
Projektivität and Involution werden auf den Kegelschnitt übertragen. Der 
Verfiuaer redet von „kranmicn Wärfen, knunmen InTohltionen, krummen 
Stnhlenbfiflcheln'' und kommt so Bor Theorie von Pol und Polnre* Dw 
Polin volution nnf einer Geraden nennt er koqjngierte Involotion (koi^jagiert 
sind doch nnr die Paarej. Im Zusammenhange nut dieser Involution wer- 
den die <teraden als elliptische und hyberbolische unterschieden. Wir glauben, 
die Anschauung wird durch diese Worte weniger gefördert, als wenn wir 
▼on Geraden roden, welche den Kegelschnitt reeU und imaginär — d. h. 
nicht — schneiden. 

Zum Schlosse des ersten Abschnittes WMden nntcr Stern eine Reihe 
metrischer Relationen behandelt — Durchmesser, Brennpunkte, Krümmungs- 
kreisp — welche sich /nni Teile an besondere Involntionen knüpfen. Da- 
bei werden die Namen: zirkuiaie ^^liechtwinkcl) Involution, fokale Involution, 
diagonale Involution oingeitLhrt. Die fokale Involution ist diejenige, welche 
die Brennpunkte zn Doppelpnnkten hat Die diagonale Inrolntlon geht Ton 
2 Involutionen g*^ auf //, h aus. Dem Schnittpunkte U der Geraden 
h sollen die resp. Punkte H entsprechen. Ihre Verbindungslinie sei u. 
Schneidet dann eine beliebige Gerade a aus 7, h ein Punktepaar .r, so 
werde ihr die Gorade ll^ zuewrdnet, weiehe die ]^lnkte r, , j/j verbindet. 
Die Geradeupaare au^ ächucideu auä u Paare einer neueu luvolutiou, 
welche diagonale Involntion genannt wird. Aof der Gezaden a wird dnrcfa 
das Paar p nnd durch die Schnittpunkte Ä mit Oj und u dne weitere 
InTolution bestimmt, web he Hauj^nvolution heiTst. Bei der Punktinvolution 
^vird der entsprecheudo Punkt zum unendli<h fernen Punkte „Fluchtpunkt" 
genannt (sonst in der Litteratnr Mittelpunkt). Die Polare des Brenn- 
punktes heilst Bichtlinie (bouät Direktrix). 

Der «weite Teil des Buches Uber das Folarfeld begannt mit neuen Namen. 
S krumme PunktinTolutionen heifsen resultierend, wenn ihre Zentra (Pole) 
konjugierte Punkte sind. Zu irgend 2 Involutionen mit den Zentren R 
f/«>!i'ir1 eine dritte Involution, welche zu beiden resultierend ist. Ihr Zentrum 

1 1 1 r Pol der Geraden QU. Alle Involutionen, deren Zentra auf dieser 
Geraden liegen, haben dieselbe resultierende Involution und heifsen kompo- 
nierende luTolutionen. Jede resultierende m. einer koxjugierten Involuticui 
heifirt zum Kegelschnitt a^ungiert Die Beihen, welche eine Gerade aus 

2 prarjektivischen Büschdin schneidet» werden ^onjngiwte PMrjektivititen** 
genannt. 

Nach diesen und einigen weiteren unwesentlichen Definitionen be- 
spricht der Verfasser die kollineare und reciproke Verwandtschaft, sowie 
den involatorischen Fall, welcher als ,,Polarfeld zweiter Ordnung" eingeführt 
wird. (Polare Felder bei Reye.) Dasselbe wird in Tersduedener Weise 



Digitized by Google 



Beseiisioiieit 



65 



bestimmt und die Ordnungskuire wird hervorgehoben. Dann werden 
Büschi-'l von Polarfoldoru betrachtet, l^-l^nnatlich gehen die Polaren eines 
Punktes i* in Bezug auf alle Felder durch einen festen Punkt P|. Solche 
(doppelt konjugierte) Punkte werden absolut konjugiert genannt, und es 
irird dar Kegelscluiitt konstraiaii waleher einer Geraden entopridil Famer 
wird eine ptvgaktivifldia, reap. inTolntoriaehe Verwandtaehaft swiaehen einer 
geraden und einer krummen Pnnktreihe in folgender Weisa hnigestellt: 
Aus einem Punkte A eines Kegelschnittes wird eine gerade Reihe auf den 
Kegelschnitt projiziert. Die entstehende krumme Ileihe wird sodann aus 
einem Punkte Ä der Geraden auf den Kegelschnitt zurückprojiziert. Da- 
durch wird eine Korrespondenz zwischen den Punkten des Kegelschnittes 
md der Geraden festgelegt. Dieee Beziehnng hdM InTolution dritter Ord- 
nung. Schliefslich wird ein Paar einer Polinvolution durch eine neue — 
die adjungierte Involution — ersetzt, welche dieses Paar zu Doppelpunkten 
bat. Dadurch wird es möglich, ohne Einftihrung des Tmatrin^iren dns Polar- 
feld in allgemeiiiater Form durch b adjiingierte Invulutiunen /u b- st imiiien. 
Diese Aufgabe hat der Verfasser vor Jahren in einer Abhaudiung gelehrt^), 
nnd nian erkannt leiaht, dab ana daraelben daa Torliegende Baeh heraua- 
gewachaen lat Diea mag wohl der Grand aein, wanun es wk nnaerer 
Meinung nicht ganz einem Lehrbuche antqiriditi weldies nach dem Pro- 
spekt« der S' h nbertschen Sanmilung „den Bedürfnissen des Praktikers 
Rechnung tragen und auch fllr den Nichtfachraann verst&n^ich sein soll". 
Besonders nach konstruktiver Seite hin wird der Praktiker weniger finden 
als in anderen bekannten Lahrbficdieni. 

Wir machen noch auf einige I&izellieiten anfinarksam, welche nns 
aa%efSü]en sind. Abgesehen von manchen neuen Wortbildungen fOr Dinge, 
welche sich längst unter gut gewäblt»^n Namen in der Litteratur eingelebt 
haben, finden wir es störend, stets schlechtweg von niner ki-ummen Linie, 
einer Kurve zu reden, wo es sich nur um Kegelschnitte handelt. MiDsver- 
itandan kann wdil aneh Satz 86 weiden. Die 3 Pnnktreihw werden an 
einer dritten perapektiTisch gemadit, bleiben aber projektilTiacb. Im ftbrigen 
ist die Sprache des Bochea eine Uare nnd dasselbe ist TcnSglicli ausgestattet 

Zflrich. Gek. Bbtil. 

Rudolf B$gor. Blamente der QMmatile der Ar den Sdralnntemdit 
bearbeitet Hit 33 Leipng. Q. J. Göschen 1900. 62 B. 90 PTg. 

Der Verfasser findet — wobl mit Beobt — dafs in dem Unterricht 
der oberen Klassen die Geometrie hinter der Arithmetik zurücktritt. Er 
wüi diesem Ühelstande mit dem vorliegenden BfU^hlein abhelfen Dasselbe 
ist ein geschickt zusammengestellter Auszug aus der „ebenen (ieomotrie der 
Lage", welche der Verfasser iu der „Saiiunlung Schubert^' herausgab £s 
bdündelt barmoniBche Elemente, die projektivisdie yerwaadtsohaft und ihre 
Anwendung auf ^kromme Grundgebilde" d. h. auf die Kegelschnitte. In 
emem Anhange werden eine Annhl (120) von Anfgaben nnd Lehrsitzen 
Msammengestellt 



1) BOger: Über BOschel nnd Netze von ebenen Polarsystemen «weiter Ordnung. 
Eambtiig 18M, 

AnhtT te MMhnmik «114 Klv«lk. ULBallw. nL 6 
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Das Büchlein wird seinen Zweck besonders dana gut erfüllen, wenn 
der Lehrer chis Hauptgewicht auf kon<?tniktive Übungen legt, denn diese 
werden gewöhulicb gegeuftber den numerischen ii«chuungen vemaehl&ssigi. 

Zfllich. CHiUSTlAJM ÜEYfil«. 



W. Ahroiis. Mathematisohe UnterhaltniifMk und Spiele. Leipzig, 1901, 

B. (i. Teubner. VIIJ + 428 S. 

In der neueren deutschen mathematischen Litteratiir findet man ver- 
hiUtnism&Tsig wenige Bücher und Abhandiuuf^ou, die sich mit den in vielen 
B«iialiwig«i mtBrenuten ProUemMi besdiättigcu, auf dk man dureh tst* 
achiedene Spiele und ünterhaltangea geftthrt wixd. Es ist daher das Er» 

.s( h einen des obigen Buches mit Freade m begrflfsen umsomehr, als es den 
ünlserst reichhaltigen Stoff in knapper und klarer Darstellung bietet, die 
ebenso dem Lainn vr rsländlich sein wird wie sie den Mathematiker fesselt; 
es stellt sich das Buch den trettlichen Schubertschen Mathematischen 
Hoftestniideii" ergänzend aar Seite. 

Aus dem nidien Inbalte möchte ich als besonders interessant hervor- 
heben die attsftthrlidii Bt haudlung der verschiedenen Brettspiele, den Ab- 
schnitt über magi.s(he Quadrate, die Problome ans dov Aualysis sifus und 
das Karlx'nkartcu ' Problem. Besonders erwähnt au wcrdon verdient der 
übersifbUich angeorthute, umfangreiche litterarische Index, der über 3ÜO 
einschlügige Abhaudluugcn und Bttcher anff&hrL 

Berlin. P. Schai'UEitu^;. 



II. Weinstein. Thermodynamik und Kinetik der Körper. Erster 
Band: Allgemeine Thermodynamik und Kinetik und Theorie der idealen 
und wi rklidie n Gase und D&mpfe. F. Vieweg und Sohn. Brannsdiweig 
1900. XVm n. 484 S. 8*. 

Das mit ungewöhnlichem Flelfs und Schaifinnn geschriebene Buch ent- 
hült viel des Interessanten und Originellen, als Lehrbuch der Theimodjnamik 
a])er ist es nicht '/n bpt rächten. Ungewöhnlich ist die Anordnung und die 
Darst^illung, ebenso die -\uswahl der mit Vorliebe behandelten Probleme. 

In der Anordnung füllt das Durcheinauderarbeiteu der Thermodynamik 
und der Kinetik auf. So werden die beiden Haiq;»tsitze der meehamsoheii 
Wärmetheorie erst thermodynamisch , unmittelbar darauf aus kinetisc^xen 
Hypothesen abgeleitet. Ganz durchführen hat der Verfasser den Versuch 
der parallelen AnwendnntT tht-nnodynamiselier und kim tist her Methoden Tiirht 
können. Die griuidsützlieiie \ erschiedfidicil beider nötigt zu einer Si.nderung, 
welche auch schon deshalb erwünscht ist, weil der Grad der Erkenntnis, 
welchen beide gewthrcn, durchaus Tersehieden isi 

Was die DarstellTmg betrifft, so tritt in ihr das Bestreben henror, den 
dai^rebotenen Stoff nicht blofs plaasibel zu machen, sondern die benutzt^^u 
Methoden mit eindringender Krilik auf ihren Wt-ii und ihre Strenge zn ])riifen, 
ihre Grenzen und Mängel teHtzustellen und die Punkte aufzxLsurheu, au denen 
sie abänderungsbedürftig oder -fähig sind. In dieser Kritik best^iht meines 
Eracfatens der Hauptronug und Hanptreis des Buches, welches gerade da- 
durch auch den Leser sw KnUak anregt. Ohne dieser Anrufung hier weiter 
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xü folgen, mdehte ieh nur auf die Herldtutg des Haxwellwdieii Yerteilungs- 
gesetzes hinweisen. Die Annahme des Verfassers, d&b die Abweichungen 
da- drei Geschvrindigkeitskomponenten vom Mittel unabhängig von einander 
sind, scheint mir fbensowenig gestattet, wio 'lif ursprünglich von "\rax\voll 
gemachte Amiabiiie, dads die Gescbwindigkeitükomponenten selbst uuabhängig 
von einander sind. 

Unter den bdiandelteit Problemen ninimt den bevonogtosten Fiats die 
Znetandsgleichung ein, mit welcher sich der Yerfaeser mehrfach in eigenen 
Untersuchungen beech&ftigt hat Im dritten Kapitel werden die allgemeinsten 
Znstandsgleichongen der Körper aus dem Virialsatz abgeleitet uud zwar 
tmter zwei Vora^lSsetzuJll:^ n, einmal unter der Annaluue einer kontinuierlicben 
Substanz, das zweite Mal nir molekulare Beschaffenheit, wobei die Rechnung 
jedeonal lllr den IUI durchgeführt wird, dab nur Fernkrilfte wirken, und 
für den Fall, daTs bei den ZnsanunenttfiGMn ancb Dnuifaifte anftreten, 
weleba tg« den Fernkrüften verschieden sind. In dieeen Ableitnngeu steckt 
ein*» ungeheure Arbeit, deren Früchte für die physikalische Erkenntnis vor- 
läufig noch recht bescheiden sind. Das geht l^osonders aus dem letzten 
Kapitel des Buches hervor, in welchem unter aul'serordentlich sorgfältiger 
Benntsung des Yorliegenden BeobachtnngsmaterialB der Venadi gemaebt 
wird, die Resoltate der Theorie xnit der BriSahrnng an wifUichen Gasen ra 
vergleichen Es ist zu boffen, dab die physikalische Bedeutung der Unter- 
STiehungen des Verfassers, welehe eine Verallgemeinerung der U!)f rlf r^ungen 
von van der Waals, Clausius u. a. darsteilen, in Zukunft klarer hervor- 
treten möge. Vielleicht trägt das vorliegende Buch dazu bei, ausgedehnte 
e:qienmentelle Untersuchungen Aber die Zustandsgldchnng der Körper an- 
snregen, fttr welcba der Verfosser im Vorwort die Hille des Staates, speaiell 
der physikalisch-technischen Reichsanstalt anruft. 

Zum Scblofo eine kune Inhaltaangabe; 

L Wärme und W ä me e rtthe m uiigm. (Begrilibeetimniiingen und De- 

finitionen.) 

IL Die Gfundlagcn der WärmeleJire. (Die beiden Hauptsatze der 
Thennodyaamik, thormodynamisch und binetiBdi betraobtet) 

HL DU Zutlan d at^eidiunff der Sitrper, wiidewNdere der <7ase und 

Ftüsiigkeitm. (Bedeufcong der Zustaadsgleichungen und ihre Herleitung.) 

TV. Glekhun/ffm und Darstellunfim der Thermodynamik. (Spezifische 
und latente Wiirmen, Entropie, Energie etc., adiabatischei isothermische etc. 
Voigänge, graphische Darstellungen.) 

y. Zutkmdiisitek^mff mä Xbuiik dar idaäm €hf9e. (Gtesgesetze und 
Grundlagen der Idnetiseben Gastheorie für ideale Gase.) 

TL Thermisches Verhalten der idealen Gase* (Tbermodjnaoiik der idealen 
Gase, chenxische TTmsetzungen in <^a'--f>u.) 

VIL Beweffunff, Reibung und Wärrndrihuig m idealen Gas/^n. Maxwells 
Theorie der Gase. (Besonders hervorzuheben ist die Kritik der 31axwellschen 
Theoiie.) 

Viu. Die wiHäidien Oase. (Zustands|^eiGbungen nach Tau der Waals, 

Clausius etc. verglichen mit der Erfahrung, kritischer Zustand der Gase 
und Flüssigkeiten, Verdampfiuig und VerflltesigQng.) 

Berlin. . £, PaiNOSHHH. 
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F« KoUnmwh. ZMurbntili dsr pnkfelMilMB Pbyiik. Ke imte um- 
gearbeitete Auflage das Leitfadens der praktisclien Physik. XXVII b. 

610 S. Leipzig und Berlin, B. G. Teubner. 1901. 

Aus dein üntcrricht im physikalischen Praktikum hPi*Torp''^f:rang<*n und 
xuniichst wesentlich für die Zwecke dieses Unterrichts bestimmt, hat der alt- 
bewährte Leitfaden des Verfassers mit jeder neuen Auflage an Umfang und 
Inhalt zogenommen und ist über seinen ursprtLnglichen Zweck hinausgewachsML 
Daher hat der Verfasser neuerdings fllr die Zwecke des elementaren Prak> 
tikmns einen „kleinen Leit&den^* erseheinen lassen, wähi'cnd das vorliegende 
,4^ehrbuch" ein Repertorium darstellt, welches niemand, der eine Auf^^abe 
der messenden Physik zn hehandohi hat, ohne Erfolg um l{at fragen wird. 
Unter den verschiedeueu dem gleichen Zwecke dienenden Methoden wird man 
sich leicht die für den vorliegenden Fall geeignetste heraussuchen können. 
"Du überall beigefügten LitteFatnniachweise erleiehteni dem tiefer Ein- 
dringenden die Auffindung der Quellen. 

Gegenüber der 8. Auflage sind eine Anzahl wichtiger Kapitel neu 
hinzugekommen, so das Kapitel: ,.H ert /^elic Wellen" bearbeitet von Arons, 
„Geifslersche R5hi"en, Kathodenstrahlen', u. a. Aber auch da, wo der 
eigentliche Lehistolf aich nicht wesentlich geändert hat, spürt man überall 
in Verttndeningen der Anordnung nnd DarateUnng die Sorgt alt und Grilnd- 
lichkeit der Neabearbeitong. 

Bei dem wohlbegründeten Bnf absoluter ZuverlSssigkeit, den sich der 
Leitfaden erworben hat, ist man gewöhnt, alles, was im Kohl rausch steht, 
als unbedingt richtig zu betrachten. Daher sei es gestattet, darauf hin- 
zuweisen, dafs auf B. ;>16 die Plancksche Gleichung für die schwarze 
Strahlung als allgemein giltig hing^teUt wird« obwohl dies noch nidit mit 
Sicherheit erwiesen ist 

Auch die aaftm»rdentlich wertvollen dem Buche beigefügten Tabellen 
sind vermehrt nnd umgearbeitet worden. So sind alle Zahlen einheitlich 
auf eine Zimmertemperatur von IS" hezogen worden. 

Auch in seiner neuen Gestalt wird das Buch bleiben, was es schon 
Qemraationen tob. Lernenden nnd Lehrenden gaweaen ist, ein treuer und su~ 
▼erlKssiger Bevater, dar nidit im Btldiendirank, wohl aber auf dem Schreib- 
tiach nnd auf dem Experimentiertasoh des Physiken an finden ist 

Berlin. E. FtenaSHBut. 



J, J. Thomson. Lea d^oharges öleotriques dona loa gas. Ouvrage 

traduit de l'anglais avec des notes par Louis Barhilliou et une pref'nrf 
par Ch. Ed. Guillaume. Paris. XVI u. 172 S. Gauthier- Villars. 19UO. 

Da& Thomsonsche Buch ist aus einer Reihe von Voi-trägen entstanden 
und macht nicht den Anspruch, ein systematisch gegliedertes, den StoÖ' 
erschöpfendes Ldirbuch zu sein. Und das Gebiet, mit welchem es sich be- 
sohftftigt, ist gerade jetct in einer so grundlegenden Umwttlsang begriffen, 

dafs es verfrüht wäre, ein Lehrbuch ill) < Gasentladungen zu schreiben. 

Ohne aber ein Lehrbuch zu sein, wird das Werk jedem, der mit den nötigen 
Vorkenntnissen herantritt, eine reiche Quelle der Bolohning werden. Haben 
doch gerade der Verfasser und seine Schüler am tküügsten und erfolg- 
reichsten sich bemüht, durch quantitative Folgerungen die Hypothese 
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der UaieriBlitilt der ^thodrastnlileii ni prflfim und ansEubanen, und dadurch 
in hirTonagender Weise an der Begründung der Elektronentheorie mi^ewirkt, 
welche in raschem Siegealauf die physikalische Welt erobert hat. Und sollte 
auch — was nicht L^anz ausgeschlossen erscheint — dieser Siefrc^lüuf ein 
ebenso rasches Ende tiniien, immer werden die von dem Verfasser gefundenen 
nod in diesem Buche dargesiellteu Xhaisaclien eme bleibende Bedeutung 
behalten, und immer werden Mine Arbeiten ein schOneB Beispiel dafür liefern, 
wie die kmieeqnente Anwendung einer Hjpothese mr Entdeokimg neuer 
Thatsachen fahrt. 

Seit dem Fi-^fli einen des englischen Originals haben die in dem Bufho 
behandelten Fragen teils durch den Verfasser selbst, ieih durch andere 
wichtige Fortschritte gemacht, so dafs das Buch nicht im Stande ist, dem 
Leier einen guten OberUiok fliber den jetzigen Stand der WieMnabbaft in 
geben. Aber als EinfUinmg in den Qedankenitug, welchor den VeifiMier und 
die Hitstrebenden su so schdnen Erfolgen gefttbrt bat, kann es auch jetit 
noch jedem Leser empfohlen werden. 

Von den 3 Hauptkapiteln des Buches: „I Elektri'S'be Entladungen in 
Gasen. II Lichtelektrische Wirkungen. III Kathodwusnahlen'* nimmt das 
letzte das Hauptinteresse in Anspruch. In einigen beigetUgten Koten ergänzt 
der überaetier in wutvoller Weise die bistoriscbe Darstellung und fahrt sie 
bis auf die neueste Zeit fort. Die Vorrede von Guillaume beschäftigt sich 
wesentlich mit den Radiumstrahlen. Interessant ist eine hier mitgeteilte 
Hypothese von Villard, welch» r die Konstanz des Verhältnisses zwischen 
elektrischer Ladung und Masse der die Eathodenstrahlen bildenden hypo- 
thetischen Teilchen dadurch zu erklären sucht, dafs in allen Vakuumröhren, 
ivelehes Ck» man aueh eiasoscbUeäen sieb bemftht bat, stets das gleiche 
Element vorhanden ist, etwa Wasserstoff, der durob Zersetsung des den 
Winden anhaftenden Wassers entsteht 

Berlin. £. PnnfQSBniK. 



E. CthflB* fodmente de Im thdorlo dM mmahrm. Paris, Oauthier» 
Tfflars. 1900. Vm + 403 Seiten. 
Die vorliegende Einführung in die Zahlentheorie motiviert ihr Er> 

«rbeinpn mit dem ausdnlfklirhen Hinweise darauf, dafs in Frankreich kein 
modernes Lehrbuch dieses VVissenschaft.szweiges existiere, wahrend in Deutsch- 
land eine ganze Anzahl von Compeudieu dem Lernenden zur Verfügung 
•tehen. Unter diesen UmstBnden kann die nacbfolgende Besprecbnng sich 
der Hauptsaobe nach darauf bescbrllnken, die ümgreninng des Stofiias dar- 
ndegea und auf diejenigen Einzelheiten hinzuweisen, in denen das Buch 
über andere elementare Darstellnngen der Zahlentheorie hinausgeht. Ver- 
gleichen wir es mit dem wohlbekannten Lehrbuche von I)iri( hlet-Dede- 
kind, das hier nur in seinem ersten ursprünglichen Teile in Bt-tracht kommt, 
so giebt es insofern weniger, als die txanseendente Bestinmiung der KlasB«!- 
nU bmftrer quadratischer Fonnen auQgeseblossen ist; dafllr bietet es 
sndemseits in den elementaren Teilen der Zahlentheorie eine gröfsere 
Mengp von Einzelheiten, stellt den OegenstAnd in behiiglicher Breite dar 
tmd giebt eine Fülle von Zahleubeispielen , um auch den mathematischen 
Aaiateur für dieses reizvolle Gebiet der Mathematik zu gewinnen. 
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Der iDhilt des Bnchee ut in tedhe Kspitel gi^^UAdert, ämm aidi aine 
iLluaU Noten fiber spedeUe Znhlenprobleme, die in keinem direkten Zu- 

sammenbnngp mit dem Hftnptf^eppnstande st<'hen, ^^n<\ niehroip Zahlcn- 
tabellen anschliessen. Von diesen sechs Kapiteln sind die eisten beiden 
den Elementen mit EinschloTs der regulären Kettenbrachentwickelungen 
ntioniler Brttdie, dit nutzeren swei den Kongraensen und dem quadnr 
Uechen BeaprontitegeeetBe, die letiteo swei den Ihratiottalsahlen nnd den 
biniren qnndntiflchen Fonnen gewidmet. Die Theorie der quadratischen 
Formen i'-t vollkommen im Rahmen der (I ;ui fs - D i ri cb 1 e t sehen An- 
sehauangeu behandelt, nur die Beweise sind gelegentlieh noch vereinfacht, 
und z. B. ist die sonst ziemlich weitläufige Theorie der indefiniten Formen 
dadurch, dab die Theorie der periodischen Kettenbrüche in dem Kapitel 
fliber LfTationalzablen Tonm^esdackt iat^ in eine Hbmiiis flberaicbtlidie ond 
klare Gestalt gefaraoht worden. Aber vielleicht wäre es eben darum an- 
gehracht gewesftn, den engen Zu5?ammenhang zwischen quadratisehen Formen 
und algebraischen Zahlen noch klarer dadurch li -iv rtreten zu lassen, daXs 
eine vollständige Theorie der quadratischen Zahikurper mit aufgenommen 
und die beiden Äqnivalen^^robleme mit einander zur Deckung gebracht worden 
w&ren. Dem modernen Stande der Foradrang nnd vor ^em anob den 
Anwendungen, welche die Zafalentheorie in der Funktionslehre gefunden hat, 
entspricht es durchaus, gewisse Grundbegriffe der Körpertheorie auch für 
die Elemente zu gewinnen, und diesem Bedürfnisse kommt ja auch das 
vorangehende Kapitel erfreulicher Weise dadurch entgegen, dafs es, ab- 
weichend von älteren Auffassungen des Stoffgebietes der Zahleutheorie, eine 
ansfniirliche Darlegung des Begriffes der Lmtionalzalil (nadi Dedekind) 
und gewisser Eigenschaften der algebraischen Zahlen bringt. Dieses !b|ntel 
ist in jeder Hinsicht das interessanteste; besonders sei auf die schöne, dem 
Verfasser eigentümliche Herleitung des Sataes Ton LiouTille über die 
Existenz trauscendenter Zahlen vei-wiesen. 

Die Darstellung ist überall präzis und elegant. Nnr einige wcoige 
Likorrektheiten sind dem Referenten bei der Lektüre begegnet Der Satz, 
der Nr. 95 ist gewifs richtig imd geometrisch evident; aber die anth' 
metische Beweisführung ist unrichtig. Bei der Behandlung der Kongruenzen 
nach einem Prinizahlinodul wird der Fall mehrfacher Wurzeln ausdriieklich 
berücksichtigt und das Theoren; der 135 wird allgemein ausgesprn.-hen, 
aber nur fllr einlache Wurzeln bewiesen; im Falle mehrfacher Wurzein 
ist es auch richtig, bedarf aber eines besonderen und etwas anders ver- 
lanfenden Bewelsea. 

Heidelberg. . . — Q. Lasdsbbbo. 

E« Bardejr'B AzÜhmotlMdftB Anlj^rtian imM Lehrbmdi der Axithmetik 
vorzugsweise fOr Bealschnlen, hshere Bflrgerscbnlen und verwandte 

Anstalten neu bearbeitet und mit einer Logarithmentafel versehen von 
Dr. H. Hartenstein. 3. And. Leipsig, B. 6. Teubner. 1900. Geb. 

M. 2 — . 

Aul" (Jrund einer Anregung in der Versammlung siicbsischer Healschiil- 
lehrer vom Jahre 18Si5 hat Herr Hartenstein die bekannte Bardeysche 
Aufgabensammlung für die besonderen Zwecke seohsklassiger Bealschulen 
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umgearbeitet. Dabei flmd nicht nar die Kapitel foitgelassen woitl n, 
welche filj^r das Pensum der Realschuleu hinausgehen, es sind auch viele 
Auffri^i'^n durch andere ersetzt; es ist eine TaljeUo der fünfstelligen Briggischen 
Loganthmen der Zahlen von 1— lÜOOO \ind der sechsstelligen Logarithmen 
der Zahlen von 10000 bis 10 809 beigefügt, und die theoretischen Vor- 
bemerkungen za den einaeliieii Paragraphen haben eine zweekmiftige Um* 
formuQg erfahren. Daher ist es erklärlich , dafs in wenigen Jahren das 
Buch adum nun dritten Male aufgelegt werden mafirte. 

Beiüa. C. FüBBEB. 

£• Bftrdey's Anfgabeneaminlung, methodisch geordnet, mehr als 8000 Auf- 
gaben enthaltend über alle Teile der Eleraentar-Arithmetik, T0i*7:ugswcise 
für Gymnasien, Kealgymnasicn und Ober-Realschulen. Neue Ausgabe 
nach der 24. Auflage bearbeitet von F. Pietzker und 0. Presler. 
Leipzig und Berlin, B. 6. Tenbner, 1900. Vn und 376 S. geb. 8,80 M. 

E. Bardey's Azitlimelifloba AiUJgabeiii nebst Lehrbuch der Arithmetik, 
vonngsweise fiBr Bealsehulen, Progymnasien nnd Bealprogymnasieti. Neue 

Ausgabe nach der 10. Auflage bearbeitet von F. Pietz ker und 0. Presler. 
Leipsig und Berlin, B. G. Teubner, 1901. M und 314 S. geb. 2,60 M. 

Der manchen Universitäten gemachte Vorwurf, dafs sie dem angehenden 
Mathematiker fast ausschliefslich abstrakte Mathematik bieten und die Auf- 
gaben, die das Leben btellt, vernachlässigen, ist deshalb vielleicht nicht ganz 
nngereehtfertigt, weil det so Tcxgebildete Lehrer leicht in den Fehler ver- 
fitttt, die praktisdie Seite im ünteiricht an den mitUeren Schulen Ter- 
künunem und so den krtftigstai Hebel för das Literesse und YerstSndnis 
du* Schüler unbenutzt zu lassen. 

Diesem Zustande wollen die vorliegenden beiden Schulbücher nach 
Kräften engegenzuwirken versuchen. 

Im Itnterässe einer stetigen Forteotwickelung der Lehrmethode und des 
Lehrstoffes ist es mit Freuden su begrflb««, daJGs die Verfasser sich an die 
mit so anerkannten Vorsttgen versehenen Lehrbücher von Barde j mdglidist 
eng aagelehnt haben. Noch ist es der alte „Bardoy", al)er ein neuer 
frischer Heist weht bereits hindurch, bald verständiger gruppierend, liald die 
wichtigen Momente deutlicher und schiufer markierend, hier durch Forai 
oder Inhalt fast wertlose Aufgaben ausmerzend, dort im Sinne einer gesunden 
Eonientratioii Au^ben aus den Terschiedensten Unteniehtszweigen ein- 
schiebend. 

Im Gegensatz zu früher finden wir jetzt zeitgciuiirse Aufgaben aus der 
Wärmelehre und der Elektri/itätslehre, der Optik und der Mechanik, über 
Tragfähigkeit und Steigkraft, über Geschwindigkeit und Weg der Radfahrer, 
der Wurfgeschosse und der Planeten, aus der Flotteugeschichte und über 
Kriegsehiffe; mehr als froher sind Au^ben aus der Erdkunde und Astro- 
aoime, der Planimelxie und Stereometrie entnommen. Bei weitem die meisten 
Aii^ben sind allerdings geblieben oder haben nur Änderungen in den Zahlen 
oder erforderlichenfalls im Text erhalten. So war e«! früher wohl nicht ganz 
korrekt (Lehrb. , XXVIII 42), dafs ft die l^eschb-unigung heifht , und die 
Herleitnng von g/2 war nicht klar; die Neubearbeitung hat hier wie an so 
nanehen anderen Stellen die hesseinde Hand mit grOfstmöglieher Schonung 
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angelegt Verschiedentlich hat logischer Zwang zu anderer Anordnnng nnd 
stT^emnäTsige Reihenfolge zur Einfügung neuer Aufgaben geführt. Der mit 
der 4. Auflage eingeschaltete Teil über die Proportionen hegann bisher mit 
einer Reihe von Kragen, die nicht beantwortet nnd dämm für den Schüler 
wertlos waren. Auch hier wurde wie bei den anderen theoretischen £iu- 
leitiingai stark grtndert und gebessert 

Das ftr NläitToUanstatten beetammte Lehrbuch hat mehrere nidit lehr* 
planmilfsige Abschnitte glücklicherweise endlich verloren. Was soUte z. B. 
die Berechnung der Logarithmen durch Reihen in diesem Buchf^''' In der 
für Vollaustalten bestimmten Aufgabensammlung hat dieser Abschnitt da- 
gegen eine willkommene Bereicherung erfahren durch die Entwickelung auch 
der anderen in der Schule TOikommenden transsendenten FanktäoBen in 
Beihen. Das Wesen der Lebensversicherang ist — zum er sten Ma le in 
einem Lehrbnche — in gröfster AnsflUirlichkeit in Abeohnitt Usr 
und gründlirh rrrirtert worden. 

Beide Hchuibüchfr lassen sich ganz gut neben den alten gebrauchen; 
doch ist von der Einsicht der Herren Fachlehrer zu hoüeu, dafs bald, den 
Forderungen der Gegenwart entsprechend, die immer lauter Einlals in die 
Schulen begehren, nur noch diese Nenheazheitungett in Qebraw^ gmoimnea 
werden, zumal zu dem Übetgange eine behOrdlidie Gendmugnng nicht er- 
forderlich erscheint 

Quedlinbarg. ' Habbhicht. 

Ignai G. Wallentiiu ChmndnOga der iratorUhze fttr dia «nteMii 
Elassen d«r BMlaoihDla. 3. Auflage. Wien, A. Pichlers W** tt Sohn. 

Iguaz G. Wall «'11 Ii Tl. Lehrbuch der Physik für die oberen Klaaeen 

der Mittolschulen und verwandte Lehranetalten. 9. Auflage. 

Ausgabe für Realschulen. Wien, A. Pichlers W*' A Soku. 1900. 

Die Gruudzüge geben in elementarer Darstellung die wichtigsten 
ErUlrongen vnd Versnche ans der Mechanik, Wime nnd Elektrisität; 
hieran schlieüien ach die Kapitel über Bewegung der EOrper, SdbaU und 
Lidit. Einige wichtige Abschnitte, wie a. B. die Dampfmaschinen, ebenso 

wie die Dynamomaschinen erscheinen dem Referenten etwas zu kurz be- 
handelt (die letzteren sind mit vier Zeilen abgethanj, während der tStols 
elastischer und unelastischer Körper eher hätte abgekürzt werden oder fort- 
bleiben hDnncii. Nicht immer and die BSxkUrungen leicht TerstindHch, s. B. 
S. 37 «Wir nennen die gleichen Volums&ndemngen der letstoren ent- 
sprechenden Temperatnrittdemngen ^eich". Manche Angaben sind geeignet, 
Mirf^verstttndnisse herror/nrnfen. wenn z. B. 52 u. 53 gesagt wird: „Die 
Höhe der Wolken schätzt liumboldt in den Aciuatorialgegeuden auf 
3000 Meter; bei uns gehen sie an regnerischen Tagen bis 600 Meter ab- 
wirts**; oder wenn es auf derselben Seite heifst: JDurob Anpflanzen von 
W&idem wird der Bogen befördert Orte (sie), die das Loos der Ent- 
waldung getroffen hat, haben selten Regen und sind daher unfruchtbar/^ 
Geradezu falsib ist es, wenn auf S. 96 als Beispiel für den Satz: ...Te 
spitziger und kantiger die das Medium durchschneidende FlSehe der Köiper 
ist, desto kleiner der Widerstand", „spitziges Brustbein der Vögel" auf- 
gefahrt wird. 
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Die Figuren sind gut; jedoch ist nicht ersichtlich, weshalb in !Kg. 127 
der Horisont ak gerade Lioie eingezeiclmet ist. Dw Drack ist dentlidb, 

die Orthographie die in Österreich übliche. 

Beachtenswerter erscheint dem Referenten das Lehrbach der Physik, 
das in ausführlicherer Weise die hauptsächlichsten Kapitel der Physik in 
meist korrt'kter Ansdnickswoiso behandelt. Die Giiindlehreu der Astronomie 
sind in einem besonderen Kapitel eingeschaltet Becht wertroll erscheint 
die ZuaimiMtiBtelliiiig von ungefähr 800 Aufgaben am Bdünase des Baches, 
die nach den Tersoliiedenen Abflchaitten geordnet, in jedem «meinen von 
den leichteren zu schwierigeren fortsolimten nnd sich eng an das im 
Buche Besprochene aiisehliefHen. 

Berlin. A. Blömbl. 



Ignaz 0. Wnllentin. Qnmdaüge der Naturlehre für die unteven 
Klassen der Gyinnaaien. Ftlnfte Auflage. 1899 188 Seiten. 

Ignaz (i. VValleutiii. Lehrbuoh der Physik. Ausgabe für Gym- 
nasien. Zwölfte Auflage. 1900. 300 Seiten. Wien, A. Fichlen* 
W*» & Sohn. 

Zmdk und 2äel dnd dnxdi den Titel gekennieiolmet Die Bfluber 
enfhalten in angemeesenem TJm&nge die Gnmdlehren der Physik, (Hernie 

und mathematisehen Geographie. Von der üblichen Anordnung des Stoffes 
weichen sie nur in einigen Aufscrlichkeiten ab, so durch das Auftreten des 
chemischen Ti^iles an ziemlich unerwarteten Stollen, ohne erkennbaren inneren 
Grund, also wobl nur der Folge im ScUulplan zuliebe. 

Natorwisaenschaftliche Sohnlbflcher kritisch zu betxachten, bietet die 
jetnge stlrkes« Betonung des natarwissensehaftliehen ünterriöhts allen Anlals. 
Deon wer die FrUeihto dieses Unteniehtes an den früheren Schülern nach 
längerem Verlassen der Schule zu erkennen bemüht ist, wird zweifeln 
müssen, nh dos alten Schel]h?ich ofFenhendge Bemerkungen über den Gegen» 
stand schon einigen Wandel geschaffen hahpn. 

Die Schale kann und wül nicht aus jedem Schüler einen kleinen 
Fhyoker maehen, sie soll ihn aber mit einigw Kenntnis der grundlegenden 
Erscheinungen ansrttsten and in das Wesen des natorwissenschafttiolien 
Denkens einzuführen suchen, damit bei der Mehrzahl der Schüler Ver- 
ständnis? für diese Seite des geistigen Lehens entwickelt werde, und ein 
kleinerer Teil für spätere Fachstudien Anregung nnd Vorbereitung finde. 
Ein Schulbuch hat sich deshalb weitgehende Beschrunkung aufzuerlegen; 
aber es wird als Kennzeichen eines gemhickten Pädagogen gelten mtkräen, 
weon er es ▼ersieht, anregende Ausblicke über die eng gesogenen Orensen 
hinaus zu eröffnen, um so and& dem komischen Wahne so mancher früheren 
Realschüler, „die Physik" oder ,.dic Chemie^ auf der Sdiule ^S^habi" zu 
haben, wirksam entgegen zu arbeiten. 

Das vorliegende Buch — wir können uns in der Besprechung auf das 
grtbere der beiden beschränken — gehOrt nnn sweifeUos sa den besseren 
Sneogoisaen seiner Bichtang, macht aber doch keinen TollstBndig befriedigMiden 
Eiadm^ Es trigt vor allem den Stoff zu abgerissen imd zu sehr sn- 
rpchtppmaoht vor, nicht in natürlicher EntA^nckelung, unter der nicht 
schlechtweg die historische Jüntwickelung verstanden 2U werden braucht. 
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Kranken an demselben Übelstande auch noch die meisten mathanstiaclm 
Lphrbücher, so sind wir doch, besonders durch die Arbeiten Machs, auf dem 
Gebiete der Physik jetit schon an Bessere« gHWuhni. Auch fehlen fast ganz 
Hinweise aut die physikaii^^chec Erächeinungtiu, suweit sie sich nicht nnr 
■n den Apparaten des physikalischen Kabinets zeigen, und im Zusammen- 
hange damit stehti dafii tad die ExUnteroiigeii der Geeetie durch mdgUehrt 
eiafiache YoimchitDiigra wenig Wert gelegt ist Wie anregend z. B. wirkt 
es auf den Schüler, wenn er die Stofsgesetze sich durch leichte Versuche 
mit Geldstücken auf einer glatten Tischflache selbst voH^ibren kann! 

Es werde norh auf einige Einzelheiten aus verschiedenen Teilen des 
Buches eingegangen. 

Die Ableitung d»r Peodelfoimel bereitet «r&hmngsgemUs dem Scbfller 
erhebliche Sehwiangkeiten. Der Verfi^^ leitet nach vorlSnfiger Diskosnon 
der Bew^ongserscheinmigeii des Pendels diese Fonnel ah durch die ein* 
geschobene Behandlung der harmonischen Schwingung nnd nachfolcronde 
Anwendung auf das Pendel, mit der üblichen Beschränkung auf klein» 
Amplituden. Noch besser dürfte es sein, die harmonische Schwingung uod 
die mechuuBchen Bedingungen ihres Zustftudekommens 1lb«irfaMi|»t vonn- 
zustdleo, dft sicii auf diese Weise besonders unter Zuhüfenahme graphischer 
Darstellungen die harmonische Schwingung einfiu^her und klarer ergiebt, als 
durch Betrachtung der Pendelbewegung unter besonderen Annahmen. — 
In der Wilnnelehre ferner dürfte jet?:t auch in einem Elementarbuche der 
zweite Hauptsatz der mechanischen Wärmetheorie nicht fehlen, dessen phy- 
sikalischer Inhalt sich mit BSUb mediaaisoher Analogien redit wohl auch 
Sehlllem klar machen U&t und schon nur Vermeidung irrtltmli(Aer Auf- 
fassung des ersten Hanptsatzas vorgetragen werden sollte. — In den 
Kapiteln über Magnetismus und Elektrizität würden einige Beispiele zur 
Versinnliehung der (iröfsu der auftretenden Kräfte recht nützlieh gewesen 
sein, ebenso ein stärkeres Hervortreten der Äquivalenz von Magneten und 
Kreisstrfimen. Damit würde auch die onzeitgemäfse Unterscheidung von 
Ibgneto-Lidnktion und YoltarLiduktion leicht vennieden werden kOnnen. 

Im Anschlüsse an die letateu Bemerkungen möchte Beforent eine ihm 
von befreundeter Seite gewordene Anregung wiedergeben, ob es nämlich 
für Element arbücber nicht zweckmäfsig sei, die strömende Elektrizität vor 
der statischen zu behandeln. Die Erscheinungen der ersteren sind sozusagen 
ruhiger und im allgemeinen von dem Anfänger leichter zu verstehen; 
duroh HinsufÜgung des Begriffes der elektrischeiL Ladung ist auch ein 
Übergang zur statischen Elektrizität so gewinnen, der den Zusammenhang 
der Erscheinungen hervortreten IftGst. 

Berlin. A. Botth (Oberingenienr). 
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1. Aulgaben und Lelursätze. Lösungen, 
A« Anfgftlmi «nt Lehnltee. 

42. £8 seien 

(1) f HZ a,4«f + 2 + • H- 6|4«{ 

(2) 9 - + 2 + . . . + ft^^r^ ^ 0 

irgend 2 Flüclu n /.weiter Ordnung in Teiraoderkoordiuatea; überdies mögeu 
nicht alle Flächen des Büschels 

(3) %f+X^ = c,j«J + 2 Cj^x^x^ + 1- e^^ji — 0 

in K^l odar EbeB«ii|iMt« ausuten. Alsdann mA dis Dstermmante 

(4) £±(c^c„c^cJ^Gin,k) 

nicht Ar alle Werte j Terschwindai. Betet man 

(**) '4r^-o.f (^^-i-^i.«. 

M reprisentiert bekanntlieh die Gleichung: 

(5) X) - C,,ul + 2 C,,u,u, + . . . + C?44«5 - 0 

die Flüche (3) in Ebeueakoordiuaten u,. Es fragt sich, wie viel Flächen- 
paare 

nj -\- Ixtp ^0 und x,f+^sq> — 0 
ha Büschel (3) existieren, so daD» die beiden Flächenpaare 

%f 4*^9 — 0 und 

^tkhjieüig apolar liegen oder, in algebraischer Fassung, dafs 



{«') 



Digitized by Google 



76 * Vermischte MitteilusgeQ. 

X 

Man zeigt leicht, dai's fs drei Fläehenpaaie (6) giebt, deren Parameter 
aus der Gleichong sechsten Grades 2'(x, A)aO berechnet werden, wobei 



(7) 



(9) 



Bedeutet in der That g{x^<» irgend eine binire Fozm von je^, 
und raeht «i. W«rtq«r ^ ii»d % d«i Mb«, CHdthdiig» 

(8) k9\ni) + (%) - 0, uii^XW + %jr'(it) - o 

gemäfe SQ bestimmoif so erhUt man ans 

und ans der zweiten Relation in (8) für ^' die Gleichung 

Nach der Theorie der aaioiiierleB Kowlaatoi^} ift ^ linke Seite m 

(9) das Produkt aus f (% , ^ in eine Korariante vom Grade (» — l) («i — 2), 
welche allein als (eigentliche) Lösung des Problems gelten kann. 

Für einen Kegolschnittbüschel %f Icp = 0 ist vnn mir bereits früher 
(Zeitschrift für Math. tt. Phjs. 20, lödff.j gezeigt worden, dals nvr zwei (7^ 

existieren, welcbe ^ekkeeUi^ apolar ni einaDder liegen. Dieselben sind be- 
stiniint durch die Gleichung 

In den Fällen n = 5 bis n = 9 kann man die Ausrechnung nachsehen hei 
Clebsch, Bin&re Formen^ pag. 337. Der Fall « * 6 ist durch seine An- 
wendungen auf die Lehre von den Komplexen 2, Ordnung besondns 
interessant. 

Darmstadt, den 7. Mai 1901. S. GuKDBLFnfOER. 



1) über das GeächicbtÜuhe vergleiche man meine Arbeit: (Tbor binäre 
Fonnen im Joom. für Math. 74, 87 — 91. Daselbst ist auch znm ersten Male 
das einfachst« Syst- ni von BekurKtongformeln zur Darslelhmf? der a8B07.iiprt.en 
Kovarianten durch die fmid&mentalen Kovarianten f^egpben. Diese Formeln sind 
ro&ter ohne Angahe der schon vorliegenden Quelle in die Theorie der binären 
Fonnen von Clebtch flbeig^^aageii. 
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43. bdcuater EleiiientamtK der Zfthlenlehre sagt aus, dafo das 
Produkt TOn m konaekiiiiTeii ganzen Zahlen a(a + l) • • • (a + n — l) stets 
durch lt.' teilbai' ist. Es sind die notwendigen und hinreichenden Bedin- 
gungen aufzustellen, unter denen bereits das Produkt von ti — l konseku- 
ti?en ganzen Zahlen (a + l)(a + 2) • • • (a + « — l) durch ti .' teilbar wird. 

Königsberg L Pr. W. ¥&, Meyer. 



44. Es seien «i, Ot, • • •, «^(n) die q>(n)f zu einer natürlichen Zahl 

n^fil^p^^ • pI" tcilerfremden Zahlen <«, und es bedeute ^ das kleinste 

gemeinsame Vielfache der Differenzen Pi — ^ ^ — • • |>„ — 1. Dann 
soll bewiesen werden, dafs irgend eine ganze symmetrische (homogene) 
Funktion der a vom Grade g immer dann durch n teilbar ist, wenn g nicht 
durch n teilbar ist Im besonderen ist die Poteommime der a acher 
nicht duToli n teilbar, wein g teilbar dnrdi ist 

(Verallgemeinenuig eines Sataea tchl Herrn K. Hensel, dieses ArdiiT 
(3) 1, 319). 

Kdnigsbeig L 2r. W. Fiu IIbysk. 

45. Gegeben seien in finor Ebene fünf Pnnkto U 2, . ., 5, durch die 
ein (nicht zerfallender) Kegelschnitt K bestimmt werde. Man /.erlege die 
fünf Punkte auf irgend eine Weise in ein Dreieck, etwa (1, 2, 3), und ein 
Pimktepaar (4, 5). 

Dann existiert ein einziges Viereck (A, B, C, D) derart, dafs einmal 
sein Kardinaldreieck durch (1, 2, 3) gebildet wird, und überdies das Puukte- 
paar (4, r>) beztlglich des Vierecks (Äy B, C, jD) [d. i. bezüglich des Kegel- 
schnittbüschels (^, B, C, 7))] konjugiert ist. 

Von den vier duich i>, C, D gebildeten Dreiecken gieife man eines, 
etwa {A, B, C) heraus. Dann giebt es vier Kegelschnitte dnieh 4, 5, die 
dem Dreieek (A, B, 0) einbesdirieben dnd; diese berühren aUe den KegeU 
sdinitt K Solcher K berührenden Kegelschnitte, die allein durch die Figur 
der fünf Punkte 1, 2, . . ., 5 })f>stiramt sind, giebt es also im ganzen 160. 
(Verallgemeinerung eines bekannten ii'euerbachschen Dreieckssatzes). 

Königsberg i. Pr. W. Fb. Meyer. 

46. J'ai don^ le premicr, je erois (Joom. de Ifafh. speciaUs de M. de 
LoDgchamps f&nier 1889), le teorime snivant qm m'a servi de point de 

depart pour la teorie des triangles multiortolo|^qnes. Si deus triangles 
ABC, A' B' C' s&nt ämdhmmt ortoh<ji<iues pnr permtdation circulaire, Us 
le sotU triplement. Ce teoreme pourait s enoucer cn gcnn aJ ainsi. Si les 
perpcndiculaires ahaissees de A, B, C sur B' C' , C A\ A' B' smU concouraiücs 
amsi que les perpendkulaires abaiaaies de A, B, C sur C'A', A'B', B'C% 
fes devs kkmg^ ABC^ A'B*C atmt MorMogigi^ea par permäaHon dreu- 
laires. Je propose d'expliquer poiirqttol, si A'B'Cj degenere dans le 
triangle aplati forme par les pieds des perpendiculaires abaissees de A^B^C 
Sur nne droite rpiolconque, le t^or^me n'a plus lieu et ([ue seules les per- 
pendiculaires abaissees de A\ B\ C sur jBC, CA^ AB sont concourantes. 
Paris* E. Lemokb. 



Digitized by Google 



78 



Vemiachte Mitteilungea. 



47. Der Inliftlt des KOrpers, welcher aus einer Regelfl&cbe dnnb nra 
parallele Ebenen geschnitten wird, lUfst sich durch die Prismaioidßmid 

berechnen. Bf*7Aic)inpt man mi* den Abstand jener beiden Eben»^'i. init 
g und G die Z:üileu dor in liinefi befindlich^'n (irnndflSchen des Kuipers, 
endlich mit D die Zahl seines Mittelschnittes [d. i. des ächuittes iu der 
dnroh den Mittelpiinkt yon h psnllel zu g und G gelegten Ebene], so igt 
der Inhalt des Körpers 

üm diesen Sats »1 beweisen, denke man aeb den Anfangspunkt dar 

Koordinaten in eine der beiden rJrundfl flehen, z. B. </, und die r- Achse in die 
darin auf derselben senkrecht stehende Gerade verlegt, Die Gleichungen 
der Kegelfläche sind 

worin F, 2^ er, y Funktionen eines Parameters i sind, und zwar die beid«i 

ersteren Zahlen die Koordinaten eines beliebigen Punktes des Randes von 
<7, die drei letzteren die Richtungskosinus des durch Ilm gebenden Stnililes 
bedeuten. Für don Inhalt des zur Abszisse t gehörigen Quersclmittes der 
Begelfläche findet mau mit Hilfe der allgemeinen Formel für den Inhalt 
einer eben«i FUklie dmi Ausdruck 

Q{x) = Äx^ -i- Bx-i- C, 

wnnn A , B,C Konstante bedeutoi, welche sich bekanntlich durch G, D 

und h darstellen lassen* 

Innsbruck. 0. Stolz. 



B. LKsung en. 

Auszug aus emem Schreiben an Herrn E. Jahnke. 

Zu 12 (I, n03), — Eine vollständige Lösung der ersten Rneserschen 
Aufgabe im ersten Band des Anbivs liegt auch in Gleichung (\2) auf 
S. 454 meiner Ausgabe von Besses liaumgeometrie 1876. Sobald nämlich 
die den Gleichungen 

£y^^^x,^0, Zyfy.-O, -Eiff^-O, ... 

genügen, gilt Gleichung (12*) 1. c. 

Die Beantwortung der zweiten Aufgabe dfirfte durch folgende Betraeh* 
tiuig gegeben sein. 

Es sei 

1) Um Verwechselungen s&u vermeiden, habe ich das p in meinem eritea 
Schreiben (diese Z^tsehijft S, 216) durch ^ enetct. 



Digitized by Google 



Vermischte Mitteüongeu. 
Dann i«| die qnadiatiselie Form d«r (»»1,1,. (» > r > ^) 



79 





• 0|r 


"1 






1. 




• «rr 




«r^ • 


V 






• »r 


0 
0 


0 • 

0 • 


.. 0 


V» 


h " 


• K 


0 


0 . 


► • 


f. 
f 



nur vijii deu Variabein -^^ + 2' 



•, x„ abhängig; wie man sofort sieht^ 
weiui mau in I die r -f p ereten (Horizontal- resp. Vertikal-) Reihen mit 

'1» 

•bdehi Man kann daher setsen 



) -^r^ -^n+p "? -^n+f multipliziert and successive Ton der letzten Reihe 
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▼Oll Svll Tenehieden an 


1 und setzt in (]Q 











1) Tgl. r!a~ annlnrn Theorem bei Herni Frobeniaa, Jottiuil t d. reine n 
uigew. Math. 114, Ibd Ulchgen (8) u. ^4). 
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10 kann man Xj, Xj, • • a;^; «.^j, • • •, ^„ + ^t stets so bestimmen, dab 
$1 - ' ^^iit^Hf^ Werte annehmen und d&Ds gleiclueitig 5m iHfOiger WÜtkSr 

(ir») i?i«i + "- + »,af, + 0-«,^i + -"+0-a?,^.^-~|»,+i«,+i+..-+»,«.| 
etc. 

d. h. Uafs: 

(n*) v, = 0, ir, = 0, /.-o. 

Man hat dann nach Analogie dea Theorems von Hemi Frobenius') 

(in) J,g> = ^f^ r,-0, «-^^O, f,= U, 

worin ^ durch (I) und (I*) und ^ durch 



(in«) 



I- - 



»11 • 






• h 












Sr 


l>l . 




0 • 
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0 






0 . 


• 0 


0 






0 • 


• 0 


0 



deüuiert wcrdeu. 

Mutatis rautandis kann die Hi^rnatur (der Bang) der quadratischen 

Form A~^x der willlcüilichen Vunahcln It, ^ nach meiner Fonnel 11 

S. 4Ö4 in Hesses Haumgeometrio ') berechnet werden. Im Hinblick aut 
die Bemerkung in der Einleitung dhaaea Sehreibena lifiA aieh die Zerlegung 
in (HI) in Worten ao auadrfldcen: Die Signatur (der Bang) der quadro' 

die ^ Unearen Qlekhmgen 



bestehen^ ist gleidt det Summe der Signaturm (BangMoMm) der beiden gm- 
draHsdun Formen 



wobei y^[v^x^ - 0, • - 0. 

t i 

Darmatadty den 15. September 1901. S. QmfDEunMGBB. 

I j 1. c. S. 191. 

2) Dieselbe gilt für jc4fi quadratiaclie Form; sie giebt ailso auch die Zer- 
legung von A~^% in r— 9 Quadrate. 
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Zu 32 (Bd. U, S. 213) (Ed. Janisch). Man nehme Dreieck abc als 
Fundamentaldreieck für trimetrisohe NormalVoordinaten, und die Gleichuncr 
des Kegelschnitts sei a^x^r_^ -f '^'ä-^s '"! + "s-^i ^'a ^ 0. Femer setze mau 

^^^^ = dann sind diü Kuurdinaten von m: Aa^ + o,, l (Xa^ -f a,), — Aog. 

Bwichnet man noch die Koordinaten des P^nktfs s mit h^, b^, 63, so or- 
hilt man nacheinander folgende Systeme von Koordinaten und Gleichungen: 

KodrdiiiateD Ton a': 

mc': A03, «1 6,Xj + ai<>s^i^i + «1 + «s) («i + «, 61) Jt« — 0. 

Koordinaten von (ma', bc): 0, ^^a? 

ca): (^«i,'^^)^!* ^» ^«i^^s; 

(nie', a6): 0|&|, — lOii»!, 0. 

01«icliung der Ckiraden fkt 

Gkidnuig der Geraden mst 

Koordinaten des Punktes m': 

«t ?» _!_. 

Gleidnuigeii von 

cV: «3«'8)a;i- <i,6»ftiai+ »1(01*1+ «iM^r«^ O5 

ab': 63 (0,6, + a,6,) a?^ + 5, (a,&i + a^b^) - Oj^iö,?, = 0. 

Koordinaten von 

a^bib^(kaibs-\- 0,6, + a,6,); 

(w'c, a'6'): — «4 616, (^01^8+ ^«a^ + "2^» ''2 (^«t^a+ '^«^'8+ "a^)» 

«,6i6,(a,6,+ a^b^) — Attila 63 («j/ii -f «163). 
Diese Koordinaten gfnügon der Gleichung der Geraden f<. 

AtehiT du M»tbein»tik and Ph^ilk. Balhfl. ID. 6 
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Gleiehniigen Ton 

+ (a,i|+a,ö,)(Af^-i^)ai=0, 

Koordinaten von 

(«i'd', ca): — 0,^1 (Adj - 6,), 0, (Aoi + Oi^^ + 

Gleiofaiuig d«r Oenid«n fi': 

(Aa,fc* + + - (ila,i>, + i^ihh + ^ + C^^i - 0. 

Die KofwdixiftteB von 8 (&^, 6^, 6,) erfüllen cUm« Gleiehong; mithin geht 
die Gerade fi' diinh 
KoofdinaAeii Ton 

(m6, c'a'): 6i6,(Aai + a,), ft»6*(Aflt + ««) — «s^aC^*! — — ^«'3^1 ^'a? 

Diese Kooriiiimten genügen der Gleichung der Oeraden m'. 

Der hierdurch bewiesene Satz der Aufgabe Nr. 32 iiat sich Bchou bei 
meiner Bearbeitong der Aufgabe Nr. 1774 der Zeit Mchrift ftbr matiie' 
matigchen und natnrfriiwenwJiiiftliciiatt ünterridit (Bd. XXXI, S. 447) als 
VexillgenieiQenmg dieser Aufgabe ergeben; aadi und dort die Resultate der 
vorstehenden Entwickelangen bereits angegeben worden. Betrachtet man 
0^1 a'j, r, als Linienkoordinat«n, so ergiebt sich der folgende duale Siitx: 

öiud ahc und a'h'c zwei perspektivische, einem Kegelschnitte K um- 
geschriebene DtoiBeite, nnd iit » «ne beliebige Tangente an IT, dana 
aduiMden rieh die drei Geraden (ma', be), («ib', ta)^ (me\ ob) in einem 
auf der KoUineationsachse s liegenden Punkte ft. Ist m' die zweite durch 
den Punkt gebende Tangente an ZT, dann gehen durch denselben 

Punkt die drei Geraden (m'a, i'r '), (m'i>, f 'a'), (m'c, a'6'). Umgekehrt 
schneiden sich in einem anderen uui s liegenden Punkte /u,' die sechs 
Geraden («'o', hc)^ (»»'&', ca), (m'c', (mü, i>'c'), (»16, c'a'), (»ic, aV). 

Flrenslan. W. SrEOBiiiuiN. 

Anmerkung: Nach einer brieflichen Mitteilung des Herrn Prof S o b o t k a 
(Brunn) findet sich der Satz in der Abhandlung yßwr une ymeraiisatiim d« 
Utiorim de Ptueal ek.** par M. Anbert (Nonv. Annales (3) 8^ 529—535). 
Aubert leitet n. a. den &I1 dnreh wiederholte Anwendung des Pasealflcfaen 
TheoreniB ab. 

Prag, Ed. Jamiscb. 
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Zu 33 (Bd. n, 8. 213) (W. Puhrmann). Es sei BÄK = <p, 
^ÄBL ™ die Gegenstrahlen von ÄK und BL seien AK' und BJ/. 
Zu der Schnittlinie AB ziehe man durch A in der Halbebene BÄK die 
Senkrechte J.X und in der Halbebene ABL die Senkrechte AY'^ die Gegen- 
stnhlen säen ÄX' und vAT'; dann ist •^XAT^'»^. Fan«r lege man 
in d«r Ebene BAR durch £ die Parallele ra AJIt^ welche AX in C treffen 
mSge; der Schnittpunkt von A Y und BL sei D. IHe Ponkte Ä^ Sy C7, D 
bestimmen jetzt ein Tetm» d r, dessen Seitenfläche BCD der Geraden ÄK 
parallel ist und die Gerade BL enthält; daher ist die Länge h des von Ä 
aus auf BCD gefällten Lotes AP zugleich die kürzeste Entfernung der 
wmdttliielink Qeraden AK und BL. 

El werd« nun xonSebst Toranflfleeetrt, dab 9 und ^ epitie Winkel 
sind. Dann liegt Punkt C aof AX ^ Punkt D auf AY, und es ist daher 
^CAD^ 180« - 9. Fällt man nun von P aus auf BJ) und ^C? die 
Senkrechten PQ und PB, und setzt man BQ=Pf BB ^ FQ»^ 
^R = y, I>BC = «, so hat man: 

YeHnndet man noch A mit so eriiUt man ans d«n rechtwinkligen 
Meck APQi AO*- «*. Die beiden Breiecke ABB und ^j9(7 sind 
bd A rechtwinklig, und es ist ^ ABD » ^, ABC « 9. Man hat also: 
<i^»asin^; f^i^l» — acoe^; Biß — g^acos^. Mithin: 

,9 , . , (acoi« — a coi^ cot«)* 

- a' sm» ip - ^IriiiiT^ ^ 

a*(ain'^ — coe'y -f 2 coay cos^frcoe« — co<*a) 

sin'a 

Hierin ist noch der Winkel «r tn bestiauaMn. Dies erfolgt mittels des 
Cofinnsaaties aus dem Dreieck BCD. Es ist nlmlieh BCctm^^Of 
2»Deosf-a, nnd weU ^ CAD -> 180^— « ist, 

CD»- AC*-|- il D* + 3 AC- ilD • cos* - a* (tgV + tg* t -I- 2 tg 9 tg t cos O). 

Man Ündet nun: 

iBCBD 

<« cos 9 cos ^ — sin 9 sin 1/; cos 

d€0S9C0S^cos«*- OOS*« = oos'9 oos''^^ — sin' 9 sin'^ oos'^K 

Seilt man dies in die Gleichung fttr mn, so orhAlt man 

^1 a* nn* ip an* ^ sin* ^ . j, a sin qp sini^ rin * 
"* rin*« ' ~' ' -• 



yi — (cos qp CO8 1(> — sin <p Bin cob d)' 



Legt man durch ÄK die zu BCA senkrechte Ebene, welche BL in 
M treffen möge, so ist M der eine Endpunkt der von AK nach BL z\i 
lullenden kflneeten Geraden. Da AK | BC ist» und da die Ebene AKM 
fttidi die Gerade AP enthSlt, so ist PJIf die tü BC parallele Schnittlinie 

6* 



Digilized by Google 



^4 Yennischte Mitteilungen. 

der Ebenen AKM und BCB. ZieM man dnnh P die Parallele zu BD, 
welche BC in 0 irilR, so iit BMPO ein Parallelogianimi nnd man bat also: 



rin tt un'a 



5 cot« g lin <y (sin ycot^ + coaysin^coad) 
~ 1 — (coB 9 cot ^ — aiB 9 sin ^ eoe^)* * 



Damit ist die La^o des Punktes M anf der Opraden BL bpstimmt. Ist 
iV der andere, auf AK liegende Kudpunkt der küizesten Geraden, ao ist 
APMJf eis Bechteck; mitibin: 



ilJIT-PJIf- 



X q — p C08 tt a sin 1^ (cos qp sin ^ -}- sin qp cos V cos ^) 
rin « rin* « 1 — (cos qp cos <^ — sin 9 sin ^ cob ' 



wodurch auch die Lage des Punkten A' bestimmt ist. 

Ist einer der Winkel, etwa <jß, ein stumpfer Winkel, ist <i: ßAK* 
ein spitzer Winkel; die entwickelten Formeln können daher aul den Flächen- 
Winkel TAX' besogen werden, indem man 180*^— 9 statfe 9» nnd 180^— 9 
statt 4^ setsi AuIlMrdem mnCi man den hierdorch eibaltMien Wert von 
AK^ um ihn wieder auf don Fläcbenwinkel XÄ Y zu beziehen, mit entgegen* 
gesptztciii Vi t/riflion versehen, da im Flflcheuwinkol YAX' die Strecke AN 
in der Richtung AK' pomosseu worden ist. Führt man dies alles aus, so 
bleiben die drei Formeln für Ä, UM und AN unverändert Sind beide 
Winkel 9 nnd stumpf, so sind BÄK' nnd ^ ABL' s^tae Winkel; 
die Formeln kennen abo auf den FlSchenwinkel X'AT* besog«n werden, 
indem man 180^— <p statt 9 und 180°— ^ statt ^ setzt Die Werte von 
AN und BM sind noch, um sie wieder auf den Fliichenwinkel X J i' zu 
beziehen, mit entgegengesetzten Vorzeichen zu versehen. Auch in diesem 
Falle kommt man zu den ursprünglichen Formeln zurück. Die letzteren 
gelten also fttr beliebige Winkel 9 und 1^. 

Prenzlau. W. Stbgeman». 

Eine ähnliche Bestimnuing des kürzesten Abstandes ist auch von Herrn 
£. Uath, Stuttgart eingegangen. 



Ztt 87 (Bd. II, S. 356) (6. Gundelfinger). Die Gleichung der ge- 
gebenen Kurve sei //-)" + f^'j', .v") -\~ c = 0, wobei die Funktion f vom 
(2 n — l)ten (Jrad in j\ ?/ und c das Ah.solutglied ist. Durch Einführung 
der Polarkooi-dinaten r, tp erbält diese Gleichung die Form r- '* -f 9 ) -f- c = 0 
Hier ist ^>{f) Tom (2n — l)ten Grad in Beziehung auf r. Das Produkt 
der 2« Wnrseln rj, r,, ...» r,, ist gleieb dem Ateolutglied c, also Yon 
dem Winkel ^> unah}iiin<zig. ut daher Q der Ursprung des Koordinaten- 
systems, und sind P,, /'j, • •> -Pj« die den Wurzeln »*,, r,, . . ., r^,^ ent- 
sprerhendeu, auf einer Geraden liependen Punkte der Kune, so ist das 
Produkt ^Pj. ÖP, . . . qP^^ dasselbe für alle durch q gehenden Geraden. 

Stuttgart. E. Batb. 

Eine ähnli< he T.ösong ist noch 'fron Herrn stud. K. Owojdairfski, 
Lemberg eingegangen. 
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2. Anfragen. 

4« Die Aufgab<>: Dun h einen gopel)enen Punkt eine gerade Linie zu 
sieben, von der die Schenkel eines gegebenen Winkels ein Stück von 
g^bener Iibige abflchneideii, findet mu als erstes Beispiel von duidi 
Zirkel und Lineal im allgemeineB nicht ISsbaren Aufgaben in dem bekannten 
Werkchen von Petersen: „Methoden und Theorien zur Anflösung geome- 
trischer Konstruktionsaufgaben^V Es ist dort weiter noch angeführt, dafs 
die Usnng im allgemeinen nicht möglich ist, weil es sich um die 
KoQstruktion der Schnittpimkte einer Geraden nut einer Konchoide handelt, 
dib aller Ar gewisse Lagen des Fimkles (wenn er s. B. auf der Halhiemags- 
lini« des 'VHnkeb liegt) die Gerade eine so besondere Lag« im Yerlritttnis 
zur Konchoide bekommen kann, dafs eine elementare LSsung möglich wird. 
Rechneri^fh /eigt .sieh die ünmöplichkeit der allgenioiin'n Lösung in dem Auf- 
treten einer Gleichung 4. Grades, durch welche die öchoittpunkte bestimmt 
«erden and in deren Koeffizienten die Grölsen eingehen, Ton denen die 
gegeiusitigs& Lagen- und QrgftenverhMtpiBse der gegebenen Stfldra ab- 
bingen. Sin tt£r sin&eher Fall eigiobt sieh von yomhersin düroh die 
Annahme paralleler Winkelschenkel. 

Wo findet man eine Analyse aller möglichen Spezialfälle, in denen 
eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal ausgeführt werden kann? 

Windsbach. A. Wbndlbb. 

^. Ftlr die von Steiner (Ges. W. II, 668) erwähnte „einst berOhmte 
An^be** — In einer Ebene sind swei sich schneidende Geraden p und 9, 

weiter ein Punkt J{ pe^'pben. Es sind durch B solche Transversalen zu 
ziehen, dafs ihre Längen zwischen p und <] einer gegebenen Strocks (d) 
gleich werden — habe ich die folgende einfache Lösung gefunden: 

Ibn ziehe jMuraUel su p (oder q) eine Gerade r, wdehe von B den 
nlulibhen Abstand hat wie die Gerade p von B, Ibn betiMihte p und r 
ih Asymptoten einer Hyperbel welche durch den Punkt B bestimmt 
ist. Beschreibt man aus 7? einen Kreis (A) mit dem Radius', der der 
gegebenen Länge d gleich ist, so schneidet dieser die Hyperbel h in zwei 
oder vier Punkten (l, 2, 3, 4). Die Verbindungslinien R^, Jt^ 
«ind & gesnefalMi Trsmvsnalen. 

Sollte die Gerade r parallel m q gezogen ssin, so bekommt man die 
identischen Transversalen auf dieselbe Weise wie frllher. 

Ist diese Lösung schon bekannt? 

Agram« G. Kuomf. 

6. Ist der nachstehende ]>etezminantensalat bekannt, bssw. wo ist er 
Teriiilentlicht? 

Bedeuten Ctk die n* KoelBaienten einer orthogonalen Substitotion, und 
bweicbnet man mit 

die ans den r* Elementen Ci^^, e^t,, • • • ^^1^, e/,i^, • • • • gebildete Deter- 
nunante, so ist 

*i» ■ » *r 
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gleieh EiiiB oder KuU, je nachdem die beiden Zahlenreihen t'i, • • ir und 
- - -1 Ir vollkommen oder nicht vollkommen mit einander übereinstimmen. 

Dabei ist die Siimmation auf alle Kombinationen ohne Wioderholimgen zar 
rten Klasse zu erstrecken, die aus den Elementen 1, 2, • • •, n zu biiflen sind 
Für die Gren/tallr' r = 1 und r = m ergeben sich die bcitaiinten 
Orihogonalitätsbediogungen. 

Berlin. £. Jahnkiu 



3. Sprechsaal für die Encyklop&die der Hathematischeii Wissenschaften. 

[Einsendniigen für den Sprechsaal erbittet Ilerr Frans Meyer, Königabej^ L Fr., 

Mitteltragbeim öl.J 

Zu I A 3. Kombinatorik. 

I. 8.44, Z. 6 v.o. Weitgehencto UnterraAimgen fib«r das Verschwinden 
halbeynimetriseher Determinanten and ihrer ünteidefcerminanten sind tob 

Grafsmann (Ausdehnungslebref siebe gee. Werke I^, dort aach die Note 
von F. Engel, S iOO) snwie besonders von O. Frobenius (Joum, f. 
Math. 21LM1.1 angestellt worden. Vgl. auch E. v. Weber, Vor- 
lesungen über das Pfaffsche Problem (1900), S. 30 ff.) 
Freiburg IB. A. Loewy. 



Zu I B 36, d. Qaloisscbe Theorie mit Anwendvngen. 

I. In Anmerkung 62, 8. 500 sollte auf IC Gantors entsobeidendo Üntsr* 

suchung über die Entdeckung der AnllOtung der Gleichung dritten 
Grades hingewiesen sein (Gesch. der Mathem. II, 2. Aufl., Kap. 65 

und ♦ilV). Ervsnlnscht wäre ferner ein genaueres Zitat in Anmerk. 85, 
S. bw, wo es helfet „die Eigenschaften waren Lambert und Ealer 
schon bekiumt*^ 

München. A. v. Braünmühl. 

Zu I C 1. Niedere Zahlentheorie. 

I. Bei Nr. 5 ist noch zu zitieren: J. Ch. Burrkliardt, Tables des divi- 
seurs pour toiis Ics nombres dcpuis 1 a Mii;;6(MJ0, Paris 1814 — 17. 
Dieses Werk wird allerdmgh Ö. 678 angeluhrt, gehöil aber auch hier- 
her, da es eine Tabelle entbUi, in welcher Uhr alle Primsahlen p von 9 

bis 25 13 die Gröfse der Periode des Bruelies angegeben wird. — In 

Nr. lU sollte bezüglich der „iM'tVeundeten Zahlen*', welche schon im 
Altertum und später noch viellach vorkommen, auf M. Cantor, Gesch. 
der Matii. I und II 2. Aufl. (Register) sowie III 6. 595 — 596 Tei^ 
wiesen sein. 

Mllndien. A. BEaumtüBL. 
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Zo I C S. Aritbinetische Theorie der Formen. 

I. In Anmerkung Hl», 8. 599 (Pellsclie Gleichung) ist zn verweisen auf 
M. Cftntor II, '2. Aull. S. 777. Ö. 62d Zeile 5 vou üben ist uach Bacbet 
la eigftDMin: „vnA Fermaf*, lowie m. sitiereD M. Csiitor U, 2, 779. 

MtliidMiL Jl BRAinaiOBi^ 



Zu I C 3. Aualytische Zablentheorie. 

L In Anmerk. 69, 8. 669 ist zu venreiwn auf A. Pringsheim: ,,i%cr die 
ersten Beweise der Irrationalität von r und jt." Münr h Ber. 1898. — 
Der S. 671 Zeile 12 und 11 von unten stohondc ba*/: „Durch eine 
Ver(Uigcmeituyun{jf der Her miteschen Betrachtungen erlangte F. Liude- 
mann den Nachweis der Transcendenz auch für jk** ist nicht zutreffend. 
Denn «ne bloAe „Venülgemeinerung^' ist Lindemanas Bew«e keinea- 
wegs, 8<Hidem es gehörte noch sehr viel mehr dazu, um denselben zu 
erbringen, was schon daraas hervorgeht, dafs Hermite selbst sagt: „Je 
ne me basarderai point a la recherclio d'une demonstration de la tran- 
scendance du nombre 5t. Que d'autres teutent l eutreprise, nul ne sera 
plus beureux que moi de leur succes, mais crojez-m'en, mon eher ami, 
il ne laimra pas que de leur en eodter quelques efforls . . Jonmal 
flbr Hktk 76, 1873, 8. S42. 

Mflnehen. A. BraummObi.. 

• Zu I D 8. Interpolation. 

I. Zu Ö. 8ul , Zeile 15 von oben: Die sogenannte I^agraugescbo Interpo- 
latiooafonnel wnrde keuieswegs zuerst von Lagrange 1795 gegeben, 
sondern beveite 1776 tob Bdward Waring (d^ Nlhere hierOber in 

meiner Abhandlung „Historische Untersuchung der ersten Arbeiten Aber 
Interpolation", Biblioth. math. 2, l:)01, S. D.j— 9G) 
Zu S. 810, Z. 5 von oben bemerke ich: Stirliug hat koine neue Inter- 
puiauonsformel gegebea, sondern die 4 von ihm benutzten linden sich 
unter den € TOn Newton im MetihodaB diffenntialiB (1711 Ton Jones 
TerSflkntlicfat) miijgetnlteii. (VgL meinen oben atierten Au^ta Sw 91.) 

Mflndwa. A. v. BuAinafOHL. 



Zu I E, Differenzenrechnung. 

I. Zu 9'J7— 928, Anmerk. 15^. Die Reihe (38) ist schon bei Archi- 
medes (Buch über die Kugel und den Cylinder prop. 22 und 23) sum- 
miert ond kommt dann wieder bei Kepler (De motibus stcilac Martis, 
Opera Ed. Frisch m, 335, 390) Tor. Euler bat die Summation der 

Beihen ^ sin (« + fit») ond ^ cos («-f f^**) som erstenmale bereits 1748 

im VIL B. der Miscellanea Berolin. p. 129 ff., also lai^e vor Bossut 
▼eröffentlicht. 
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8. 925, Anmert. 14 i-^t /n l)<-merteu: Heinrich Lat i Bibliotb. matli. 
1 1900, S. 90— 92) g< /ei^. da^ die iSimpsonsche Begel schon 1668 von 
James Gregory gegeben wurde. 

MfincheiL A. v. Bbaukmühl. 



Zq n A 2. Differential- und Integralreelmang. 

IL Auf 8. 56 unter Litteratar 1) Ältere Werke solH* nodl 
Jacob Beraoalli, Opera, 2 Bde. GeneT. 17i4. 
MfinoliML A. T. BaAiTMinniii 



Zu II A S: Bestimmte Integrale, 
n. 8. 160, Znle 9 von imten ▼enniaM idi das S^tot ra Wallis' FcRnol 
flfar *; Opera I, 467 and II, 856, Seite 161, Zdle 5 toh oben ein« 

nüliere Angalie darüber, wo die Eulersch« <i!eiobung r(\) «V« sich 
zuerst findet, desgleichen S. 17ö, Zeile Ji von oben, tco Wallis die 
Betafimklioii aneitt wteisiicbte. Auf denelben Bdte solUe Zeile 9 roa 
onieii erwUuit sein, daOi Enler die Befeafunktioii zom entenmale sdioa 

in Cbniir. Acad. Petrop. ad annos 1730/31 V, SO — 57 bringt — In 
Anmerk. 156, 8. 182 fehlt die Angabe, dafs Euler die ersten 12 Ber- 
noullischen Zahlen schon 1739 in Comra. Aead. Petrop. 116 — 127 
berechnete und benützte, ferner sollte ebenda bei der Formel 

B » Stm i^of Eulers Introductio in aoalyän infinit Gap. 15 

nnd auf Comm. Acad. Petrop. IX, 160 ff. verwiesen sein. — Bei ,^Eiiler- 

sehen Zahlen" Zeil*> 14 von oben auf S. 183 ist endlich zu bemerken, 
dafs 8tudnicka Über ein Analogou zu denselben geschrieben bat Sitx.- 
Ber. der böhmischen Gesellscb. 1900. 

München. A. T. Bsauxmüill. 
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rX ti. 428 9] pT. ^ 1901. In Original-Leinwandhand mit Zeichnung von 
F. BüKCK in liarmütadt. u. JC 10. — . (Auch in 2 HiUfteu broschiert , jede 

B. j; 8.—}. 

Beyel, Dr. Olou Dowot am Polytecfanikiim in Z8iicih, derntellende Geometrie. 
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Owator. MoritB} Vorlesungen Aber Oei^chichtc «ior Matbomatik. In 3 Bamlpin. 
EL fisAd. Von 1(168—1768. 2. Auä. Mit 147 in den Text gedrookten Fig:ur«D. 
(Z v. MS 8.] gr. 0. 1901. geh. a. JL M.60r 

OmAvOi IhmestOi Torlesnngen über natHrliebe Geometrie. Aatoriuerte 
deutsche Ausgabe von Dr. Gbrhard Kow^bw^^ki Mit 21 in Jen Text gedmcktoft 
Figuren [Vni u. 341 S ] gr. 8. 1901. In Leinwauil j^ob n. 19 .— 

JUokaoHi Ifc £t.y Ph. D., Aiwiütant E^feasor of Mathematics in tbe Univexaity of 
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AignaiAiite Iog4s tob S. 0-^10 bis 9 . 90000^10. (Vom Asgnmeiit 0.00000—10 aaa 

1 -J- ?■ 

bia 0,000700—10 iinil die log ' nur aoab fOnfitollig angegeben, Toa dort 

an Tieratelüg [IV o. 78 8.] gr. 8. 1902. geb. n. JL S.OO. 

SOMdgeboKser. IteO| die Principien der Mechanik. Math. UntonaehnogeiL 
[Xn IL SS8 8.] gr, 8. 1001. In Leimr. geb. 0.» 

XtalUKiker, X«., Vor legu ngen über Zahlontheorie. I. Band. QamiMgegebia rOK 
KuBT HusBb. [XVI u. 609 S.] gr. 8. l'Jül grh n X. 18 — 

MlAthematiBche und naturwiaaensohaftUohe Berichte aus UnifAm. Mit Unter- 
stützung der Ungarischen Akademie der Wisueunchaflen und der KgL Ungar. 
natnrwissenschafUiohen Qenllschaft herausgegeben von Roloio Bjlroh Eftrydau 
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u. 864 8.] gr. 8. geh. H — 

Netto, B., Vorleauugeu über Algebra, 'i Bde. IL Bd. 2. (SehliUB-)Lioferang. 
[ZI o. 8. 198^07.] gr. 8. 1000. geh. a. Jl 10.-> 

Lehrhncli dor Kombinatorik. A. u. d. T.: B. O. Teubners Samm« 

Inng von Lt^hrbÜLberu auf dem Oobietc der Mathematischen WisAtm- 
schaften mit KinüchlnÜB ihrer Auwundungeu. VIl. Band. lYUl u 360 S.j gr. 8. 
lOOS. In Iieisw. geb. n. Jk 0.-- 

fltols« O. und J. A. Gmeiaer» theoretitehe Arithmetik in 8 Abteilungm. 

I. Abteilung. Zweite tito gearbeitete Anflage der Abschiutt.e I — TV Jen 
I. Teiles der Vorlesungen über aligemeine Arithmetik von Ü. Siuui. A. u. d. 
T.: B. G. Teubuern Sammlnag Yon Lehrbüchern auf dem Gebiete dor 
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Band IV, 1. [IV u. 98 S.j gr. 8. 1901. geh. n. 2.40; in Leinwand goU 
n. JL 8.-- 

VOa WtOber^ Dir. Priratdocent an der UnivarMität München, Vorlesungen über 
das Pfaff'sche Problem und die Theorie der partiellen Uitferential- 

ileichungen erster Ordnung. A.u. d.T : B U. Teubuors Sammlung von 
ehrbftohern *nf dem Oebtete der Mathematischen WlaaeaeehAfVoa, 
Band n. [XI u. 622 S.] gr 8 1900, lu Leinwd. geb. n. JC 24. — 

Hienm Beflagea mh B. OMoabOMf in Miaefcea und B. »oaiaar ia Ukiß^ 
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AH« Mr dl« Radaktlon b—thmnten 
}j>Ure u. •. w.) «tad an d«a g— obin«fntiiwleu 

Br. B. Jahnke, Berlia W 15, FariMr BtraTae 56 

■n rfcht«n. E« nahmen »ber »Qoh Oehoiiner Ba g i OTB ggaft Prol Br. S. X«*mpt ta 
Berlin W85, Karf&ratenAtT&ffto 189 nnd Prof . Dr. w. V»a&« S0Bi0iibiV LXb, 

Mitt«iir««bieiin 51, 8<mdunKen fiir dl« Bedakttoa an. 

■9* IH« Steron VerfiMa«r «rlultm 

tfooen u. ■. w. 10 AbEÜge4 
■adaa Herttellonsskoit«». 

mg- Jeder Eand des Archivs utnfarBt 24 Sznekbogm in 4 HoAcn «Ad koitek 
14 MarkL Jährlich sollen zunächst etwa 6 H<^fl^ »!Otgff0ttKL WWflltt» ABa JiB^ftM^ 

jUuigea ima f pstanatalioa nehmen B— toHnngea an. 

nt BtlaktieB emeht ü« Berrea Aitoroi, ia ikrai ei^«a latwMte ta 
Umfaas der ffir Am Areliir b«stiHBt«n MaBusKript« nach MegUcbkeit einscliriikei 
T g wollen, da ■» atUha yifaigi Uaimim iMrirtt hilw, ia aithrt» Jtoil «ijaiiaAi 
la werdea. 

INHAI.T DES VQRT.IEGgNDBN 2£FT£& 



•teMidk Vin iNt|h IMmr IdHIM N 

<W dk glaw^jHaffan «I<t JTuraiii tiw<i JUdfco Jiwliwi flfwwfaa Yon&MU« 

in TTejdpll.ertT (<;r}ilur?t. »4 

Übtr kubtüdi': KnuftrukUoHcn. Von K. Tll. \'alllfB in Kouigr^lu^rij i P .... llt 

Über Btwia« von 6chnittpunkUaUm. You iierhani ümeaberg in CiuurloUeaburg. 

Hft • FSgorai Im tat » . . m 

Xmr Theork der J ^ w dKwtfm wm tStt if mar w i Hm ^ imtm D mm f M^ 4iw n § m 

Von L. Hefter in Bonn « « ISi 

Sur In courbe cquipo!f)\f{rlJe. Par M. F. (iomfs Teiifim ^ Porto ItS 

Weiterer Beärag zur veralifp-rneDierUn lumehpmngaufgabe. Von F. FitttBg in 

Mündien-Qladbach. Mit lö f iguxen im Text 136 

iTNr 9kl» BKwMiomaufgabt, Ton 0. LniAers in firidalbexg Ifit 

AmmHonm. Tob I. Bmi, IL Ciiiitr, KlkM, IimI XiBM, & Opiti» 

F. FidEfli, 1. Otttteh, e. WallMilbcig^ JL WdagMtai IM 

"Weber, Heinrifb, Die puüellen Diffcrentiftlflelcliungc« der Matltemstisclirn Physik. 
Ton Jr« WtlatarUB. S. lU. — M aller, aelarieli, Die AUtiteiBatik vd den 
eyuMiM eai MMMtaa. Ten InHt bUiM. S. Ua ^ Miller, K ea4 
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Die Terwandtseliaft zwlBclien einer Qeraden und ilirem 

Lotpunkt in Bezug auf ein Dreieck. 

Von Joseph Necbbro in LtlfeticL 

Diese VerwsndtKhsft habe ich untenacht in der Ntmo^ Corre- 
spondanee meMnoHgue 4 (1878), p. 379—382; der betroffmde Artikel 
tragt die Übefsehxift Sur me tnmsformaHon des figuires und enthilt 
die Lösungen der Ton mir Totgelegten eiiifchligigen Aii%ftben III 
und 112 {flriä,, t II (1876), p. 189). Die intenasante Abhandlung 
des Heorm Cwojdiineki ftber den Lotpnnkt (Archiv (8) 1, 175—180) 
rechtfertigt eine neue Bearbeitang deeielben Gegenstendee, welche meine 
ersten Besoltaie mit einigen ZneStsen wiedergiebt 

1« Ton den Ecken des Fnndamentaldreiecks AiA^A^ falle man auf 
eine beliebige Gerade m die Lote A^B^, A^B^y ^i^a den 
Fobponkten die Lote B^C\j ^»^'t, ^i^z ^ sugehoiigen Seiten. 
Letztere Lote schneiden sich in einem Punkte dem Loipmikk Ton m. 

Von welcher Art ist die Verwandtschaft {m, M)? Einige besondere 
Fälle geben hiertlber die ersten AufBchlflsse. 

Jeder Geraden m entspricht nur ein Punkt mit Ausnahme der 
unendlich entfernten Geraden , deren Richtung unbestimmt is^ und 
die somit jeden in ihr enthaltenoi Punkt zum Gegenpunkte hat. 

Nimmt man fOr m eine der drei Seiten des Onmddreiecks, so 
findet man jedesmal f!br M den Hdhenpunkt. ff^; folglich hat 
wenigstens drei Gegengeraden. 

Bei pariüleler Verschiebung von m in der Richtung Ai B^ erleidet 
die Figur MB^B^B^ dieselbe Verschiebung; mithin, wenn sich m um 
einen festen Punkt im Unendlichen dreht, ist der eigenÜiche Ort von 
M eine zu m senkrechte Gerade; der vollständige Ort begreift ausserdem 
die Gerade m^. 

2, Bewegt sich B^ auf einer Scnkieeliieu zu A^A^, so verbleibt 
anrh M auf Wj. Die Senkrechte m in auf umhüUt dium eine 

Paralu'l TTy. welche vij zum Fokus und «, zur Scheiteltanj^ente hat. 
Ich inzetf hilf' mit oder :r.^ die Parabeln, welche der Bew^ping von 

Azctuv d«r MAUifiiBatik uod i'ti}(ik. UI. £«ibe. HL 7 
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90 JoREFH Nri RKita: 

Bf auf einer Seokreefaten m. A^A^ oder der Ton auf einer Senk- 
reebten za A^A^ entepiedien; der Ort des Ponktes Jlf iet ahdaan M| 
oder n^. 

3. Gehen die Linien n^,rij, )i^ (.luroli einen und denselben Punkt Jlf, 
80 ist die (legengerade von M eine gemeinsame Tangente der drei 
Parabeln :ty, :t^, tc^. Folglich entsprechen einem Punkte M drei Ge- 
raden m. Ich nenne diese Linien m^, /tu, w/,; sie können alle drei reell 
sein, oder eine nur ist reeU und die beiden anderen, obschon imaginär, 
schneiden sich in einem reellen Punkte: Die VertcaneUsdiafl (»ij M) 
ist eindreideutig. 

4. Der Umkreis den Dreiecks f%fii}tn, geht durch den Brennpunkt 
jeder eingeschriebenen Parabel, nuthin durch die Punkte A^, A^, A^ 
Mit anderen Worten, die Gegengeraden eines Punktes bilden ttn Sehnen- 
dreieck des dem Granddreiecke umschriebenen Kreises, dessen Zentrum 
ich mit 0 bes^ichne. 

Die Leitlinien r/j, d^^ Ton 9^, jr^, sr, kreuzen sich im Höhen- 
punkte H,n des Dreiecks iNiiM,iNg. und Hm liegen offenbar sym- 
metrisch zu M* 

Giebt man eine Gerade m^, so findet man leicht die zu demselben 
Lotpunkte M gehörigen Geraden vu, m^. Man suche den Lotpunkt M 
▼on fM|, verlängere die Strecke H^M um MHm — H^M und fälle ron 

auf eine Senkrechte, welche die Kreislinie 0 in zwei (immer 
reellen) Punkien N^, Nly schneidet; w, ist das Mittellot einer der 
Strecken if^^i, von H^Ni. Wenn nt^ die Kreislinie 

in zwei reellen Punkten N^, triflFt, ist M auch der Lotpunkt der 
Geraden -A^i^Vg, A^i^tj fnj aulaerhalb de? Kroises, so ist rs', der 
Schnittpunkt Ton sswet imaginären Gegengeraden des Punktes M, 

5. Betrachtet man die dem Dreiecke m^m^m^ eingeeehriebene 
Flsmbelsehar, so ist der Bllsehel der Iieitlinien symmetrisch kongruent 
mit dem Bttsohel, welcher die mgehörigen Brennpunkte von einem 
festen Punkte der Kreislinie 0 projiziert; denn der Leitstrahl des 
Punktes m^fn^ und der durch diesen Punkt gezogene Durchmesser sind 
symmetrisch zu der Halbierungslinie des Winkels m^m,. Hieraus 
folgt, dab die Richtung der Leitlinie und der Brennpunkt sich gegen- 
seitig bestimmen. Wemi auch M seine Lage ändert, so gehdrt doch 
zu jedem Punkte der &eislinie 0 als Brennpunkt dieselbe Bichttmg 
der Leitlinie, weil dies so ist für die Punkte J^^, Ä^. Nun ist 

das Gegendreieek des Hdhenpunktes H^-^ folglich ist die Leitlinie jeder 
der erwähnten Parabehi parallel zu der Simsonschen Linie seines 
Brennpunktes in Bezug auf das Dreieck A^A^A^ 



I 
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LanoR wir jdxt M auf einer gegebenen (bereden ii fbrtrilcken; der 
fankt leitet alsdann auf einer sa n paiaUelein Geraden d. Die 
Tencliiedenen PanlMbeharen, welche dem veiinderlichen Dreiecke 
%tf%Mi eingeechiieben nnd, haben eine gemeinsame Enrrei nimlieh 
die Psiabel welche d zur LeitUnie hat; denn d beetimmt den zu- 
gdi5rigen Fokns. Hieraus folgt der Sats: 

Jieicefft sirli M auf einer hrlirbifjm Geraden w, sn umhiiÜen die 
Geye)if/»ra<ieH cim Farabcl z, dcrvn Leitlinie d su n parallel ist. 

6. Wenn m eine Kurve ^7 der Klasse v umstreicht, so bewegt sich 
der Lotpunkt M auf einer Karre V der Ordnung 2v, Denn die 
Sehnitfepimkfee der Kurve V mit einer Geraden n entsprechen den 
Tangenten von F, welche auch die der Geraden f» entsprechende 
Parabel st berflhren. 

7. Im besondem, wenn m sieh um einen festos Punkt P dreht, 
10 beschreibt der Lotpunkt M einen Kegelsdmitt W, Wie schon Herr 
Cwojdzinski bemerkt hat, findet man unmittelbar die sechs Punkte 
dieses Ortes, welche den zu den Seiten des Granddreieckes senkrechten 
oder parallelen Lagen Ton m entsprechen: es sind die Projektionen 
P,, Pj, Pj von P auf die Seiten, und die Punkte (^,, ^3, welche 
man erhält, indem man auf den Höhen die Strecken H^Q^ = P^i^, 
ffaQi = I'iPy ^a^s^PjP abträgt. Der Mittelpunkt von halbiert 
somit die Strecke P 

Ist P Ans Zt ntmni ilos [ mkreises, so wird TF der Feuerbachsohe 
Kreis. ^) i üx kerne andere Lage von P kann W ein Kreis sein; deim 
der Krei.«? P^P^1\ hat zum Zentrum die Mitte der Strecke zwischen 
dem Punkte P und seinem Winkeigegenpunkte. 

8. Es sei jetet P ein Punkt der Kreislinie 0 und p seine Fnfs- 
pmiktlinie in Beaug auf das Chonddieieck. Der su P gehSrige Kegelr 
•dmitt W entartet in die doppelt zu zahlende Gerade p. 

ümgekehrt, wenn M die Linie p duichläuft, so entartet die au- 
gehSrige Parabel n (§ 5) in den Punkt P und den Richtangspunkt 
^ Senkrechten zu p\ denn, da p den Abstand S^P halbiert, ist die 
Lnflinie die durch P za p parallel gezogene Gerade^ und dar Brenn- 
punkt ist P selbst. Das Dreieck m^rnftn^ besteht jetzt aus einer Senk- 
iwhten zn p und zwei von P ausgehenden Geraden. Ein oben (§ 1) 
cnrihnter Sata kann jetzt so TerroUstSndigt werden: 



1) Iheaer Satz ist saeist von Herrn Soons (Tirlemont) atuigesprochen worden 
(MatbeaU 1896, S. &7). 
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Für paraUde Lagen von m ist der Ort des Lotpunkies eine gu m 
sekkrecMe Gerade p; ändert man die BiMmg von m, so ermigt p eine 
Steinersdie J^ipoesßoide, 

Eine liesonder» Beachtang Terdient der Fill, wo M eine Seite^ 
z. B. A^A^, des Onmddreiecks dnrehlSnft; eine Oegengerade ist dum 

die Senkrechte in zu A^Ä^, and die beiden anderen schneiden sieh 
im zweiten Endpunkte des Dnrclinieesenr A^O des Umkreises. 

9, Wenn dor Punkt M eine Kurve V von der Ordnung (x durch- 
läuft, so ist die Enveioppe der (iegeiigeraden m eine Kurve (/ von der 
Klasse 2u. Denn die Geraden m, weiche jetzt durch einen gegebeneu 
Punkt P gehen, entsprechen den Sehnittpnnkten derKunre Kmit dem 
zu P gehörigen Kegelschnitite 

10* Ich werde noch kurs meine gynthetischen üntermchnngen mit 
den Oleichungon des Herrn Cwojdsitfski in Znsanuneiihang bringen. 
Die Gleichung der Gerade m sei 

und mau setze 

« = £> + £; + 'El — 2K^K^ cos ili — 2 JTgJTj cos ^ - 2Jrili^ cos A^. 

Alsdann sind 2a^, 2cc^, 2«, die partiellen Ableitungen der Funktion« 
nuch A', , A'^, A'j-, die Gleichung « = 0 stellt die unendlich entfernten 
Kreispunkte dar, und man kann Oj, ansehen als die Koordi- 

naten der Uichtungspunkte der Senkrechten zu m [ in Linienkoordinaten 
repräsentieren die Gleichungen «j ^ 0, — «3^0 die Richtungs- 
pnnkte der Hohen A^ü^, -^^»9 A-^«* Koordinaten des Kichtaugs- 
punktes ¥on m sind: 

nnd die TaiiL^entialgleichungen /Jj = 0, /J^ = 0, /3, = 0 gehören zu den 
Richtungspunkten der Seiten A^ A . A^A^^ A^A,,. Die Gleichungen 
der Geraden B^C^f i^Cji -j^«^» nehmen jetzt folgende Gestalt an: 

Dieses sind auch die Gleichungen der i'urabein x^, st^, 31^ in 
Linienkoordinaten, wenn {Zy, z^) die Koordinaten eines festen Punktes 
M sind. Die aus (I) abgeleitete Gleichung 

(II) Kt^^i Bin ^ + K^^iMt sin ^ + K^KtB^ sin ^ - 0 

bezieht sich auf eine Paral>el, welche den zwei Dreiecken A^A^A^ 
m^^m^nt^ eingeschrieben istj die Leitlinie ist H^M, 
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Die l"ormeiii (1) können auch so geschrieben werden: 

nun kaum iiier B^, H^, als Kooidutaten des Pünktes in Besag anf 
die HSlifln EA^, SA^, HA^ anflehen. 

Loet man «wei der Gleichungen (I) nach s^^ z^y z,, so kommt: 

=« «iC-Ä^ COS cos — JST, cos — JT, cos ^5), 

68^ = «^(iTi OOS C08 — J£| COB jlg ^ JTi 008 

— C(s(-^S 008 ^ OOB il^ — 008 ~ •^)» 

WO (f ein ProportionaliUtsiaktor ist. Die Klaiumeni, gleich Null ge- 
setzt, repräsentieren die zweiten Endpunkte der Durchmesser A^Of 
il,0, A^O des Umkreises. 

11. Auch die Lotpunktgerade des Yollständigen Vierseits läfst sich 
leicht aus den obigen £ntwickelungen ableiten. Ist nämlich m^m^m^ 
das Gegendreieck des Punktes M, so giebt es eine diesem Dreiecke 
und dem Gnmddreiecke eingeschriebene Parabel, welche die Gerade 
H^MH^ zur Leitlinie hat. Kennt man jetzt a^, o,, a, die Seiten des 
Dreiecks A^A^A^ nnd eine Gegengerade des Pirnktes, so hat man 
den Satz: 

Wenn man vier Geraden a^, a,, a^f ff'i^t, so befindet sich der 
Lotpunkt von jeder dieser Linien in Bezug auf das durch die drei andern 
gMkte Dreiedt auf der LeiÜmk dar die wer IMen berükreinden Farabd. 

Lflttieh, 22. Mai 1901. 
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Vüu 0. KoEliLLii ui Heidelberg. 



(PorlMtatiiag.) 



5. Einteilutuj der Flächen MweUer ürdmttig. — Zur pn^dilivm £ui- 
teiiuDg der durch die Gleichung 



gegebenen Fläche dient auTser dem Kang ihrer DeterminAnte Ä 
die Beihe 



m der i, 1% l unter den Zahlen 1, 2, S, 4 steUi so (jetcäJdt werden 
adUen, daß ihre beiden mittleren Glieder nidU mtgl/ekh verschwinde» %md 
tmßerdm ^« + 0 ia für if{A)^l, 

Dies irt immer möglidif wenn ^(il) < 3 iei Denn nach Nr. 3 I&lst 
rieh die Reihe 

(Tk) Äkkiiii) Auk,u, 1, 

' Mle Q{Akk) < 2 ist, stets so aufiitellen, dab ihre beiden ersten Glieder 
nicht zugleich Teisehwinden. Ware aber Q{Atk} => 2 f&r Jb « 1, 2, 3, 4, 
so müfste nach derselben Nummer die Flüche die Tio* Seitenebenen Sk 
des Koordinatentefcraeders in je einer Doppelgeraden schneiden, also 
eine Doppeiebene nnd somit pirl) = 3 sein. 

Wir zeigen uiin, dfifs die projektive Beschaffenheit der Fläche aufser 
II q{ä) nur von der Anzahl w{A) der Zeichenwechsel der Keihe (J) 

abhängt. 

Es sei zunächst q{A) ^ ^Iso (H) eine nicht entartete Flüche 
und \ \ \ VW \ eine beliebige, sie nicht berührende Gerade; dann 



(8) 





(T) 
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sdblieCMii wir «as Gkiehimg (14a) onmiiielbar, dab für ^>0 diese 
Geiade sfcefcs zngleich swei reelle BerOlmmgBebeiien und zwei reelle 
Fliehenpunkie^ besw. swei imegm&re BerfihrmigBebenen nnd zwei ima- 
ginäre Flächenpunkte trugt, die FlSehe selbst also geradlinig oder 
imaginär eem mnls, dafs dagegen für ^ < 0 die Gerade | yz \ entweder 
swei raelle BerÜhrungsebenen oder swei reelle flächenpunkte tragt, die 
Flidiie selbst also reell, aber nicbt geradlinig ist.*) Für ^ > 0 ist 
tber die Fläche geradlinig oder imaginär, je nachdem ihr Schnitt mit 
einer beliebigen Ebene, also anch mit der Koordinatenebene recU 
oder imaginär ist. Nach Nr. 3 ist das crstere oder das letztere dcr 
Fall, je nachdem die Reihe (7\) Zeichenwechsel aufweist oder nicht, 
d. h. je nachdem die Reihe (T) zwei oder keinen Zeichenwechse] besitzt. 
Für .-1 < 0 dagegen zeigt ( 7^) immer einen oder drei Zeichenwechisel. 
Die Fläche ist somit für q(A) = 0 imaginär, geradlinig oder nicht- 
geradlinig, je nachdem ic{ Ä ) 0, 2 oder — 1, 3 ist. 

ht q(A) =1, so geht die Reihe (7^ in (Ti) ülier, und ihre 
Zeichenwechsel geben nach Nr. 3 Auskunft. (IriüImi , ob die wegen 
./Ijj =4= 0 nicht entartete Srhmttkurve der Fliiriie mit der Ebene reell 
oder imaginär, ob also der durch (b) dargestellte Kegel selbst reell 
oder imaginär ist. 

Für ff{Ä) 2 endlich ist das dmch (8) gegebene Ebenenpaar 
sogleich mit dem Pirnktepoor, das es wegen Atk,it 0 mit der 
Geraden | 8^8i \ gemein hat, reell oder imaginir; man erkennt also 
wieder direkt ans den Zeiofaenwechseln von {T), welcher Ton beiden 
lillen eintriti>) 



i) üiennit »üid, wie beiläufig bemerkt werden soll, auch die beiden folgenden 
bflksantea 8Uae bewieiea: 

Zwei windaddefe reapioke Polaren einer geradlinigen Fliohe sweitar Ckd- 
nng sehneiden die Fläche entweder beide reell oder beide imaginär, und et 
gehen entweder durch beide swei reelle oder duroh beide nwei imsginfiie Be- 
rähnmgiiebent^n 

Von sswci windschiefen reziproken Polaren einer nichtgcradlinigt'u 1 l'irho 
zweiter Ordnung schneidet stets die eine die Fläche reell, die andere imaginär, 
and et geben dnioh die eine swei imaginSie, durch die andere swei reelle Be> 
rllhmigiebenen. 

8) Hinreichead, aber nicht notwendig, um eine Fl&ohe zweiter Ordnung da 
reell zu charakterisieren, ht folgendes Snteiium: Wenn in der Reihe der Haapt- 
nnterdeterminauken Äj^^, -^t»,!!* ^Ued verschwindet, dem mindestens 

«U nicht verschwindendes Glied vorangeht, so ist die Fläche immer reell. 

Ist nämlich A 0, so besagt A^.^. = 0, be/.w. ~ 0, dafs die Ebene 

i^t bezw. die Gerade j S^8i 1 die Fläche berührt, während ihr für o^^ 0 die 
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Dtmnaeh isi die Fl&ehe zweiter Oidnimg für 

1) q(Ä)='0 und 

«) w{A) — 0 eine imaginäre nicht entartete Flächt*, 
ß) w(A) — 2 eine geradlinige nicht entartete flache, 
y) w(Ä) » 3 eine nichlgenidlinige nidit eniutoto VBii6b», 

2) if{A) = 1 und 

a) iß(Ä)»^0 ein imaginärer Kegel, 
fi) w(A) = 2 ein reeller Kegel, 

3) QiA) = 2 und 

«) w(A) = 0 ein imaginäres Ebenenpaar, 
ß) w{A) 1 ein reeUes Ebenenpaar^ 

4) ifiA) » 3 eine (immer reelle) Doppeiebene. 

Damit ist die projektive Einteilung dieser Flächen vollzogen. Ihre 
metrische Einteilung fällt zusammen mit der projektiven Einteilung ihrer 
Schnittkurve in der Ehene £^ und ist somit nach Nr. 5 bestimmt 
durch q{^Q) und w(Q), wo 



«11 <»M «14 — fll 

<hi «» — fli 



«13 «»8 
«14 ««4 



«33 «34 



ü 



44 



2t & & S4 
und der Wert von w(Q) mm der Reihe 



-9t 

0 



<«,I-.1,1,S,4) 



Ecke iVj des Koordinatentetraeders angehört u. s. f. — Es sei gestattet, im Aa- 
se hin I'h hieran em kleines Versehen in der Abhandlung von Briickcl (1. c. S. 216, 
Anmerkung 7) zu berichtigen. Das Verschwinden eines A^j^ ist nicht hin- 
reichend, tim nin Parallt-lebeaenpaar als reell sn erweisen, wie das fieiq»iel des 
imaginären Ebenenpaares 

zeigt, tür das A^^^^ =^ A , , =s Ai,^^^ = 0 ist. A/^f^ = 0 besa^'^t nur, dafs 

die iuimci retilie Schnittlinie des Ebenenpaares durch die Teiraederkante 
I 5^5^ ] geht 
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m entneliineii ist Der Fliehe gehört demnach in fllr 

1) QiQ) = 0 und 

a) tv{Q) — 0 ein imaginärer uneigentlicher Kegelschnitt^ 
ß) ^(.Q) ~ 2 oin reeller nneigenüicher Kegebohnitt, 

2) ff(Q) = 1 lind 

« I w{Q) = 0 ein imaginUres iineigentliches Geradenpaar, 
ß) w{Q) i ein reelles uneigentliches Geradeupaar, 

3) q(Q) — 2 eine nneigentUche D<^pelgenule*)^ 

4) p(^) a. 3 die nneigentliche Ebena 

HieruBch giebt Tabelle III (S. 108) die gesamte Einteünng der 
Rächen zweiter Ordnung.^) 

6* EkUeikmg der Kurven sweiter Klasse. — Ist 

(20) v(u, u) ^^ttitUiUk - ü K*=«*<' = 

die Oleiehong einer solchen Kurve, 

A-|«al 

ihre Determinante, so erhalten wir ihre projekUiu Einteilimg nach dem 
in (1er Ebene giltigen Reziprozitätsgesetz aus Kr. sie ist somit durch 
p(A) und durch den aus der Reihe 



1) S. Aoiuerkuug 1 S. 31. 

S) let die Fliehe (8) auf ein KooidiaatmtetEaeder beEogen, deiMn Stile 
4?« «s 0 die unendlich feme Ebene ist, so sind die Betraohtangen tob Nr. 8 nnd 

Nr. 4 für ihre Klaeaifikation entbehrlich. Zur prajektiren Kintpüunf^ benutzt man 
dann fSi a 0 ftatt der Gleicbnng (l4a) die bekannte Deteminaatenrelation 

MS dttr ndi dieselbeii Sdüflaie wie ans jener sehen lanen, da eineneits 
I, < eder > 0 ist, je nachdem anf der Geraden | Sj^l^ \ awei reelle oder iwei 

imaginäre Flächeapunkte liegen, uidrerseits aber, wie ans der Darstellnng der 
Fliehe durch die Gleichung F(u, m) — 0 folgt, Ä^^Afi — Alf < oder > 0 ist, 
je nachdem durch dio r^-rade | | zwei reelle oder zwei ituafiinilre Bernhrunga- 
ebenen gehen. Die mctriache Einteilung der Fläche aljer orgiebt sich, da dann ihre 

Sduutkkorre mit der Ebene durch die öleiokaog ^ on^^Xi^ o * « i, s. s) 

gegeben ist» nach Kr. S direkt aas dem Wert von 9iÄ^ und dem ans der R«he 

^"") -^U"«* -^44,11» ^ <I,I-X,S,D 

m bestinmieaden Werte v<m tc{A^^). Für eine Fläche, die auf ein Kartesisches 

Koordinatensystem herzogen ist, tritt also in der Tabelle an Stelle von ^, und 
die Beihe (B"') an Stelle der Beihe (B'"). 
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sa «ntiulimniden Wert Ton 19(A) bwtiiiimi Die Kam ut abo ftr 

1) p(A)-0 und 

a) u?(Aj="0 ein imaginärer Kegelschnitt, 
ß) w{k) 1| 2 ein reeller K^elsclmitt, 

2) 9(A) 1 und 

a) i0(A)«-O ein imaginiree Pnnktepaer, 

ß) <t'(A) = 1 ein reelies I'uuktepaar, 

^) ^(A) *" ^ ^iii^ (immer reeller) Doppelpunkt 

Die metrisciie Dinteüiuig hängt, so lange die Enrre nur ab SkaMoh 
gebilde betrachtet wird, aBem ab ron der Stellung^ welche die Gerade 
in Beeng auf sie einnimmt Wir haben demnach nor su untw- 
■eheiden 

1) Kurven, denen nidU angehört^ für die also (p{g, q)^i), 

2) Knrren, denen als TemgeiUe angehört^ für die alao q>{q, q) — 0, 
aber 9(g,i*)=|H0»), 

3) Enrren, denen als smgMrs Gerads aogehOrt, d. h. ftr die 
^{q, «) = 0 iai 

Wenn wir aber auch die sekundäreü Kiemente der Kurve, die 
KurvenjOT/wÄf/', mit in Betracht ziehen, so itst die Eintciluntr noch zu 
vervollHtänditreu. !)• uii dann kann es unter den mgentlif iiai ijeradea 
der Kurve solche geben, die einen unendlicli fernen Knrvenpunkt tragen, 
die also vor den üHngen eigentlichen Ueraden derselben metriBch ans- 
gezeiehnet sind. Nennen wir eine ciijtntiiii<c (tiTade, welche dif^ Kurve 
im JhiendUelini Ii i/ihrf. eine Asymptote'*) deraelbeu, sa hängt somit ilire 
metrische Kmleilung aulscr von der Steniunr. die r/^ zu ihr einnimmt 
und die immer das Haupteinteihmgspi iii/i]! Ii. j, rt. noch ab von dem 
Vorhaiidensein und der Reschaäeniieit ilirer Asymptoten. 

Diese weitere "tri sehe Einteilung ist in den Fällen 2) und 3) 
schon durch die projektive Einteilung der Kurve erledigt und beein- 



1) Da 9(9f <*)*^tt|jb**<ft **^9<(fl)**f bedeutet »)=|=0, dab 

i,k i 

nicht alle 91(9) 0 sind, dafs also keine „biiiguläre" Gerade der Kurve ist, 
wUuend 9(9, u) — Og^ als siogoUbe Gerade derselben chacakteristeri -> Ebenso 
ist fBn eine Fl&che sweiter Klasse f. eine „siagnUre^* Ebene, wenn 9)(9, «) =3 0 ist 

2) Ebenso soll im folgenden unter dt-r AsympMentbene einer Flache zweiter 
Klause eine f'ij^nfJtdiC Ebene, die die FlÄche im Unmdlichm berührt, nnd tintrr 
dem AffffmptotcHkegtl derselben die Gesamtheit ihrer Asjoiptotcue^oieH ver- 
standen werden. 



Digltized by Google 



über die JÜMaifikation der Kurven und Fl&chen sweiten Grade«. 



99 



flolst d^halb die Gemnieinteilimg nichi Im Falle 2) nämlich hat 
die Kurve für (>(A) — 0 keine Asymptote, fiir p(A) = 1 einen Parallel- 
gtrahlenbüschel reeller Asymptoten; im Falle 3) hat sie für p(A) = 1 
zwei ParallelBtrahlenbüschel von Asymptoten, die reell oder imaginär 
sind, je nachdem die Reihe A^^., 1 Zeichenwechsel besitzt oder nicht, 
für = 2 aber einen Panillelstrahlenbüschel reeller Asymptoten. 

Im Falle 1) dagegen, in dem die Kurve a] imaginäre Asjmptoten, 
ß] reelle Asymptoten, y) keine Asymptoten besitzen kami, müssen wir 
u) und ß) noch metrisch trennen; denn diese Fülle köimen beide bei 
einem reellen Kegelschnitt. Aso für p(A) = 0 und ( A) = 1,2 eintreten, 
wahrend y ) immer und nur für A = 0 ^eintritt Ist a})er 9P(g', 5) + 0 
und (i{k) ^ n und sind |, — (Pi{q) die Koordinaten dea Mittelpunktes 
der Kurve, so folgt aus der zu (.'ia) reziproken Gleichung'), wenn 
, J-) tlie adjungicrte Form von <p{M, u) bedeutet, dafs ihre Asymp- 
toten imaginär oder reell sind, je nachdem |) > oder < 0 ist, d. h. da 

«11 «II cfis —9i{q) 
«u «0 «n — 9i(f) 

«II «fe -vM 

je nachdem ^<p{g, q) > oder < 0 ist 

Für die metrische Einteilung unserer Kuire erhalten wir somit 
folgende Kriterien: 

Die Koire trägt für 

1) 9&>?) + 0 und 

a) A^(9, q) > 0 nicht, aber ein imaginSree Asymptotenpaar, 
ß) ^95(5, </)<0 <7, nicht, aber ein reelles Asymptotenpaar, 
y) A » 0 weder , noch Asymptoten, 

2) ^{q, 9)^0 und 9(9, «) 0 alt Tangente, 

3) <p(^q,u) = 0 9m ^ singulare Gerade.^ 



1) 8. aueb Aamerkang l) S. M. 

t) Man kSunie die unter I) und t) fsllendea Karvea auch nach dem Jtmg 
mul Toneidieii der in (Sl) auftreteDden Detemiaaiite 

«Ateilen. Setet maa aimlich 

I <p(v, U>) qp(u?, w) I ' 

WO 0 und 10 swea beliebige durch den Mittelpunkt £ der Kurve gehende Gerade 
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Hiemaeh ei^ebt sieb f&r die Geiamiemteilfiiig der Emrf«& zweiter 
Khme TsbeUe n^) S. 107. 

7. Emteiitiufj der BerUkningskegelj hezw. -cylimier emer Fläche eweUer 
Klasse. — Es sei 

(22) »(tM.)-^«^«,.^-0 -.*-.••••*) 

die Gleichung einer F'läche zweiter Klasse inul A ^ | a■^ ihre Deter 
niinanti', dann köimpii wir mit Hülfe des im Kaume jLfiltigeu Kczipro- 
zitiits^'esotzes die projchtivi Einteilung des Kegels, der die durch den 
beliebig gegebenen luunii|Hmkt if gehenden Ebenen der Flache enthält, 
direkt aus Nr. 4 entnehmen. . 



Setzen wir 



(23) 



«11 


«II 


«IS 


«14 


-Vx 






«?8 


%4 


-Vt 


«1» 


«»» 


«N 


«M 


-y» 


«1* 






«44 


-Vi 


Vi 


Vi 




»4 


0 



sind, 80 ist durch Rang und Vor7,eichen von die Anzahl und Besch affenhp-it 
der durch den Mittelpunkt gehenden Tangenten der Kurve, die aber nicht immer 
Asymptoten in dem oben angegebenen Sinne sind, bestimmt. Nim ist nach den 
Glnehiingen (8 b) und (7), wenn nuu in ihnen Poiikl- und Limenkoordinaten 
vertauscht, 3) — O und ^(3)) — ^(P); man erhiU soaut» «ena uan «»(O) aoa der 
Reihe O, 1 bestimmt, folgende, mit der Einteilung der Kurven zweiter Ordnung formal 
besser als die obige übereinstinunende metnuche Einteilung: Die Kurve beutst für 

1. 9>(g, u) , 0 und 



1) p(0) = 0 und 

«) u'(0) = 0 
ff) wiß) = 1 



3) e(0) = 2 



ein imaginäres durch den Mittelininkt gohotides Tangentenpaar, 
ein reelles durch den Mittelpunkt gehendes Tangentein)a»r, 

eine (doppelt au sählende) durch den Mittelpunkt gehende 

Tangente, 

einen Büschel von Tangenten durch den Mittelpunkt, 

all ■ingol&re Qerade. 

Diese formale übereinstiuaung würde aber erkauft mit der Durchbrechung 
de» inetrischen Haupteinteilungsprinzips ffir die Kiirs-en zweiter Klasse; denn e* 
wiirde h. die Abteilung I 2) die Parabel und das «i^'t>iitlirlio l'unktejiaar ent- 
halten, also zwei Kurven, zu denen nicht dieselbe Stellung einnimmt. Es liegt 
eben in der Katar des Ftobleme, daTs die mOirüeh» Eiateflung der Karvea sweiter 
Klaaee enden ausfällt als diigenige der Kurven xweiter Ordnung. 

1) Wenn die Oerade g„ die Seite o-, = 0 des Koordinatendreiecks bildet, 
ist g, = 9» ^1 73 ^ ^- Es tritt also, falls die Kurve auf ein KartesiMihes 
KoordinatensysUm bezogen ist, an Stelle von <p{q^ q) und <pg{u) an Stelle von 
<p{q, u). 
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and bestimmeii *d{T) was der BeUte 

(P') 1 Ykk, 1, (*,I = 1,8,S,4) 

10 ist dieser Kegel für 

1) ^(7)*0 und 

a) w{Y) ^ 0 ein imaginärer nicht entarteter Kogel, 
ß) rr( F) = 1, 2 ein reeller nicht entarteter Kegel, 

2) und 

«) i0(r) — 0 ein imaginäres 6toiradenpaar, 
ß) tc{T)^l ein reelles Geradenpaar, 

'dj q{Y) — 2 eine (immer reelle) Doppelgerade, 

wahrend ilim und also auch der Fläche für 
4) ^(r) 3 alle £benen des Punktes tf angehören. 

Anf demselben W^e gewinnen wir aus Nr. -i das für die nun 
TOizmiehmende metrische £inteüung verwendbare Kriterium: Je nachdem 

> oder < 0 ist, trägt die beliebige durch y gehende 6«rade \jfg\ iwei 
imaginäre oder swei reelle Ebenen des Kegek. 

Von einer mOHsdim Einteilung des Kegels kann natürlich nur die 
Rede sein, wenn der Punkt y im Unendlidien liegt^ in welchem Falle 
wir den Kegel — auch wenn er entartet — einen CffUnd^ neunen 
wollen. Es sei also jetzt y ein undgentlicher Punkt und 

1 ) 9> (g, g) =H 0, d. h. die uneigentliche Ebene £^ keine Ebene der FlSche 
(22) und somit auch keine Ebene des Gylinders. Dann ergiebt sich 
wie in Nr. 6, dals in diesem Fall eine weitere Einteilung, die sieb auf 
die Asjmptotenebenen des Gylinders stfltsen muJs, nur noch für 
q{Y) = 0, also fttr den nicht entarteten Gylinder vorzunehmen ist, da 
ftr r—O keine der Geraden, in die der Cy linder dann entartet, in 
ti^en kann, er also dann keine Asymptotenebeneu besitzt. Ist aber 
q{Y)^0 und ei = <Pi{q) der Mittelpunkt der Fläche, der für <p(q,q)^0 
«in eigentlicher Punkt sein mufs, so ist die Achse j yz , des Cylinders 
eine eigenthche Gerade, und es gehen durch sie nach dem oben an- 
gegebenen Kriterium zwei imaginäre oder zwei reelle Asymptoteuebeuen, 
je nachdem 

{'l -;j$)>«ö»<o 

ut, d. Ii. da diese Deiermmaute, wenn mau ihre mit q^, bezw. q^, q^^ 
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maltiplisuerteii vier ersten KoloniiAii sor leteien addiert und die 
Gleiehniig ^qifft'^O berfickiiehtigl^ gleidi 7^(g,g) wird, je nachdem 

Y<p i^q, q) > oder < 0. 

Wenn tp^q^ q) = 0, aber u) 4= 0 ist» ao iet eine Berührungs- 
ebene der Fläche, also eine Berührungi- oder eine singulare Ebene des 
Cylindera. Der aweite Fall tritt aber, so lange 9(9, ti) z 0 ist, dann 
und nur dann ein, wenn y der Mittelpunkt der Flache*), also 
^Vi — 9M) oder 

ist. Es bildet demnach für 

2) 9fe «) - 0, aber 9(9, u) 0 und =t A^y,t*, 

die Ebene eine Berührungsebene des Cjlinders. Endlich ist für 

3) (p{q, 3) =- 0 und u) ~ 0 oder = X^tffUf 

die Ebene eine singuläre Ebene des Cylinders. 

Fassen wir die metriache Einteilung nochmals zusammen, so tragt 
der Gylinder ftb* 

a) Yq>(qf q)>0 «,nicht,aber einPaar imayniüirer Asymptotenebenen, 

ß) Y(p{q, 2j < 0 nicht, aber ein Piuu reeller Asymptotenebenen, 
y) r = 0 weder f^, noch Asymptotenebenen, 

2) yto^)^^; -0 und ^l^ViUi als Berührungsebene, 

8) 9(s,q)^0, ^{q,u)=.0 od^Ti A ^fffUf als aingullre Ebene. 

1) Obgl^eh die OeBamteinteOtuig der mftclieii tweiter Klane erat in Nr. 8 
folgt, darf dieser fiddufi doch selum hier geeogen werden« weil der Zusammen- 
htag zwischen dem Chrad der Entartung dieser Fl&chen nnd dem Rang ihrer 

Detcrminantf', sowie das RpziprozitÄtspPsetr als bekannt roraufl^psetzt wird. 
Ist nllrali'-h p'A — 0, so enthält als iierührmifrsciiene der Fläche zwei (reelle 
oder imagmare; Erzeugende derselben. Liegt nun der Punkt auf keiner von 

dielen, so entartet der Qylinder nicht; liegt nnr anf eurar denelben, lo eiit> 
artet der Qylinder in diese und in die durch y gehende ttgeiUUeke Enengende; 

ist y aber der Sclinittpunkt der beiden uneigentlichen Frzoiigenden, also der 
Mittelpunkt der Fläch»', so tragen diese n^h' KVicn»»?! r!* = (Vlindera, wird also 
erst dann eine singulare Kbene desselben. 1 u-o Kciiiielst man, falls q A. — 1 
oder «= 2 ist. Wenn aber ^ ^A) = 3 ist und der Fläche, d. h. einem Doppel- 
pnnkte angehört, so ist diese fibene schon für die FUUdie singuiax; dieser Fall 
kann also hier nicht eintreten. 
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Wir erbauen iomit Tabelle VI (S. III) fDr die aeaamtemteauiig 
«neem Eegels^ hww. Cjlmden und rohen, wenn wir sie mit Tabelle II 
wie leicht sich die letstore in die entere nmwandehi lilit. 

8. KiniiilHmj der Flächen mveUer Klasse. — Die projektive Ein- 
teilung der Fläche 

(22) q>(u, u) -^«a«,«» = 0 '»»->'«.«»*) 

erschliefsen wir nach dem im Räume giltigen ReziprozitiltagMete aua 
Nr. o. Bedeutet w{k) die Anzahl der in der Beihe 

auftretenden ZeichenwechBel, so ist die Flache aweiter filasae flir 

1) p(A)-0 und 

«) u'(K) — 0 eine imaginäre nicht entartete Flache, 
ß) w{A) 2 eine geradlinige nicht entartete Fläche, 
f) w(A) — 1, 3 eine nichtgeradlinige nicht entartete FIScbe, 

2) ^(A) - 1 und 

«) IC7(A) <-> 0 ein imaginärer Kegelschnitt, 
ß) w(A) ^1,2 ein reeller Kegelschnitt, 

3) (»(A) = 2 und 

a) w(Ak) = 0 ein imaginäres Punktepaar, 
ß) a> 1 ein reelies Punktepaar, 

^(A) 3 ^ (immer reeller) Doppelpunkt 

Die metm^ Binteilung ergiebt, so lange wir die Fläche nur als 
EbaieRgebUde betraehten, wie bei den Knrren sweiter Klasro, nur drei 
Arten Ton solchen: 

1) Flächen, denen £^ nicht angehört, d. h, für die 9(5, 3)4" 0, 

2) Flächen, denen äh BeriihniHijfsebme angehört, d h. für die 

3) - 0 und ip(q, u) =|£ 0, 

3) Flächen, denen ais skiffiUäiire Ebene angehört, d. L fttr die 

9(Mf w) ~ 0 

ist. 

Falls wir aber auch die Punlie der Flüche mit in Betraclit zieiieu, 
folgt wie Lu i^r. G, daia lür ^(ä; s) + 0 uud ^)(A) — 0 oder ^(Aj= 1 
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diese Einteilimg niofat gcnflgt Es muls dttiiu noeh feitgeatellt 
werden, ob der Asymptotenlregd der Flache reell oder iniiigiiiir 
iei^) Nadi Nr. 7 haben wir, um diee su entedieiden, in Gleichung (23) 
y, — q>f(q) zu seteen und dann w(Y) aas der Reihe (PO ^ bestimmen. 
Bilden wir also aus der Determinante 



die lieihe 



«11 


«It 


«IB 


«14 


«1« 


«» 


«ft 


«14 


«l» 




«M 




«u 


«14 


«M 


«44 



9ti9) 9»(9) 



-9i(«) 

- 9>4(fl) 

0 



SO ist der AsTinptotnikegel imaginär oder reell, je nachdem m?(D) = 0 
odor = 1, 2 ist. Für (p(Sf9) + 0 und p(A) — « 2 oder « 3, in welchen 
füllen die Fläche ein cij^entliehes Punktepaar odor ein eigentlicher 
Doppelpimkt ist, ist der Mittelpunktskegel der Fläche kein Asymptoten- 
kegel, und es mufs, da er sich dann auf eine Doppelgerade, bezw. 
auf einen Ebenenbündel reduziert, p(D) ■= 2, bezw. = 3 sein, die 
Beihe (P") also iliusonsGli werden, was wir durch w(0>) 0 be- 
zeichnen wollen. 

Demnach tragt die Flidie für 

1) Vi«/» + 0 und 

tt) »0 nicht, aber einen imaginären Asymptotenk^gel, 
ß) w{0.) = l, 2 nicht, aber einen reellen Asjmptotenkegel, 
y) w{£l)--0 weder c^, noch einen Asjmptoteuk^el, 

2) 9(9, q)^0 und 9(9, u) ^ 0 ««als Berflhmngsebene, 

3) ip{q, u) „.0 als singulare £bene. 

Aus Tabelle IV (S. 109) ergiebt sich Homit in allen Füllen die 
projektive und metrische Beschaffenheit jeder Iläche zweiter Klass^ 



1) Daff dieser Asjmptotenkegel für p(A) = 0 nicht entartet, fflr ^(A)«^! 

abpr in 7wei eigentliche Gerade zerfällt, braucht hp\ der metrischen Einteilung 
nirlit iiuhr berücksichtigt tu werden, da diese beiden Fälle schon projektiv von 
ciuuuder geschieden sind. 
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sobald üura Gleichung in einem beliebigen Koordinateoayiem ge- 
geben 

Heidelberg, den 30. Juü 1901. 

1) Wenn die Ebene — 0 des Koordinateatetreedns mit der Ebene so- 
MmmNifUlt, aho f^^f^^q^wmO^ q^^l üt, wivd 9(9,4)«- «44 nnd 9(<,«)»94(if). 
Fttner ist dann 



««II 
«II 
«I« 

«14 



«II 
«It 

«w 

«M 
«»4 



«!• 
«» 
«U 
■»4 
«%4 



«14 — «14 

•^4 — «14 

«•4 «S4 

«44 - « 



44 



und 0*4 — A44«^4 , O^» „ — Aj 
somit über in 

(P"*) AA: 



*»,ll«44 



Ar ifc, I 1, «, s; die Beibe (P") gabt 



*»*«44 » 



(1^1- 1,1,«, 



dft wir no nur bennteen, wann 9(9, q) =m u^^^^o iat, ■ho den Faktor im 
«nten OHed nnterdrilcken kOnaen, tuid de enlberdem, wie leicbt m a^en itt, 
flir ((A) — 0 nnd ((A) — 1, d. b. in den beiden einsigen FBUen, in denen wir für 

0^ 1^ 0 Ton ihr Gebrauch zu machen haben, k und l unter den Zahlen 1, 2^ 3 alUin 
f{^9 90 frp'^'ii^ilt werden können, dafs ihre beidt n rrsten Glieder nicht zugleich 
verschwinden Ist nämlich pfA) ^ 0, so kann nicht = ^ = 33 = 0 

sein, da hieraus folgen würde, dafs die drt-i unendlich fernen Kanten des Koor- 
dinatentebraederü die durch i^22) dargeatellte uichi eutartete Fläche berühren uder 
ibr gern engeböien mflTBfeen, was offenber nnmilgUcb ist. Ist aber p(A) = 1, bo 
würden die GHeieboni^ea A^, — A,, — i A,, — 0 den in diesem FUIe dnrdi (M) dar- 
gestellten Kegelscbnitt als einen nneigentlichen cbaiakteiisieren; es mitfste somit 
gegen Voraussetzung: (piq, <j\ — c(^^ ^ d sein. 

Für eine Flüche zweiter Klasse, die auf ein beliebiges^ cartesisches Koordi- 
natamfstoH be^^geu ist, bat man demnach in Tabelle IV qp(g, gj durch a^^, 
9^, m) durch ^«(u) zu enefaen nnd w<0) ens ist Reibe ^P'") sa bestinunm. 

Heidelberg, den tl. Febmar iWi, 



Berichtigung. 

8. 31 Zeile 16 v. u. atMt S. 45 lies S. 106 
33 14 V. O. „ 49 110. 



Archir d«r M»therafttik uud Ph>-sik. 111. B«ili.>. ilL 



8 
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1. Klasfiiäkation der Kurve zweiter Orcbiaikg fix,x)'^^afi^gi;fX^'=0. 







0 


1 


9 




0 


1,2 


0 


1 1 




1 


1 

« 


Die Kurve ist 

Ks gehört der 
Kurve an 


ein 
imaginärer 
Kegel - 
■cbnitt 


. 

ein 
reeller 
Kegel- 
•ohaitt 


• •in 
LmagiiiureH 

Qeraden- 
paar 


ein 
reelles 
; Qeraden- 
paar 


eine 

Dopp*»l- 
j^erade 


0 


0 


ein 
imaginäres 
uneigent- 
liches 
Punktepaar 


imaginäroi 
ivegei- 
achnitt 


coupse 


imafrinilreii 
üeratien- 
paar mit 
«'it^ent- 
licbem 
Schnitt- 
punkt 
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j 
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ein 
reelle« un- 
eigentUohee 
Punktepaar 




Hyperbel 




rpellefi 
Geraden- 
paar mit 
eigent- 
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Schnitt- 

! ■.,>i'-;r 




1 




ein 

uneigent- 
licher 
Doppelpunkt 


1 

1 

1 


Pteabel 


imaginäre» 
ParaUelen- 
paar 

— 1 


reelle» 

ParaUelen- 
paar 


eigeut liebe 
Doppol 
gerade 


2 




eme 

uneigent- 
liche Uerade 








Geraden- 
paar, be- 
stehend 
aus und 
einer 
eigent- 
lichen 
Geraden 


r 

9^ als 1 
Doppel - 

gerade 



IfiÄ) = Bang der Determinante A — J^i ^\i^ti^»a- 

^(^«Bang der durch Kftadem am Ä hervorgehenden Determuiaate ^ms^'~'|j- 

{q- = Koordinaten von g^) 

«>{A) CS Ansahl der Zeichenwechsel der Reihe Aa.^, Aj^^, 1, in der t und k unter den 
Zahlen 1, 2, 3 so au wählen sind, daCs sie aus mindestens zwei Gliedern 

besteht. 

to(Q) — Anzahl der Zeichenwechsel der Keihe ^, 1. 
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II. XlasgiflkatioiL der Kurve zweiter Klasse (p{u,u) ='^a^UiU^'^0. 
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über iLubisclie EonstruktioneiL 

Von K. Th. Vahlkn in Königsberg i. Pr. 

Unier mwa ^inearan^ Koiufruktioiunii^abe kann man eine solche 
Tentehen, die mit dem Lineal allein 16sb«r iat, oder andh eine solche^ 
die, oluM teuuBendoit so sein, mir eim LSaong xulaTst Dieae beidflas 
Definitionen aind nmr in Bezog auf projekÜTe Probleme gleichbedeatend; 
denn man kann z. B. eine Stredn, die rational Ton gegebenen Stnckm 
abhängt, im allgemeinen nicht mit dem Lineal allein, aondem nur mit 
Lineal und Zirkel konatruieren. Eine mit Lineal und Zirkel lösbare 
Konstruktionsaü%abe kann nach Poncelet und Steiner») auch mit 
dem Lineal allein und mit einem einzigen gezeichnet Torliegenden Kreise 
gelöst werden; eine solche Aufgabe beifst eine „quadratische'', weil sie 
äquivalent ist der Konstruktion von Ausdrücken, die keine andern als 
quadratische IrrationalilSten enthalten. 

Entsprechend verstehen wir unter einer „kubischen" Aufgabe eine 
solche, die äquivalent der Konstruktion von Ausdrücken ist, die keine 
andern Irrationalitäten als Wurzeln kubischer Gleich ung;on enthalten. 
Es ist aber unmittelbar klar, dals dic}eni(jcn Hilfelnittel, mit deneu man 
die Wurzeln einer kubischen Gleichuuj^ konstruieren kann, auch die 
Konstruktion der Wur/eln reduzibler kubischer Gleichungen, also der 
W Urzell! linearer und quadratischer Gleichungen erraoglicheu. Wir 
definieren dahej allf^emeiner eine kubische Aufgabe als eine solche, 
welche der Konstruktion von Ausdrücken äquivalent ist, die keine 
andern Irrationalitäten als Wurzeln quadratischer und kubischer 
Gleichungen enthalten. Insbesondere gehören also die biqu i ir diBchen 
Gleichungen hierher; denn die Wurzel einer reduzierten biquadratischen 
Gleichung mit der (geeignet gewählten) kubischen Resolvente 

ir»-ajr«+ft*-c-0 wird durch - * + daigeateUt 



1) Poncelet: Trait^i ae» propnct«» jirojcctives iIch fipijres Paris 1822 Sect. III. 
art 861 bi« 355. J. Steiner: Die geometriacheu Couütructionen auBgeführi mittelst 
der geiaden Linie und eines fetten EieiBSs. Bsrlin 1888 — Werke I 8. 461. 
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Welcher Konitroktioiiiiiiittel man sieh bei knbisdieii An^gaben 
bedienen Innn, dairflber auÜMii tick Smitb^} wie folgt: Qn admet . . qne 
fconi probltoie qni n*a qne n eoliitione et qni n'eet pee tianacendenta], 
pent M iteudie per dee intenections de droiiee et de oourbei de Ford» it. 
Et en effet, la T^rit^ de ceo thdor^ee panit dinier dee prämiert 
prineipes de l'Alg^bre. Mais . . . il ee pidisente nn ehoix de m^odee . . 
ainai Ton pent £ure d^endre la aolvtion de tont probl^e enbiqne 
on biqoadzatique, aoit dea interaectiona de conrbee dn troiai^e on du 
quatri^me ovdn par dea droitea^ aoit dea interaectiona mutaeUea de 
coorbee de aeoond ordre, puisqu'on a la mfime ^denoe alg^riqne 
de la g^n^ralit^ abaolne dea deoz m^bodea. Or e'eat la denii^ de 
cea denz m^odea qui parait la plua simple, et qoi a k jnate titre, 
prtfä^ per lea g^mMrea. Amm, Von a ramen^ la reeheFche dee 
pointa d'interaeetion d'nne droite par nne courbe du troiai^e on dn 
qnatri^me ordre & la recberche plna aimple dea pointa d'interNetiona 
de denz eoniqnea, tandia qne peraonne, qne nona aachiona, n'a sniTi la 
marehe iiiTerae, qni ä la Tdnt6 aerait peu niriarelle. . . Nona d6nontre> 
rona qn^en ae aenraat de oette conrbe ansfliaire (nne aection coniqne 
immSti) on r^iont tona lea probl^ea cnbiqnea et biqnadratiqnea arec 
la r^gle et le compaa senlement, en lea rameumt, ponr ainai dire, daua 
lea Hmitea de la geom^trie A^entaire. 

Übrigena erveiat aicfa die Anf loanng einer kabiadien An^be dnrcb 
«uie gegebene kobiache Knrve nnd dea Lineal allein, wenn ea aicb nm 
eme metriaclie Angabe handelt^ ala iUnaoriach. So liegt ea swar anf 
der Handy dafe die Gleicbnng a^—px + q dnrob die Kurve y nnd 
die Gerade y px -\- q gelöat wird, aber die Eonatmktitm dieaer Geraden 
erfordert im allgemeinen andi die Anwendung dee Zirkels. 

Die Kegelschnitte betrachteten schon die Alten als die natur- 
gemäfsen Lösungsmittel fdr kubische Aufgaben, welche aie als „proble- 
inata solida (xQoßki^yLaxa axtQtaf* wohl unterschieden neben die „proble- 
matA plana (arpo/SAffftttta iTcixsSa)" stellten, die durch Zirkel und Lineal 
gel(")st wurden. Und man verlangte sogar, dafs nur bei Konstruktionen, 
deren Lösung mit Zirkel und Lineal nicht gelingt, die Kegelschnitte, 
und erst bei deren l'nznlänglichkeit noch höhere Kurven hinzugezogen 
würden.-) So löste Menächnins^) die Aufgabe der Multiplikation des 
Würfels oder die Gleichung «c^^ o, welche früher duich Kurven dritter 

1) H. J. 8. Smith: Ittuoire sor quelques porobUmet cnbiques et Uqnadzati- 
qnes. Annali di Mai (9) S, llS-^-lSS, US~249; eour. p«r VAc de Beilin 

WeS PaperH II, p. 1. 

ti PappüB ed. Hultscb I, S 270,^8 bifi 272,4. 
Archimede» ed. Heiberg Iii, S. 92. 
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Qrdniiiig golost wnrde^ durch iigead swei der drei Kegebchiiitte; x^^y, 
ax, xy — a; wahrend ApolloniuB^) zn einem deraelhen (am ein- 
fitchsten m der festen Parabel — y) den Kreis ajc — y — 0 

Ii iiMcntiimmf .- 

Ffir die Trisektion des Winheb teilt Pappns*) zwei Aofloeiuigen 
dnrch Xegelschmtte mity deren erste er den Alten zuachreibi BOt der 
Multiplikation des WflrlelB und der Trisection des Winkels ist aber 
die Anflösnng jeder kubischen und biqnadratischen Gleichmig^ Oberhaupt 
jedes kabischen Problems gegeben.') Denn ist nur eine Wurzel 
der Oleichong x*—Zax — 2h^0 reell^ so wird sie doreh 

Yb + y b' — + -— ^ " geliefert, erturdert also nur eiae Kubik- 

Vb-^yb^-a^ 

wurzelausziehun«; jius einer luit Zirkel und Lineal konstuierbaren 
reellen Ghröfse} sind alle drei Wurzeln reell, so ergeben sie sicli aus 

H- 2 )/a cos V arc cos ^ , also durch Trisection eines mit Zirkel und 

Lineal konstruierbaren Winkels. Aber auch bei komplexen Elementen 
ist dies richtig; denn Quadrat- und Kubikwurzeln aus komplexen 
Gröfsen kommen auf solche aus^ reellen positiven GröHsen und auf 
Zwei- und Dreiteilungeu reeller Winkel zurück. 

Diese Aquiviilenz der beiden speziellen Probleme mit dem ali- 
gemeiiien kubisclien kannten die Alten natürlich nicht. Aber anderer- 
seits lösten dieselben einit^e geometrische Probieiue, welche auf all- 
gemeine (d. h. deu aUgemeineu äquivalente) kubische und bicjuadratische 
Gleichungen führen. So führt das von Archimedes') durch Kegel- 
schnitte geiriöte Problem: eine Kugel durch eine Ebene in einem ge- 
gebenen Verhältnis zu teilen, auf die kubiselu^ Glt iclinng .r^ -f o.r* = /j, 

welche durch die Substitution II ^ i" ailgemeine reduzierte kubische 

Gleichung übergeht. Der von Arehimedes angeknüpfte Diorismos ist 
also gleichwertig der Diskussion einer allgemeinen kubischen Gleichung. 
Ebenso ist das ApoUonische^) Problem: TOn einem Punkte die 
Normalen auf einen gegebenen Kegelschnitt zu fallen, einer allgemeinen 
biquadrati.sehen Gleichung und sein Diohsmus der Diskussion einer 
allgemeinen biquadratischen Gleichung äquivalent 



1) •. Arehimedes ed. Heiberg m, S. 76; Pappui ed. Hnltsoh I, S. M; 

P. Tannery, BuU. d. ac. mafh. («) 8 (1888) 8. 888. 

2) 1 r S. 27--', 280. 

3) Die» bemerkt schon Deacartes, 8. Geomettia. (Amsterdaia 1688) S. 98. 

4) 1. c. I S. 216, m 8. 168. 
6) KegeUduütte, BuckY. 
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Die Auffunuog aolcber Ftobleme ala Gleiohimg^ findet flieh, wie 
es scheint, suerst bei den Anbem; diese lösen auch die sllgemeitte 
knbieche Gleichung x* -i- ax* bx e — 0, aber nur spesielle biqna- 
diwüsche Gleiehnngen durch Kegelsdmitte.^) 

Der i^hste Fcitschritt hierin wurde Ton Fermat gemacht. 
Fermat *) loste die allgemeinen kubischen und biquadratisehenGleichungen 
durch eine Parabel und eimm Eriia Die Parabel ist bei seiner Auf- 
lösung sogar eine „feste"; d h. ihre Gleichung von der an&ul5senden 
Gleichung unabhängig. Aber Fermat hebt diesen Umstand nidit hervor. 
Mit BewuISstsein wurde die Beschrankung auf einen ^esten^ und be> 
liebigen Kegelschnitt und sogar auf ein endliches Stück eines solchen 
▼on Descartes yollzogen, der, wie die Alten, die Kegelschnitte als 
nächst einfaches Konstruktionsmittel betrachtet. Descartes spricht 
den Satz aus'"): 

Jaiii vero postcpiam compertuni est Problema propositum esse So- 
lidum; . . . potest sein per radix »'jus inveniri ])or aliquam triuni Coni- 
caniiu Sectionuin, qunecunque illa tandeiii sit; aut ctiam |>er ip.saruni 
particulara aliquam, quantumlibet exijr\iam, uee uteiido uisi rectis lineis 
et circulis. Verum suffecerit legalam «j;eneralem hie adclucero, iu- 
venvendi radices omnes ope Parabolae, quaudo quidem iiaec aiiquü modo 
rat simpUcissima. 

1) Omar (t 11S8X Memoire rar les dAnoostratioiiB des probUme« de Falg^bfe, 
pnbL et tnd. par Woepcke. Ptirh i85l. 8. 46. 

2) Ad locos planofl et solidos isa^ge. Oeuvre« publ. par Tannery et 
Henry, 1 S Ol spez. S. 107 = TTT. S. 86 spez. S. 99. Daf« Format diese Schrift 
vur l't'rtcartti«' Geometrie publiziert hat, geht au« der „Eloge de Monsieur 
de Fermat, Conseiller au Parlement de Toulouse" (Le Journal des S9avan.t8 I 
[1665] Amsterdam 1679 8. 81) hervor, wo es heUkt: „. . ime introdnetion aus lieax 
plsiw et solides; qni est im trsitä aaalytiqae cooescMnt la «olntioii des problemes 
l^aiif et solides, qni avait est^ veu devant que M. Des-eartes eüt rien publik snr 
ee Hujet." 

3) 1. c. S. H5 Der franzüsisclif Originaltext, 1637, des Den carte h (die latei- 
niiiche Übei'setzuiig , erste Auflage 1649, zweite 16b3, rührt vou Frauciscus 
Tan Sebooten her) lautet: Or, quaod on s^eit asanr^ que le probleme propostf 
ssk solide, sott qne r^aation par laquelle on le cheEehe monte an csntf de csntf, 
soit qa*eUe ne monte que jusquea au cubc, on pent to^joan en tioavsr U raciiie 
par l'une des trois sections conitjueb. laquelle qne et» soit, ou mr'mc par quelque 
partie de l'une d elleti, tant petite qu elle puiase Otre, en ue ae servaut au reste 
qae de lignes droites et de cercles. Mais je me contenterai ici de doimer une 
i^le gi^D^rale ponr les trouver toetes par le moyen d^lne parabole, a eanse qn^elle 
est ea qnelqiie fa^on la plus simple. (Text nach dem Abdrack von „La gitonMStrie 
de Ken^ Descarf > ^ in ,.La g^om^trie analjtique d^Anguste Comte. Nonvelle 
Edition pr«^c*^d«^e de la 0^om«rie de Desoartes". FSris, Lonis Babl, 1894, 
S. 87-dd. Red.) 
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Er Idft die biquadntiicke Oleidiiiiig 4' hx-\-e»^0 mit 
Hfilfe der festen Pairabel y^px* nnd des KreiBee «*+ sr*+ ^P*^ H- 




y + c;?*=0, dessen Mittelpunkt und Radius mit Zirkol iind 



Lineal konstruierbar sind. Die Lösung der kubischen Gleichung 
-{^ ax ■\- h ^ 0 ist für c = 0 hierin enthalten. Da die 4 Wuiseln 
^if ^»* ^4 biqnadratischen Gleichung die Bedin^ng 

*i + ^8 + + ^4 — erfüllen, erhält man ein Kriterium dafür, dala 
Tier Punkte einer Parabel auf einem Kreiee liegen; nämlich der Schwer- 
punkt doT vier Punkte mnfs dami auf der Parabelachse liegen. Durch 
vier Kreispunkte gehen zwei Parabeln; der Schnit^nnkt ihrer Achsen 
ist der Schwerpunkt der vier Punkte. 

Unter Zngrundel^^nng einer beliebigen festen Ellipse oder Hyperbel 
löste Newton^) die kobische Oleichnng. Da sich Kegelschnitt nnd 
Kreis in Tier Punkten schneiden, ist es natnrgemaJser, sogleich die 
biquadratisdie Gleichung anfinüdsen und den Fall der kubischen 
Gleichung wie oben daians zu folgern. Die Ton De la Hire*) gegebene 
Lösung ist unzureichend, da die beiden willkflrlichea Parameter seiner 
Kegdflchnittgleichung sieh nicht immer rciU so bestimmen lassen, dab 
die Gleichung in die eines gegebenen Kegelschnitts flbergeht Durch 
rein geometrische Überlegungen ist die Lösbarkeit einea allgemeinen 
kubischen F^blems mit Hilfe eines festen Kegelschnitts nebst Zirkel 
und Lineal zuerst Ton Smith und Kor tum') gezeigt worden. 

Sehr Tiel elementarer ist die analytisch-geometrische Behandlung. 
Wild zmnchst eine EUipse m Grande gelegt, so traasfonniere man 
die biquadratische Gleichung + 4aa^ + ^ba^ + Aex + <l — 0 durch 

lineare Variation x \\ x + et in eine solche, in welcher <ir>0 ist; als- 
dann durch x^Ylt in die Gleichung i*'{-Ät*+Bt*-^At+ C^O, 

Ist nun ^ + ^, == 1 dio Gleichung der Ellipse und 9p = arct^ : -\ 
die enentrische Anomalie des Punktes (jc, y) derseibeUi so lassen sich 
seine Koordinaten als rationale Funktionen x^a^. y^h =-,-7, Ton 

^«-tg|o-|:^l — |)'(i + ^) • I darstellen; und die vier Wurzeln der 

1) Arithnetioa nniTemlis, Csatabrigiae 1707, B. 3». 

8) Noaveanz A^ent des Motioiu ooniqnet, Paris 1679, 8. 400. 

3) Smith 1. c; Kortum: Üher geMMtrische Aufjgaben dritten und viertem 
Grades. Bonn 1869. Beide Schriften •waren 7,ur Bewerbung um ilcn Steiner- Preis 
(1868) der Berl. Akademie eingereicht worden; der Preis worde unter ihnen 
geteilt. 
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gigebmn Gleiclmiig eDtBpreehfni den Tier S(^iiiittpiiiikten der Ellipse 
mit dem Knise: 

Die Exzentrizität e*=a^— 6* darf nicht verschwinden; sollte 
1 + C«" B sein, so jserfällt die gegebene Gleichung in + 1 ) + -4 < + C)=0, 
ist abo durch Qnadntvninein, d. h. durch Zirkel und Lineal Idfbar. 

Die Tier Wurzeln ^, = tg^' {i = l, 2, 3, 4) erfiUlen die Bedingung: 

^ti-'hWA^r tg^i±^4^^=0j al«>: Tier Punkte 

einer SUipee liegen auf einem Kreise^ wenn ihre exzentrischen Ano- 
malien eine Summe ^ 0 (mod. 2«) haben. Ist P {x, y) ein Ellipsen- 

i^'unkt, Q {Xy ^y) der entsprechende l'unkt des Hauptkreises or^-j-y^'-a*, 

0 der Mittelpunkt^ 8 der Scheitel (a, 0) der Ellipse, so ist der 

Winkel QOS^ip, des Kreissektor Q08«^\a*, der EUipsensektor 

POS^ I a6. Das obige Kriterium kann daher auch so ausgesprochen 

werden: Tier Punkte einer Ellipse liegen auf einem Kreise, wenn die 
Summe der zugehörigen Ellipsensektoren kongruent Null ist, fir den 
EUipsen-Lihalt als Modul 

Ist dagegen eine Hyperbel gegeben, so muls die zu ISsende 
Oleichung + 4a:B*+ 6da;'+ 4tex + — 0 durch x^x -\- a so trans- 
formiert werden, dafs die neuen Koeffizienten Ton 4dE* und 4jp, immlich 
« + nnd t^-\- Ba€^-\-Sha-\- c, eutgegengesetete Vorzeidien haben. 
Dies ist ststs fiDr reelle « zu erreichen, da das Produkt 
(« + a)(«* + Sane^H- 36« + c) wenigstens zwei reelle Wurzeln hat. Nur 
wenn«>B— a zugleich Wurzel Ton i^-{-Saa*+3ba-^e^0 ist, kann diese 
Transformation anmöglich werden; aber dann geht die Gleichung durch 
xlx — a in eine durch Quadratwurzeln aliein lösbare Gleichung 
«*-f6yar*-f- ef'=0 über. 

Wir küimeu also ac<0 annehmen, und die Gleichung Termittelst 
x-]/^« in t^-Afi-Bfi+Ät-^C^O transformieren. Ist nnn 

^ ^|r— 1 die gegebene Hyperbel, P (o:^ y) ein Punkt derselben, 8 der 
Seheüel des durch P gehenden Astes, und selat man den Inhalt des 

Hjperbelsektorä #SOP gleich '^ab, wo mau tp das Vorzeichen von x-y 

beilegt, so ist tg hjp 9 | : | , nnd x und y lassen sich rational Ter^ 
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mittelBt <- tghyp^ = 6 = + O^G ~ 0 ' ^ ausdröcken: x^a]-'^^,, 
jr — 6 ^^ ft' I^e Tior Wurzeln der gegebenen Gleichnng entsprecbieii 

den Scluiitt|iiinkten der Hyperbel mit einem Ereise, deseen Gleicbimg 
dieselbe wie im FaDe der EUipee ist; nur ist jetzt e*— C. FQr 
1 + C->J9 zerfallt die biquadratisehe Gleiebmig in 1) f/'-il^-Q-O. 

Die vier Wurzeln ^ » = tg hjp erfüllen die i^diugung 

also liegen vier Punkte einer Hyperbel auf einem £rmse, wenn die 
Summe der zugehörigen Hyperbelseirtoren gleieh Null ist 

Die beiden Kriterien für vier Kreispunkte einer Ellipse oder einer 
Hyperbel bleiben offenbar erfüllt, wenn man irgend zwei der vier 
Punkte durch ihre diametralen Gegenpunkte ersetzt; analytisch findet 

di« »inen AD«ln>ck d»^ dabdie 01«ich.i.gea ±^<<-<.<.M<^7, 

durch iigeud zwei der rusp. ^Substitutionen || ^ " in sich übergehen. 

Der zweite Teil des DescartesBcben Satzes, dafs von dem Kegel- 
schnitt nur ein Stück gegeben zu sein braucht, ist rein geometrisch 
von Smith') bewiesen worden. Analytisch ergiebt sich seine Richtigkeit 
eiu&ch wie tnltrt. Es sei z. B. ein Mlipsenbogen gegeben, dessen Punkte 
den im Intervall t' <Ct" gelegenen Werten von / entsprechen. Die 
Gleichnng ic* -|- 4aar* -f 6bx* -f 4cx + <i »■» 0 wird durch jede der Tnuis> 

formationen x~ a-^- ßt, wo ß = in eine durch 

Ellipse und Kreis auflösbare tnuisfumiiert. Ist nun .'j eine (reelle) 
Wurzel der gegebenen Oleiclmnj/ und sei t -4= i l zwischen /' und f" 
gelegen, so wähle mau für cc »*inen hinreichend naheu rationalen 
Nähenmgswert einer reellen Wurzel der kubischen Gleichung: 

(ar, - a)*(« + a) =» 3»«*+ 3^« + e), 

und es sei ti der zugehörige Wert von r. Danu ist der zugehörige 
Wert von ^ « + ro«Jl o^d ewe Wurzel <| = der trans- 

formierten Gleichung liegt zwischen t' und t*\ d. h. der aufldsende Kreis 
■chneidet den gegebenen EUipsenbogen. 

Durch eine quadratische Traosfonnation kann man auch erreichen, 
dab zwei der Sebnit^unkte auf dem gegebenen Bogen li^en. 



1) 1. c. Partie II. Art. 6 =^ Papers II, p. 25 ff. 
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Wir haben bisher angenommen, dab Achsen nnd liittelpnnkt des 
Kegelschnitts bekannt seien; yon dieser Besehrinkong kennen wir nns 
frei machen, da man ans fünf Punkten eines Kegelschnitts seine 
Aeheen der Lage and GrSfee nach mit Zirkel und Lineal konstmieren 

Betrachten wir non einige besondere kubische Anfgaben. Die 
Au%abe: Ton einem Punkte M t/i) die Normalen auf «nm Kegel- 
schnitt zu föUen, Idste Apollonius^) durch eine Hjperbel mit zu den 
Kegelschnittachsen parallelen AsyniptoteD, die durch M und die Fufs- 
punkte, und bei Ellipse und Hyperbel noch durch den Mittelpunkt 0 
hindurchgeht. Da Pappus') für den Fall der Parabel x* = 2py die 
Anwendimg eines Kegelschnittes tadelt, ist anzunehmen, dafs er die 
Lösung der Aulgabe durch den Kreis + — (j/i + p) y — i ar^jr «— 0 
kannte, der durch die drei Fufspunkte und <len Scheitel hindurchgeht. 

Hier läist sich eiiio Diskussion der in quadratischen Gleichung 
^+ i\n.i - i 4h j- + e ^ 0 anknüpfen. Iiiegt nämlich der Mittelpunkt M 
des aui lösenden Kreises: 

auf der konkaven Seite der Evolute jt;^«* (y ~ }))% ist also fr'+4a'<0, 
10 lilst sich Yon M ans nur eine reelle Kormale n auf die Parabel 
faUen, und die biqnadiatische Gllnehung hat 2 oder 0 reelle Wuxseln, 
je nachdem der Radius r des aoflÖBenden Kreises > oder <it ist; 
welcher dtsser beiden Falle eintritt, ergiebt sich aus dem Voneiohen 
?on f{r)f wenn f (n) ^ 0 die Gleichung ist, der die drei Normalen 
genOgen. Ist aber 5' + 4a'>0, so hat 0 drei reelle Wuzzeln 

«i>«x>»3>0, und die biquadratische Gleichung zwei, wenn r>iij 
oder ii8>r>»3 ist, vier, wenn Wi>/>Wj, Null, wenn «,>r ist; 
wdcher dieser Fälle eintritt, ergiebt sich nach der Descartesschen 
Zeichenregel unsweideutig aus den Vorzeichen der Reihe /'(r), /"(Oi 

n>), r(r). 

Für Ellipse und Hyperbel wurde d»» Norraalen-Problem mittelst 
eines Kreises gelöst Ton De ia Hire^) und Oatalan^j, einfacher und 



V) Apollonins, Bach lY^ Pappus, Ausg. t. Uultsch S. 1076 ~ Ausg. y. 
Gerhardt S. 342. 

2) Apolloniae Bncfa Y. 

3) 1. e. 8. 270« vgl. hierm Zeuthen: Die Lehre Ton den Kegeltebnitten im 
AUertam. Deutsch von B. y. Fiicher-Benxon, Kopenhagen 1^. 8. 868. 

4) 1. c. S. 440. 

6») NoQV. Ann. de Math. (1) 7 (I84d), SSS. 
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eleganter Ton Joftchimsthal'): die andern Endpunkte der Tom 
Scheitel S lenkreeht sxl den Tier Normalen gesogenen Sehnen liegen 
anf dem Ereiae 

seine gemeinsame Sehne mit dem Hanptkreise y*= a* berührt den 
Kegelschnitt in einem i'uiikte T, so dafs 6' 7' senkrecht zu OM ist. 

SchliefiiUch wollen wir mit HOlfe der JBUlipae ^ -f |b 1 den 

Kreie x*+ y'** ein regol&ree Siebeneck ^ffi^^S^^iS^iS^iS^ konstniieran. 
Projiziert man eeine Ecken aenkrecht zor Hanptaehae « anf die Ellipee 
in die Punkte Tf, ao liegen ST^T^T^ anf dem einen, ST^T^T^ raf 
dem andern der beiden Kreise: 

_ „).+ ^ + (2a _ _ „) ± !3^, _ 0. 

Königsberg i. Pr., den 24. April 1901. 



1) J. f. Math. 48 (1864), 377. 
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Ober Beweise Ton Schnittponktsäteen. 

Von Gerhard He8S£NB£B0 in Charlotteuburg. 

1. Wie Henr Hilbert in der Göttinger Feetodirift 1899 graeigt 
hti, liltt sicli jeder reine SchnittpunktBatK ans dem Deeargnes sehen 
8tls und dem sp6BieUen Fall des PaBoalBclien Sataes herleiten, der 
dnitfa daa Degenerieren einea Kegelsehnitfcea in awei Gerade entsteht^) 

Wie auB den Unteranehmigeu Ton Herrn Hilbert weiterhin hei^ 
Toxgeht, lassen sieb beliebig viele F&lle Pascalsch«: Konfigurationen 
«OS der Desargnes sehen herleiten, — eine Thatsache, die Übrigens 
dem bekannten Standtschen Yersnch, den projektiTen Fundamental- 
ata sn beweisen, an Gmnde liegt. Daraus folgt also, dab es Schnitt- 
punktBatae giebt, die sich nnter alleiniger Anwendung der Desargnes- 
seheo sowohl wie der Pas eal sehen Konfiguration beweisen lassen. 

2. Als einfaches Beispiel sei folgender Satz gewählt: 

I. Liegen die Ecken eines einfachen Sechsock» al)wechselnd auf 
zwei Geraden, ami liegt der Schnittpunkt diestr Geraden mit den Schnitt' 
pmklfH von zwei Paar Gefjmsieiten des Secfisecls iv gerader Linie, so 
liegen die drei Schnittpunkte der Gegenseiteupaare des Sechsecks in 
gerader Linie. 

Der Satz ist ein spezieller Fall des Pascalschen und entsteht 
aus ihm dnrch den kursiven Zusatz. 

Wir haben noch zu zeigen, dalis er aus dem Desarguesschen 
Sah hergeleitet werden kann. 

Die Ecken des Sechsecks seien in der lleihenfoige der Verhiuduiig 
P, bis Pg; P,P, schneide P.P^ in S,, P.P, desgL P^P« in 5„ P^P, 
t-ndhch Pf,J\ in S^. Nach Voraussetzimg liegou P^P.^P. in gerader 
Liuie, ebenso P^P^P^^. Der Sclmitt])inikt 3/ der beiden Geraden liegt 
mit in gerader Linie. Zu beweisen isti dals S^S^S^ in gerader 
Linie liegen. 

1) « S6, 8. 76f. Ein wemtUeher Schritt ram BvwmM des SstMS iit 

»choQ von Herrn Wiener im Jehresbericht 1, i5— 48; 8, 70—80 der Deatachen 
Mathematiker -Yereinigang getban, und zwar durch den Nachweis, dafs der pro» 
jektive Fnndanientalf«ts aus dem Desarguessohen and dem Paacalschen her« 
Reitet werden kann. 

AnAtT in Mathematik oDd Physik. lU. A«ihe. Ut 9 
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(iKRHAAD HSMSVBUO: 




vtff.a. 



Die Dreiecke F^JP^JPg, P^P^P^ sdmeideu eick mit den lunno- 
logen Seiten in besw. 8^ und Jf. Dieie drei liegw in einer 
(Senden. Somit gehen die Geraden P^P^, P^Pftr F^P^ durah 

einen Ponkt Danach 
liegen die Dreiecke 
P,P,P„ P.P.P, peiw 
spektiT, die Schnittpunkte 
der homologen Seiten 
sind S^, S^, M. 

Diese liegen in einer 
Geraden^ mithin anch 
S^y S^j w. 8. b. w. — 

3. Es ist nun viel- 
leicht nicht ohne Inter- 
esse, umgekehrt einen 

speziellen Fall des De- 
sargu es sehen Satzes 
kennen zu lernen, der 
sich aus dem Pascal- 
schen Satz beweiaeu läi'ät. 
Er lautet: 

II. Liegen zw(m Dreiecke jjerspektivisch, nnd f/flif die Verhimhiyigs- 
yerade ztceier nitht liomohxjm Puvkte mit dai iregensriten derseUmi durch 
einen Funkt, so schneiden sich die homologen Seiten in Punkten einer 
Geraden. 

Läfst man den kursiven Zusatz fort, so hat man den Desargnes- 
schen Satz. Es hleibt also noch zu zeigen, wie sich die Figur aus 
dem PuscaUchen Satz herleiten lälst. 

Die Dreiecke seien A^A^A^, B^B^B^. Nach Voraussetzung 
schneiden sich A.^B^, -^^tf -^s^^s einem Punkte 5, femer -^j-B,, 
A^Ä^, B^B^ in einem Punkte M. Die Schnittpunkte von A^A^ mit 
i^ji/j, A^A^ mit B^B^y ^s-^i seien bezüglich C^, (\ und 

Endlich bezeichne N den Schnittpunkt von A^A^ mit BiB^ £e iei za 
zeigen^ dafs C\, in gerader Linie liegen. 

Das Sechseck 

ist in der angeschriebenen Reihenfolge der Ecken ein Pascalsehes, da 
Mf A^, B^ sowohl wie -4,, *S', B^ in j?erader Linie liegen. Die ^^climtt- 
punkte Al^, N und der Gegenätiiteixpüare liegen uuliun. ebenfalls in 
gerader Linie. 
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Xmuiwhr bilden die Punkte 

in der aogescbriebenen Reihenfolge ein Pascalsches Sechseck^ da N, 
A^, wie eben geseigt, und M, nach Yoraafleetramg in 

gerader Linie liegen. Die Schnittpunkte der (Segenieitenpftara sind 

Cff C^j liegen also in gerader Linie. 

4. Der soeboa bewiesene Satz II ist von wesentlich anderem 

Ohaiakter ab Sala I, da die m Um enßiaUaien Fasealsdim 




ecke aäffeimim sind, d. h. nicht zu denjenigen speziellen gehöreEU^ 
die mit Hülle dei DeeargneBachen Satses konstruiert werden können. 

6. Im Widenpmch mit der ^ nnzntreffenden — Behanptang 
BolianoSy wonach jeder Sats nur auf €tfie Weise bewiesen werden 
kamiy hat Herr Hilbert für den PaBCalsehen Sats swei wesentlich 
▼enchiedene Beweise angegeben.*) Da femer der Desargnessdlie und 
der Pasealache Saia unter wesentlieh Terschiedenen Bedingungen be- 
weisbar sindi so folgt, dab die Znxftckflihmng der beiden hier ange- 
gtbeaen Sita» anf die Axiome der Geometrie dm wesentlich Terachie- 
dene Beweise für jeden ergeben würde. 

Gharlottenbnrg, im Mai 1901. 
1} L e. 1 14, S. 18; I Bl, 8. 71. 
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Zur Theorie der Kemütanten zweier linearen komogeaen 

IMferentialgleiclnuigeii. 

Ton L. Hbfftbk in Bonn. 

Die an zwei algebmische Gleichungen anknfipfmle Elimination»- 
iheorie ist von Herrn von Eschert c h^) auf lineare homogene DilG»* 
rentialgleichungen übertragen worden. Zu der aus zwei solchen zu 
bildenden liesultante bin später ich selbst') auf anderem Wege gelangt 
Sodann Imbe ich kfinlicb') einit^ Punkte der algebnuBchen Theorie^ 
nämlich die Bedii^imgen für die Existenz eines gemeinsamen Teilen 
▼on bestimmtem Grade nnd die Aufstellung dieses Teilers in Deter- 
miaantengestalt, in möglichst einfacltf r Form abgeleitet. Gerade diese 
Behandlung läfst sich nun auch, bei linearen Differentialgleichungen 
durchführen. Sie liefert bei 7:wei linearen homogenen Differential- 
gleichnngen die Bedingungen für die Existenz einer bestimmten Anzahl 
gemeinsamer Integrale in einer anscheinend bisher noch nicht be- 
merkten Form und sodann die Aufstellung des diese Integrale ent- 
haltenden Differentialausdrucks in Determinantengestalt — Alles geoan 
analog den entsprechenden algebraischen Formeln. 

Des Zusammenhangs wegen sei es gestattet^ in No. 1 einige Punkte 
hnrz in £hrinnerung zu bringen, obwohl sie wesentlich ebenso sehen 
bei Herrn von Escherich stehen. No. 2, 3, 4 eutlialten die Tor- 
stehend angedeuteten Resultate, No. 6 endlich ein Beispiel 

!• BegnätanU mim» Vmeairm homosmm IHffermtkiaMadirwke, — 
Seien 

(1) P(y) = jJbSf^") + pi?/'-») + • • • + =^ 0, 

(2) = jfoj^«) + q^^"-'^ + •• + 0 

1) Denkichxütfla der Kail. Akad. d. Winensch. Wien, Math. Kat. KL M 

(1883). 

2) Grelles Joum. 116 (1896), 167 ff. 
8) Math. Aua. o4 (1901), 541 If. 
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iwai lineave homogene Diffenatialglcicbungen, 

benr. Je ein FnndamentalByiiem Yon (1) und (2). Beide Gleiehimgen 
liibeii dann uid nur dann ein Integral gemein, wenn die Detenmnante 



(3) 8=E 
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iMMcft veratkwindei. Denn, ist dies der Fall, so nnd nach bekanntem 
Sitae die M + y Fonktionen linear abhlngig; d. h. es beatebt eine 
Belation 

e^tft + + <f»8f, + <hni + + C^Vm = 0, 

urorin weder alle c noch alle C Null sein könnon, da sonst die y oder 
die rj kein Fundamentalsystem wären. Also ist dann ein Integral von 
(1) gleich einem solchen tou (2). Und ist umgekehrt letzteres der Fall^ 
so sind die n + v Funktionen linear abhängig, also die Determinante 
S identisch NnIL 

Die Determinante iS ist in der Algebra analog dem Produkt sämt- 
licher Differenzen zwischen den Wnrzelu der einen und der anderen 
der beiden algebraischen Gleichungen und zeigt ebenso evident wie 
dieses durch ihr Verschwinden das Yorhandenaein gemeinsamer 
Lönmgen an. Wie dort in der Algabra streben wir aber auch hier 
nach einer Bedingong, die sich nicht in den Losungen, aondem in den 
K^ffisnenien der Torgelegten Gleichungen ausdrückt. Diese erhaltaa 
wir entweder ohne Benutzung der Determinante S sehr einfach so, wie 
<i ia der zitierten Arbeit (Grelle 116) geschehen ist, oder — ziemlich 
genau — nach Herm TOn Eacherich (a. a. 0.) in folgender Art^ 
wobei gleich der Znaammepbang zwiacben dar nenen Bedingong nnd 
S hervortritt. 

Durch A-fache Dififerentiation nach der imabbingigen Variabein x 
werde aoa (1) nnd (2) 
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L. Hktftu: 



Dann ist 



(6) 



0, 0, 
ff«, If fft, 

0, g% 



0. 



0, 



r Pm+9—l. 1 

Pot Pli • 't Pv 



n ZeUen*) 



V Zeilen 



die Restiltante von P und denn sie unterscheidet sich von S nur 
durch einen nicht identisch verschwindenden P^aktm . Aus den bei Herrn 
von Escherich (a. a. 0. No. II) aufführten Umformungen von S und 
R folgt nämlich unmittelbar 

J Pa J 99 

Mmw^eHd fSit die Existem gmemaanur hikgrüSk wm (t) und (Sf) oder 
— mit anderen Worten — für die JBrisfetur eines gem e i ns amem Teäen 
der beiden D^erentidUmdrO^ P und Q. 

Die Betnltinte B wird also gebildet, indem genonmien werden 
als erste Zeile die Koeffizienten von P(***^)(y), als zweite die Ton 
p(»— denen eine Knll Torangeht^n. s. w.. Bleute die XoefiBzientoi 
P(y} selbst denen n — l Nnllen Yorangehen; dann folgen v Zeilen, die 
enteprecliend ans und seinen Ableitungen gebildet sind 

3, Umformmg der Besidltmdß eweier Differ mUd km ed rädie mU ge- 
mei$iaamem Teiler. — Die beiden DiffBrentialaosdiilelGe Jl und Q mögen 
nun einen gemeinsamen Teiler TOn der Ordnung X haben, d. b. es sei 

(8) P=JPJ(y) und Q = QTijif), 
wo 

(9) P(y) ^M'^'^ + 4" • • +^r«ay, 

Dann kann man die Resultante E von F und Q statt direkt, wie oben 
angegeben, auch in zwei Schritten so bilden, dal's man zunächst T{jf) durch 

1) Diese Determinante ist, abgesehen von der Bezeichnung der KoefBzienten, 
ideutiBch mit der Determinante E bei v Escherich (a. a. 0.) und unterscheidet 
sich von der Determinante J (Cr^üp 116, 159), abgesehen von der Bezeichnung 
der Koei'äiüeutea, nur durch Tranüputiitiou und Umstellung von Parallelreiheo. 
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Ift*) enebst nad Sag quadntisohe Syitem der EoefiGzifiniflii you 
jft»+'-*>, .,.fif\ffm P(f^) und ^ ihxtai Abldtimgeii bis 

nr (»— l)teii, besw. (v - l)teii anftchreib^ wobei die X letsten Kolonnen 
nnr Nnllen enÜialten. Die Detenninante dieses Systems ist die Besul- 
taate Ton F(i^) und Q{y^^y) in Besng auf y: 



(10)5 = 



Po, n—l, J>J» «— 1| . . •» ^4>y^i— 1, «—1, 0, . . 0 



0, 0, . p<„ p,, . ., ^,-1, 0, . . ., 0 

$0, *— 1, (/l, r — 1| • • •; ^»-f n — ii—l, » — Ö, . . 0 

2^ »-Ii • • •> 0»+«—'*—«. 0, . . ., 0 



u Zeilen 



V Zeilen 



(") 



Noiunehr denken wir uns in jenen GieicfanDgeDy deren Koeffisiflaten 
das System Ton R bilden, wieder dnrob T{y) ersetzt, also 

i * • • 

d, h. wir machen in jonni ii + v imoaren Gleichungen 7-\rischen 
^■+.-1)^ .... y\ y die durch (11) angedeutete lineare homogene Sub- 
stitution. Also erbalteu wir das Koeffizienten system, das wir für M 
brauchen, durch Komposition der Zeilen von R mit den Kolonnen der 
lechtea Seite Ton (11), nachdem diesem System nocb l Zeilen mit 
Nullen bimugefögt sind, weil y**"'' , , y', y links in (11) nicht 
vorkommen. Also ist^ wenn wir mit das System der Detei^ 
miiiaiite B beieidmen n. s. w., 

^ to,n+9'-X^lf ^ «+»— 1— 1> • ♦ •» in+¥—i,n+r—l—t 



(Li) |£)-|ÄJ.{ 0, 

0, 

l 0, 



0, 
0, 

■ 

0, 



• "f ' • 'f 

B % mp 0^ Oy • • ay 0 

• • »y 0| 0^ • • mp 0 



a Zeilen) 
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wobei die ZeUm Ton [r] mit den KdUnmm des sweiien Systems 
rechts m komponieren sind. 
Da mm 

/fl, „4-r-a_i = to, n+*—i—i ■=*•■ = Am "= 

und in dpm System in (12) links unter der ITaiiptdiagonalc nur 
Nullen stehen, so ergiebt eich aus (12) für R selbst äic Umformmig 

(13) Ä-Ä.^+'-S 

die dadurch zustande kommt, dafs nur dk mit gmgtietcn (aus dan t- 
Sijst^mt ahmlesenden) Faktoren multiplmerten Kohmen wm weiter redits 
stelwiidt n Kolonnen mihtrnhiert wmlen. 

Mit andorPH Worten: Die JiestUtante von P PTdn mui ^Ti^) 
ist Ifis auf vinm nicht Ulentiacli vprschwitidcnden Jtaktor in die Resultante 

wm F{t^^^) und Q{j^^), äerm 1 let$te Kokmnm fnur NuOm enihaiien, m 
irmuformierm, 

8« Bedmgmge» für die EsekimM eines gemeinsamen Teilers genau 
wm der Ordmmg X. — Dwoli die yoietehende Umfoimmig der Beenl- 

ianten von PT und QT iet zonSchst anis neve bewiesen^ daTs die Re* 
soltante Ton P imd Q bei Yorbandensein eines gemeinsamen Teilen 
identisch Tenchwindei Wir können ans (13) aber auch die Bedin- 
gungen fOr das Vorhandensein eines Teilers genaa ilter Ordnung hei^ 
leiten. 

Mit R^(fi 1, 2, . . .) beseichnen wir die ünterdeterminante Ton B, 
die ans 12 dnrch Streiebnng der q lotsten nnd ^ ersten Kolonnen^ der 

Q ersten /^-Zeilen und q ersten j-Zeilen entsteht*), mit 7?,, die ent- 
sprechende Unterdeterminante von R. Aus (12) folgt direkt, dafs JR^ 

ganz ebenso in R^ umgeformt wird, wie man in (13) von R za M 
überging, d. h. es folgt die Aelation 

(14) <;+-'-•. 

Nimmt man nnn p so ist also 

(14a) 

Ri ist aber gerade die Resultante von P(y) und ^(y), deren iden- 

1) Diese Definition der Uuterdet*»nniiiante i?^, ist völlig analog wie in der 
Al£fp>>ra; denn wenn man dort gewöhnlich R aus JB durch Streichung der ig 
letzten KolonnL'n, der q letzten p- und q letzten (y-Zeil^ii bildet, no kommt dan 
bei dem Bau der algebraischen Resultante H auf dasselbe hinau«, als wenn man 
die oben beschriebene Operation benntst 
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iiieheB YerBchwinden ako die eharakteriBtiMilie Bedingong dafür iflt^ 

dab P und Q noch einen gemeinsanien Teiler beeitEen. Dies itt aber 
wiederum duumlrterietiBeh dafllr^ dab P und Q selbst einen Teiler 
höherer als Ater Ordnung gemein haben. Also haben wir das 
Resultat: 

Die ^utraktmsHsdtm Beditufungen dafür, dafs P{j/) und Q{y) 
emm gemeimamm Te&er genau Mar Ordmmg oder die GleuAmym (1) 
und (2) genau X Unear mahhängige JnkgraU gemein haben, lauien: 

(15) Ä 0, = 0, . . = Oj Hl 4 0. 

4, Deierminainienform des grüßten gemeinsamen Teüers meeier 
linearen Differentiailausdriidte. — Bei P und Q seim jetzt die Bedin- 
gongen erf&llt^ daTs sie einen gemeinsamen Teiler genau ilter Ordnung 
baben. Es ist also 

Durch Mnltiplikatinn mit t/, die rechts in der letzten Koloime von Mi 
aii8|^fUhrt werden soll, folgt 



—2; 



w—Jl Zeilen 



v—K Zeilen 



Addiert man lechts die beasw. mit y<«+»-»i-t), . . ; i/ 

multiplizierte eiste, zweite, u. s. w. Torletite Kolonne sur letsten, so 
steht in dieser der Reihe nadi von oben nach unten 

Pt-'-)(jf), P(— '-«)(,), . . ., P'(y), m. «"-■■-"(>), «"-■'-"(jr), 

Ert»et7t man jetzt noch in (16) y durch T(y), so geht die letzte Ko- 
lonne rechts über in 

Aber auch in den anderen Kolonnen der Determinante können wir 
wieder zu den gegebenen Koeffizienten von P und Q selbst zur ick- 
kehren, indem wir die vorletzte Kolonne mit multiplizieren und 
zu ihr die mit geeigneten Faktoren multiplizierten vorhergehenden 
Kolonnen addieren, dann mit der drittletzten Kolonne ebenso verfahren, 
u. 8. kurz indem wir die vorher vollzogene Umlormunj^ die von Ei 
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HL JZa fOhrto, surüelcliildaL Dabei bleibt nebte der Faktor fkhrif^ 
dmcb den wir nooh dindieren, aodaft der links rtebende grofite ge- 
meinBame Teiler von P und Q ala Koeffistenten Ton y^) gende Ik bat: 



(17) 



Po. »-4-1, Pl, «-4-1, . . J^+»-»l-J, ,-1-1, PC- 

» * • • • • « 

go, »^4-1, . . ., 5,4.._,i_s, — Q^'-^-^Ky) 



0, 



0, 



DicB© Formel Iw^sagt: 

J«< Ri in der Hei he der Diirnn i)/n)ff>fi J{, }{^, R^, ... die erste 
nicht identisch versünnuilmde, so erhnU man dm alsdann vorhandenen 
gröfsten gemeinsamen Tcäer xUr Ordnung von F tmd Qt mdem mcm i#» 
der Iktenmnanie Ri die leiste Kolonne durch 

f -'->Öf) fflß), r(9). «"-'-«W «-(9), Q(9) 

tn^rtzf Der iükliste Koeffizient des so geöüdelen gtaneinsamen Teilers ist 
gleich Iii. 

5, Beispiel. — Vielleicht ist es MrwflnBcIit, die vorstellende all- 
gemeine Entwickelnng noch durch ein möglichai ein£Mhea Beiapiel 
iUoBtriert zu sehen. 

Sei P = «»y"H.y'-(l + a?»)y, also 

P' = - (2x + l)y " - ^^1 + x')y' - 2xy', Q = y " - y, 
also Q'^y'^^9\ Mitbin ist 



0, x\ 

1, 0, 
0, 1, 



1, 
-1, 

0, 



0 

-1 



= 0, 



wie sich durch Addition aller Kolonnen zur letzten ergiebt. 

Durch Streichen der ersten und letaten Kolonne, der ersten und 
dritten Zeile erhilt man 

1 

1 0 



= -1=^0. 
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AJao haben P und Q erneu Teiler erster Ordnmig gemem und keinen 
lifilieren. Er ist 

x^y" -\ry' - (1 + Jj'}y 

1// 

wobei der EoefiBxient von ff' gleidi ist In der Thst iet 

F = x'{if'- y)' + (14- - y), ^= (y' - y)' + (y' - y), 

also 

P=«»y' + (1 + "fls y' + y. 

Bonn, den 16. September 1901. 



Digitized by Google 



Sur la conrbe ^uipotentielle; 



Par M. F. Gomes Tbixeika ä Porto. 



1. Lo nom de amrbe ^qu^poktnii^ a ^t^ dornig par Caylej, daiu 
im important artide publik dans la JPkUosopkieal Magomm (i XTV^ 
1857), ä ]a eonrbe repr^sent^ par r^nation, an ooordonnte bi* 
polains, 



oü m' et jfe rapr^Bentent des quaatit^ oonsiantea doun^ et ^ et 9' 
les diifcanoee de* pointa de ]a conrbe 4 deiix foyen dont la diatance 
est 4{ale & a. Dana ee tiavail r^minent gifom^tie d^temme la foime 
gi^^rale dea OTalea qni oonatitoent la conrbe, et leor diapoaitioxi par 
rapport aux foyers, ponr lea diTersea Taleora de Je, par dea oouaid^tioiia 
presqae mtiutLYes, aana entrer eu d^taila analytiquea. Ici nom allona 
donner quelques indicatioiia aar ane maiii^ de fiuze la thforie analy- 
tiqne de la conrbe, et en d^dniie quelquea-nnea de aee propri^t^ 
qni ne se tronvent paa dana le trarail de Gayley. 

2. En prenant pour origine dos ("oordomi^es un foyer et pour axe 
des absciäses la droite qui passe par lautre, on a 



et^ par eoxia^ueni> en ^Uminant y et q* entro cea ^quatioua et (1), 



m , m' k 



9a(Jb|f — am)* 



(8) 



' 2o(itp— am)» » 

reprAentent lea laeinea dea iqnationa 



OÜ €C^ 



~ a){kQ — am) — am' ff « 0, 

(p — a){lcQ — am) + am'g = 0, 
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A r^gprd du GM xaemfifl il oonriemt de remarqiier qne ooUm de la 
pfemitee et des deoz dernitoes sont ftfeUes et ini^igaleB. Cellee de la 
deuziime sont vMlee qnaiid on a 

[* - (V5. + 1^')"] [* - (VS - K»)'] 5 0, 

et imaginairps dans le cas contraire; et par consequent elles sout 
reellpR ( t megaies «|ii;\ti(1 /r > ( ]/ 4 y'ni')', et quand /.• < f y«7 
unagmaire» quaud k est compns eutre cet» deux valeurä, et egale» quaud 
k - (y^ + et qaand A; = (Ym - V^')«. 

S. Oela poe^ rappoBona qne lee raemes Uy «f, ..^ tt^ eont tontes 
T^ea et in^ales et que > «Ei > . . . > Oj. Dana ee cas y est iMle 
quaud (f est oompris eutre et «e, , ou entre et on entie et 
oa entre et et imagmaire dans les aatres cas. La eourbe est 
donc compos^ de gitaire cwUes, symetriqiies par rapport a Taxe des 
abseiBses et qvi ooapent oet axe. 

En d^terminant an moyen de T^nation (2) les valeurs de x qui 
eonespondent anz Taleun tc^, . . «g donn^s ä ^, on pourrait 
tronrery en chaqae cas particnlier, la disposition des OTales par/appoii 
anz foyers; mais on n'en a pas besoin, parce qne cela r^isnlte inun4- 
diatement de ranalyse de Cayley. 

Nons allons d^terminer les puiuts des ovales oü la tangente est 
paralMe on perpondicolaire & Taxe. Poor cela, emplojons la formtde 

^{q) — - «1) - «1) -•• - 

sfin de d^tenniner les Taleon que q prend dans les poinis oü la 
tangeate est paiallfele ä Taxe de la conrbe, on en tire l'equation 

F'ifi) (kQ ~ am) - UF{if) - 0, 

qni est du huitieme degre par rapport & q. A l'^gard du nombre de 
ces points nous remarquons que, la fonction F'{q) ^tant n^atiTe pour 
(f = Uf^, «ß, u^, . . a,, et positive pour q = ct^y . . a^, a, , le 
premier membre de cette equatioii change six ibis de sigue, quaud ou 
donne a q les valeurs «„, a-, «g, . . Uy. Douc des deux eötes de Taxe 
chaque ovale a seulement un point oü la t ingeute est parallele u cet 
axe, a l'exceptioQ d'uue qui peut eu avou' lui uu trois. 
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134 GoKU Tsixkiba: 

La taagiBLte 9ti pttpendienhiie i Vm datu Um pointt qm caires- 
ponilfliiit avx Talflnn de f donn^ pw r<^qiiatioii 

(jfcf — am)* + (rmm ' — 0 ou ^ — • 

A ces valeurs <le q correspondent deux {)oints, places SYmetriquemeat 
par rapport ä laxe de la courbe et qui sunt reels quand (f est oompris 
dans un des mtenraUeä (Og, a^), (a,, u^), . . ., («g, «j). 

4« On Studie de la mdme mani^re le cas oü dem des neineB a„ 
a^f . . sont imaginftirea, Alon la courbe eai oompoB^ Beolemeiit 

de trois ovales. 

Si deux des racinee iC|^ «i, . . ^ sont o^les^ la courbe eet oom- 
pos^ de quatre oyales, mais deux d'entn eUee oni nn point eotiunnu 
plac^ mir rase. Dane ee point an a 

81 k « {Yf^ + Vm')\ et 

si k = (V^ - V»r)'. 

o» Les points qu'on d^termine eu conpant la courbe par nne 
tnuuTersale qaeleonqoe, jooiflaent de quelquea proph^i^ qui, k oe que 
je isrois, u'ont paa encore ik6 remarqn^ 

Soit 

r^uation de la tniufenale eoiuridft^ Elle oonpe la eonrbe en hnit 
pointa oü q piend lea Taleura donn^ par r%iaiion auivanie, qui 
x^BuIte de r^Uminatiott de x et de y entre ladite ^uaÜon et les 
^tiona (2) et (3): 

ou 
ou 

Cette equatiün iait voir que la somme des distances ^g, . . ., 
des points oü la droite coupe la courbe, au foyer qu'oii a pris pour 
origme d^ coorduniieeü, äatiäiiut a la condition 

+ 4" • • + — 4^» 
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Ob Toit anssi qne U somme des dirtMicw qI, • . • dfiB mbtOM pomts 
i rantre foyer BaÜBÜut & Ui oonditioa 



am 



Od en wodnt qne It» smme des disiames etUre leg pomts ok me 
inmseenale qudconque coupe Ja eaitiie et im fttjfer est cemiimte. 
On Toit, au moyen de la mdme ^mtion, qn'on a 

9t9» ... - ^ [a« + 4 -LyX^J. 

En posant C — 0, le produit des distances ä l ongme des points oü les 
transversales pasflaot par ce poiut coapeat la courbe, satisfüt a la 
oondition 



De la meme mauiere on troaTe, pour les transyenalea qui passeut par 
Vaake foyer, 



On en conciut que ie produit des distances ü uv foucr dm points oü 
um transversale qudconque passatU par ce foyetf coupe la courbe est 
constant. 

Mais ce n'ost pas ce corollaire de l'^quation (ö) qu'il y a interet h 
considerer ici, parce qu'il est un cas particulier d'un the()reme geueral 
coimn, applirftV»]»^ a toutes les courbes cycliqnes Ce qu'il noas convieni 
de considerer, resulte en posant dans cette equation 

L'e<^aatiou de la droite coosideree prend la forme 

' ^(a?~a)H-jBy-0, 

H on Toit qn'elle passe par Ie foyer (a, 0). ayant ^gard & r^nation 
(6), on eondnt qne le produit des distanoes d un fojfer des pomts oh 
In trmmersales, qui po^smt pojr VmOre, eoupent la eaurbe, est etmstant, 

Porto (Portugal), aoüt, 1901. 
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Weiterer Beitrag snr veraDgemeinerten 

RöBBebprunganfgabe. 

Von F. Fittino in München- GBadbach. 

In einer früheren Abhaudiung^), die sich mit folgender Attijgftbe 

beschäftigte: 

Man zeichne n Punkte und bilde durcfi Fortschreiten von einem 
dieser Punkte zu allen übrigen^ wobei keiner dDjypelt berührt werden darf, 
„Wegef' mit der Einschränkung, daß eine Reihe von ,,Wegeletn€nten'\ 
d. h. Sj^ünffm zwischen gewissen Punkten verboten sein soll. Wievid 
solche Wege giebt es? 

hatte gicli Verfasser von dem Qedanken leiten lassen, zum Ausgangs- 
punkt der Betrachtung jenen Fall zu nehmen, wo Terbotene Sprünge 
nic^t TOihanden sind, nnd deshalb n! vou einander verschieJenc Wege 
gez&hlt werden. Durch successives Ausschliefsen gewisser „Elementen- 
•patanf*, nnter welchem Namen die durch swei Punkte Ä und B ge^ 
gebenen, in ihrer Richtung en^egengesetsten W^lemente AB nnd 
BA snsammengefiEJst wurden, sollten darans alfan&hlich die kom- 
plizierteren Fälle abgeleitet werden. 

Der Gedanke erwies sieh als fruchtbar, insofern es gelang, eine 
Reihe Ton allgemein geltenden Rekursionaformeln aufzustellen, deren 
Zahl hier noch yermehzt werden soU, um sodann ihre Brauchbarkeit 
snr Bewältigung spesiellexer Aufgaben su seigeiL 

Es entspricht dem su Gnmde gelegten Oedanken am besten, 
wenn die wrlHitenm Sprünge durch Gerade, mit denen man die he> 
treffenden Punkte Terbindet^ kenntlich gemacht werden. 

Die in jedem besonderen FaUe vorliegende Anordnung Ton Punkten 
und Geraden wurde im Hinblick anf die dadurch gegebenen Wege ein 
pWe^Bompte^ genannt 

Die Zahl der Punkte eines Komplexes ist durehgehends », wenn 
nichts anderes ausdrflcklich gesagt wird. 

1) über eine YeraUgemeinerung der KosHelsprangaiifgabe. Zeitachr. fBt 
Math. u. Physik (ScMömilch). 46 Jahrg. Hoft 2 u. 3. 
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Die Summe sämtlicher Wege eines gegebenen Komplexes kiels die 
W eyesahl des KampUrjces, 

Erster 'Ml 

1* Hmipi'BdmmonsformeL — Tügt man swisdhen n nnyerbimdeneii 
Ponktoi a Mmentenpaare durch Einaeiobumg toh ebeuKmeleii Geraden 
in beliebig geiriChlter Anordniiiig, ao wurde (Kap. m der Mliereii Ab- 
lividlg.) durch W(m,a) die WegeBahl dee enteiaiideiieii Komplexee.beBeiehne^ 




Fi«. 1. 

tlor in der Folge auch kurÄ Komplex W(n, a) genannt werden mag. 
FalBt man femer ein etwa durch zu kennzeichnendes, bestiinintes 
Elementenpaar dieses Komplexes ina Auge, so Infet sich die Anzahl 
Wege des Komplezee, in denen Wegelemente dieses 

Pkaras enthalten sind, durch 
Wegeaahlen anderer Eom- 
pleieanadrfieken. ZurAuf- 
atdlung und zun Verstand* 
Iiis der Formel bechof ea 
«iniger Figuren: Ton dem 
geda c hten Komplexe brau« 
eben nur die Endpunkte 
A and B dea betrachteten 
ElementenpeaieB A und die- 
Jensen Punkte geaeichnet 
an werden, nach denen Ton A und B Gerade anslaufen — in 
1 Ton A nach .den Punkten 1> 2, • • > tfi, ron B nach den Punkten 
0i und Ton A und B anaammen nach ^ anderen Punkten. 
Vernnigt man A und B au einem Punkte C, wodurch ^ Gerade Ter* 
ickwinden und Fig. 1 in Fig. 2 übergeht^ so entateht ein neuer Eom- 

1) Dm Zeichen weide hier an Stelle Ton ip^^ ^ der ftfiheren Aibrnt 

geaetzt. 

ArcUT d«r JdrtbuMtGk «ad Phyiik, UL S«Uw. HI. 10 
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F. Fmufo: 



plexy dMBen Wegmahl dureli W{»-i^»-0 beseichnet wurde. Drückt 

man noch durch die Zeichen 

^ ^ ^ 

ans, dab aus dem Komplexe, von welchem Fig. 2 einen Teil danteil^ 
entweder die Gerade von C nach einem Punkte i aus der Punktschar 
1, • • (jj, oder die von C nach einem Punkte It der Schar tfj oder 

zwei solche Gerade (ohne dafs diese Punkte selber verschwinden) ge- 
tilgt werden sollen, so ist die wichtigste Formel der früheren Abhaad- 
luiig \^ a. ü. Kap. Iii, 140): 

W < - ^ . - « - a, + (» - 'r)^ W^,. CO 

1- 0, ' ' 

welehe für 4^ — 0 sicli yereinfiMsht so: 

Weiter Terbinde man in Fig. 1 die Ptinkte A nnd B durch eine Gerade 
and fttlue zur Kennxelchnnng der Wegesahl des nen entetandenen Kom< 

plexes das Zeichen IK. ^. ein, so ist: 
* (•+1,«) ' 

wodurch eine erste RekniBioneformel etiijg^tellt isf^ die fIBr sich allein 
hinreichend wäre snr micoeuiTen Lösnng des P^bleme^ fimlidi auf 
sehr nmstandlichem Wege. 

2. ( i h iciiartige Gcntdr. — WiU mau an der Hand der eben ab- 
geleiteten Formeln dazu schreiten, die Wege irgend emes gegebenen 
Komplexes von n Punkten zu /iihieu, so hat man zuerst dessen sämt- 
liche Geraden vm tilgen, worauf man n! Wege zählt, sie nacheinander 
wieder in die l'igur einzutragen und för jeden der auftretenden Kom- 
plexe die /Aigeh(irige NYegezahl zu berecliiien. 

Es wird viel auf die dabei beobachtete Keihenfo^e ankommen: 



n Tn (It>r genannten fniheren Arbeit wurdo hier tirf '"imlicher Weise das 
Z< i rl. n des Elemenienpaarea zur Kemueichnung der wegzulassenden Geraden 

vertt' endet. 
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Verbindet man merst urgend einen yon n noch nnrerlnindenen 
Pankften mit a anderen dmrch Gerade^ so findet iieh bereiia in der 
früheren Arbeit ab Wegeobl des m gebildeten Komplezea: 

2(";>-2j! 

Dieeelbe ist aleo hier eine FmiiMon der Gerademahl. 

Ist eine WegesaU Fonktion einer Zahl von Geraden ihiee Eom- 
pbses, ao worden letatere ,^gteiduEirlige Gerade genanni 

So enthalt z. B. Fig. 3 Bttachel Ton je a, b, e, d gleichartigen 
Gtiaden. 

Denkt man «ich alle Geraden einea Komplexes in irgend einer 
Weise an Gruppen gleichartiger Geraden geordnet, so sieht man: 




Vlg,S. Fi«. 4. 



IHe Wßgegahl irgend eines Kompktes ist eine FmkÜm semer 
hmdsktalA fmd der Jmahl ^eidtarHger Geraden, die t» dm veradUedenm 
Gruppen vorhanden sind, 

3. Bikurstcmforrndn fSr BOsM gleidtairHger Geraden. — Ein 
Komplex enthalte unter der Zahl seiner Geraden einen Bfiachel von a 
gleichartigen Geraden. Im folgendrai wird die Wegeaahl des Komplexes 
nur hinsichtlich ihrer Abhängigkeit von a betrachtet, kann daher W(ß) 
geschrieben werden. Man denke sich jetat die a Geraden jenes Bfischda 
nmtlich ans dem Komplexe getilgt, so wird die Weg^eaahl W(a). Die 
Ptaro Ton Wegelementen, die so an Stelle der Geraden getreten sind. 
Bellen Elementenpaare des Bfischels heüsen. Nnn werde anf folgende 
Weise Wfß) wiederhergestellt: damit Eonaehst Ton den Wegen des 
Komplexes W(ß) diejenigen ausgeschieden wwden, in denen die Weg* 
demente des Bfischels einseln Torkommea, werde die Gesamtheit aller 
Wege, in denen irgend ein bestimmtes Elementenpaar des Bfischels 
(s. B. AS in Fig. 4) anftrit^ Wi^a> genannt Von Wiq) ist dann yor- 
ttofig soTiehnal W^«^ in Abzog so bringen, als jenes Bfiachel Elementen- 
psare hat, also a • W^^ maL Man sieht aber leicht, dafs anf diese 

10* 
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Weise alle Wege, in denen nocb ein sweitoe Klementenpaar des Büsche!« 
▼erwendet wird, doppelt abgezahlt sind, ^rährend dies nur einmal zu 
geechelien hat, will man Wfj^ wiedemlialten. Nennt man W^^^ die 
Summe aller Wege, in denen swei beitimmte dieser Wegelemenie 
(s. B. AB und AC in Fig. 4) heechritten werden, eo hat man offenbar 

•W^ai Wege zuviel snbtrahiert und mnla daher eine gleiche Zahl 

wieder addieren. So findet man die Formel: 

die aach bereits in der früheren Abhandlung (Kap. YI, p. 160), dort 
aber auf ganz anderem W ege, gewonnen worden ww. 

vre«) und W{^a) lassen sich noch weiter reduzieren, und «war fällt 
die Zunicklülining von WC") auf Zahlen solcher Wege, wurLu die 
Geraden des liiiscliels fiaf\s fehlen, unter F(»rmel (I), und auch Tl''^*'*^ 
läfst sich ohne weiteres liuf soll hf y.uim;kführen: denn an Fig. 4 
libersitilil iniin h-icht, dals alle Wege, wolchc beispielsweise die Weg- 
stücke HA ( oder CA Ii entlialten, auch richtig gezählt werden, wenn 
A mit allen von ilini ausgehenden Geraden ganz aus dem Komplex 
gestrichen wird, und die gouanuten VVt gstücke in CB oder ver- 
wandelt werden. Auf den letzteren KniDplex findet nun gleichfalls 
Formel 1 Anwendung und zwar, da es sieh um gleichartige Gerade 
handelt, mit besonders einfachem Ergebnis, wie man wohl leicht übersieht 

Man besitzt also in Formel (111) eine liekursionsformel, die es ge- 
stattet, mit eiüt'Di Schlage die Wegezahl eines a gleichartige (lerade 
enthaltendtn Komplexes auf Zahlen von Wegen zurückzofühien, in 
denen jener iUischel ganz fehlt. 

Derselbe (iedankengang lüfst sich auch auf Komplexe mit Büscheln 
ungleH'hai'tiger (ieraden aus' l-li ncn Entbalte ein solcher Büschel 
beispielsweise drei verschiedene Arten von (ieraden in den Anzahlen 
a, />, c, 80 bezeichne Wia^h,e) die Wegezabl des Komplexes, W die- 
jenige des Kümpiexes, in welchem der Geradenbüschel fehlt, ferner 
B' und 10 ^''^ die Summe der Wege, zu deren Bildung ein resp- 
zwei Ix'stimmte Mementenpaare des Büschels von a Creraden Weg- 
elemente liefern, und endlich IKC«*'^) alle Woge, in denen ein Weg- 
element einem bestimmten Elementenpaare des Büschels von a GeradeOf 
ein anderes einem solchen des Büschels von h Geraden entnommen ist; 
dann lautet die leicht xu bestätigende Jändformel: 
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i. Verwenekmg der gew<mnenm FomehL — Wm Bloh mit den 
oUgen Fofmeln zur BewSItigimg dm vorliegenden Ftoblems lernten 
ELTst) wild am der Behandlung folgendes EiDzel&Uee eriieUen: 

In Nr. ft geeehah bereits der m der firOheren Arbeit abgeleiteten 
Wegezahl des Komplexes Erw&hnmigy worin nur einer der n Punkte 
mit a anderen verbanden war. Sie war: 

(V) 



Nun enthalte ein Komplex Gerade in der auf Fig. 5 gezeichneten 
Anordnung. Welches ist die Wegezahl ^^(«^0,^«)? 
Nach Formel (IV) ist: 

(VI) tFc^K. - »»'(.^ - * • <'i - « • <i + <i 

Sodann nach Fonnel (I*): 

Um W^^ *j zu gewinnen, bedenke man, 

dskk von B stets über D nach C oder 
umgekehrt zu schreiten ist; schlägt 
man daher unter Tilgung des Punktes 
D ip'livt alli'D .seinen Geraden heim 
Durcii Witnilern des Komplexes den ^ 
direkten Weg zwischen ß und 0 ein, 



w 




10 erhält man gleidiifftUa rr^^^y, pig^s, 
d. h. man findet es als die Aniahl 

dflijemgen Wege des verwanddten Komplexes^ in denen das Ele- 
mimtenpaar BC vorkommt Sonaeh ist: 



and ahnlich: 



"^(«-«.a-D '^'^(•-s.aj- 



Durch Einsetzen aller dieser Werte in ("VI) wird Wfn auf W{n,a) zu- 
rOckgefQhrt, ein Verfahren, welches für die Berechnung vou Wege- 
zahlen noch komplizierterer Komplexe weiter fortgesetzt wenleu kann. 

Eine weitere Förderung erfahrt die Bearbeitung des vorliegenden 
Problems, wenn mau es mit der Aufgabe, welche Herr Schubert als 
'lie der „Ham iltonschen llundreisen" (H. Schubert, Mathem Mulse- 
stundeiL 2. Aull ÜL AbscluLl, §4) beaeichuet, in Zusammenhang bringt 
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Zweiter TeU. 

• 5. JSamilionBdie Bundrwm. — ünter einer Hatniltonaehen 
Rundreise yeratelit man im üntendiied Ton den bielier betnchieteiL 
Wegen eine Reise auf einem Komplexe^ auf welcher zwar jeder Punkt 
wiederum nur einmal berfilui wird, der Auagapgepirnkt aller Tom 
Endpunkt aus wieder beeduitten werden kann Ss entstellt die Fmge 
nach der ZaU der Rundreisen eines Eompleiee. 

1) Alle F^mkte mögen unTerVunden sein. In diesem Falle ist jeder 
der fit firdher gefüllten Wege eine Rundreise, da die Rllekkebr som 
Ausgangspunkte immer gestattet ist Längs eines der so gesohlossenen 
Wege l&fst sicli der Ausgangspunkt ftir eine weitere Rundreise auf 
jeden der n Punkte Terschieben und ?on diesem aas in zwei entgegen« 
gesetzten Riehtungen zum Ausgangspunkte zurflckkebr^. Die so ge- 
zihlten 2n Rundreisen fidlen aber, wenn man von der Wahl eines 
Ausgpngspunktes und einer bestimmten Richtung ganz abeiehl^ in eine 
einz^ zusammen; in diesem Sinne soll der B^riff der Rundreise im 
folgenden verstanden werden. Danach giebt ee hier: 

lU (n— 1)! 
««"^ 8 

Rundreisen. 

2) Auch fftr die Rundreisen lafst sich unter Wiederholung des 
zur Herleitung der Formeln I eingeschlagwen Gledankengangee eine 
Reknrsionsformel ableiten und zwar genau die frflherei wenn nur die 
Funktionen W statt Wegezablen gewisser Komplexe nunmehr deren 
Rundreisezahlen bedeuten. Ebenso wiederholen sich die ftr Wege- 
zahlen g^benen Formeln (IQ) und (TV) auch für Rundreisen. Dieser 
Umstand führt zu einer hSchst bemerkenswerten Folgerung: 

Es ergieU skh nämUdt, dafs, mn» W{m) die Wegegahl irgend eines 
hdidngen Komplexes ist, ^ >^%-t) jedesmal die enffdiänge Zahl von Bund' 
reisen dantM^) 

Fuhrt man für letztere i2(,) als Zeichen ein, so gilt also: 

In der That, int dies für iigend einen Komplex richtig, so mufä 
es auch fQr denjenigen gelten, der durch HinzufUgung eines Büschels 
▼on a gleichartigen Geraden daraus entsteht, weil für Wege und Rund- 
reisen in die nämliche Rekursionsformel eingesetzt wird, und n in 
dieser nur untor den Argumenten der Ftmktionen Torkommi 

1) Dies gilt nur, wenn die Zahl (Ipt Picuktc Komplexes n ist, nicht aber, 
wenn auch die auf die GemikmahUn bezüglichen Argumente n enthalten. 
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VN üi man dio Zahl aller nicht geschlossenen Wo^r«' ans W(„) ent- 
uiekeiu, so bedenke man, dah in W{n) jede Kundreise 2 »mal gezählt 
ist; also giebt es 

(vm) ' >K{.)-«->r(.-i, 

angeschlossene Wege. 

Als Beiapiel diene der Komplex, dessen Wegezahl durch Formel (V) 
gegeben ist. Die Zahl der Rundreiseii dieses Komplexes ist: 

iir,.-..^ -3)1 

Die Zahl aller nicht geschlossenen Wege: W^n^a) — « ^^ («-i,a) 

« 2^*- ")(fi - 2)! - 2n(" - ')(» - 3)1 - 2(n - a - l)(fi - 8)! a. 

Zar Prttfoi^ dieses Aesultates durch Abzählen an einer Figur setze 
man n = b, a = 1; man errechnet 6 Rundreisen und 12 offene Wege, 
in der Thnt liefert Fig. 6 nur folgende Rundreisen: 



and die offenen Wege: 



15428 
14528 
18425 

13452 
13542 
14352 
14582 
15842 
15432 



14825 
18524 
15324 

23451 
23541 
24351 
24581 
25341 
25481 



6. Formdn für Rundreisen. — Betrachtet man einen von einem 
Punkte Ä ausstrahlenden Geradenbflachel irgend eines Komplexes, so 
kann Punkt A auf allen Rundreisen mir von solchen Punkten ans 
eneicht werden, nach welchen keine Gerade des ^ 
Büschels läuft. Wählt man irgend ein Paar solober 
Punkte B und C> um zunächst alle Bundreisen an 
zahlen, in denen A Ton B und C eingeschlossen 
ist^ so kann letzteres auf Grund folgender Umwand- 
Inng des Komplexes geschehen: da dem Punkte A ng. «. 

«eine Stelle eindeutig angewiesen ist, so kann er 
selbst mit sämtlichen Geraden des Büschels getilgt werden; an dem so 
umgebildeten Komplexe sind dann alle Rundreisen zu zählen, in denen 
B direkt auf C folgt, eine Aufgabe, die durcli Formel (1) gelöst 
wird. Da dieselbe Betrachtang auf jedes andere Punktepnar, swischen 
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welclie.s A sich einschalt^'n . Anwendung findet , so i«t flnmit ein 
neues Hekursionaprinzip zur ZähiuDg der Kundreiseu emes Komplexes 
aulgestellt. 

E& folgen einige Anwendungen: 

1) Soll die Zahl der Rundreisen des aohon mehrfach betiachieten 
Komplexes Fig. 7 auf diese neue Weise gewonnen werden, so eählt 
man Uer sonSehst (» — a — 1) mit A nieht Tsrbnndfine Pankke, die 

auf fache Weise m sweien Icombhiiert werden können. In 

ebensovielen Komplexen von » — 1 unverbundenen Punkten, die inai-, 
durch Tilgung von A nebst dem Geradenbüschel erhält, sind deshalb 




alle diejenigen Knndreisen zu zahlen, die Elemente je eines bestimmten 
Punktepaares enthalten. Nun giebt es in einem jener Komplexe (» — 3)! 
sokhe Jänndreisen, weshalb der Komplex Fig. 7 

-("-;-> -3» 

Rundreisen in sich schlielst, ein Ergebnis, das mit dem in Nr. 5 ge- 
fundenen Übereinstimmt. 

2) Ebenso wird man bei Zälüimg der auf Fig. 8 möglichen Kund- 
reisen wieder auf ^""'^'^^ nene Komplexe gefOhrt^ in denen der Punkt 

A mit aemem Gemdenbifaohel fehlt. In jedem dieser Komplexe giebt 
et nach 1) 

Rnndreiaen, in denen Elemente eines bsttimmten Pnnktepaares der 
Schar Ton m — o — 1 Ptuikten enthalten sind, weshalb der Komplex 
Fig. 8 

Rundreiaen gestattet 
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Danas ergiebt sich folgende Veraillgemeuiening: 

3) Sind in einem Komplexe h Gendenbflechel mit den Genden- 
zahlen a^, o^, • so geordnet, dafii die Strahlen des i4etk BttscheU 
Endpunkte der Geraden des {i — l)ien yerbinden (Fig. 9), so ist die 
Zahl der Hundreisen, wie man durch medeEholte Anwendung der TOiv 
hergehenden Betrachtung findet: 

TO ^(.,.......0- 2'-'("-r')("-r')-r'''r^'"'')(-2*-i)! 

Hieraus läJist sich weiter ableiten, dals em Komplex, in welohnm 
a Punkte allseitig mit einander verbunden sind, während alle übrigen 

nnrerbunden bleiben, | ^"^'^j al(ii — a — l)t Anndreisen in sich 
acUiebi 

4) In Fig. 10 zerfiülen die mit Ä nicht Terbundenen Punkte in 

A 




Flg. ». Fi«. IOl 91a, 11. 



zwei Gruppen, einmal die ganz un verbundenen Punkte, (n — o — c— 1) 
an Zahl, sodann die c Paukte, von denen Gerade nach B hinführen. 
A kann nnn treten 

a) zwischen zwei Punkte der ersten Gruppe. Solcher Bandreisen 

giebt es so Tiek^ als deren in (** ~ ^ ^ ^ ~ ^) Komplexen Torhanden sind, 
Ton denen jeder 

Randreisen enthält^ also im ganzen 2^ ^ — 5)1 

ß) zwischen zwei Punkte der zweiten Gruppe. Hier findet man 

dueh eine analoge Betraehtong ^{^^(^~^~^~^^(n — 5)! Randreisen. 

y) zwischen einen J'unkt der ersten und einen der zweiten Gruppe. 
Hier sind Rundreisen in c{u — a — c — 1) Komplexen zu zählen, 
2wisichen deren (n — 1) Punkten (h -f- Gerade wie in Fig. 1 1 an- 
geordnet sind. Die gestrichelte Gerade bezieht sich auf das in jeder 
der zu zählenden Keiseu vorhandene Elementenpaar. Durch Anwendung 
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Ton FonDd (I) findel man als Zahl der Rundreiaeii eines dieser Kom- 
plexe: 

Durch Addition exgiebt sich die Zahl der Rundreisen auf Fig. 10, 
Bamlieh: 

— ') + («-a-e-l)c]("-''7«-') 

oder TerehifaeHt: 

- « - - a - c - l)("-*7*-') + c("-*7*"')> - ö)l 
Winl /i — a 1 ^ f, so vereinfacht sich der Ausdruck zo: 
^(s)C ^T*' durch folgende Überlegong zu ge- 

winnendes firgebnis: 

Wie Paukt A nur Ton c Punkten ans za erreiehen ist, so Punkt 
B nur Ton (n^h — e — S) anderen, swiechen deren zweien er liegen 
mnls. L&Tst man daher Ä und B beide weg und xShlt wegen Kom- 
bination der Punkte der genannten Scharen zu zweien in (^(^~^'^^^^ 

Komplexen von (» — 2) Punkten diejenigm Kundreisen, in deren jedem 
die Elemente sweier bestimmten, von einander getrennten Elementen- 
paare Torkommen, so wird man auf dasselbe Endergebnis «^^cführt 

Daraus folgende Verallgemeinerung: Besitzt ein Komplex k Punkte^ 
deren jedem eine Gmppe von Punkten zugeordnet werden kann, von 
denen er allein erreichbar ist, während im fibrigoa von Punkt zn 
Punkt gesprungen werden kann, so ist, wenn a^, o,, ■ • <h die Zahl 
der Punkte in den k Gruppen ist, die Zahl der Rundreisen: 

(X) 2'-' . . . . (V)^« ~2k- ly. 

7. Anivmdutujoi. — I i Unter den Spezialfällen der lietrachtet^tn 
Aufgabe ist wohl die, welcher auch Verfasser seine Anretrung verdauJit, 
die Frage nach der Anzahl der Kösselspriiiige auf dem 64-feldrigen 
Schachbrett, die iuteressan teste. Auch hier unterscheidet mau wn- 
geschlossene Wege uud Uuudreiseu, je nachdem nainlu Ii ilas letzt« 
Feld eines Rösselspmuges einen Sprung auf das Anfangsfeld zurück 
gestattet oder nicht Der Komplex enthält in diesem Falle zwischen 
seinen G-l Punkten 1848 Gerade in bestimmter, durch dir» Lagenver- 
hältuisse des Schachbretts und die Gaugart des Springers gegebeuer 
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Anordnung, und die Zählung der RosaelsprOiige ist offbiibar mit dar Frage 
nach der Zahl der Wege and Rundreisen diflM0 Eomtdexes idemtisol^ 
könnte also auch mit den Rekursionsmitteln der Tonaisteheoadeii TJnter- 
suchungen^ sogar auf verschiedenfache Art, in Angriff genommen werden. 

Es scheint jedoch unter den gebotenen W t gk U keiner yorhanden sa 
sein, aiil" welchem sich der Gang der Rechnung einfach genug gestaltet. 
Zeigen doch die in Nr, 4 und 5 behandelten Beispiele, in welchem 
Malse die Formeln sich oft schon komplizieren, wenn nur einige 
Scharen gleichartiger Geraden im Komplex vorhanden sind. 

Vielleicht empfiehlt sich folgender Weg oder kann als Fingerzeig 
zur Auffindung eines noch besser abkürzenden Verfahrens dienen: 

Da dem Springer ein Spnmg /.wischen gleiclifarbigen Feldern 
des Brettes nicht gestattet ist, so stelle iium, den weifsen und den 
schwarzen Feldern entsprechend, die Punkte des Komplexes in zwei 
Gruppen von je 32 zusammen imd verbinde die säiuüichen je einer 
Gruppe angehörigen Punkte durch alle zwischen ihnen nniglichen Ge- 

! r und die der 

Rnndreiflen: (>>)*]* -'^'^ ^ diemn Komplex ailfl Aus- 

gangskomplex weitere Büschel gleichartiger oder ungleichartiger Ge- 
raden ein, so lassen sich die zu den nacheinander entstehenden Kom- 
plexen gehörigen Wege und Rundreisen mittels des im zweiten Teil 
unter Nr. i\ aufgesteUten Kekursionsprin/ipes durch Formeln ermitteln, 
die nicht komplizierter ausfallen, als wt-au man von einem Komplex 
mit unverhundenen Punkten seinen Ausgang nimmt. Der Zahl der 
Punkte einer Gruppe entsprechend wilrde man nach 32 llekursionen, 
die sich freilich bald verwickelt gestalten, am Ziele anlangen. Auch 
wiinlen in jede der nacheinander auftretenden Formeln Substitutionen 
aus den vorangehenden zu machen sein, immerhin ein sehr mühsames 
und trotz einitjer Vorteile, die man dabei beobachten kann, überaus 
langivit'M^t s A\ rfahren, zu dem man sich erst entsclüiefsen wird, wenn 
sich kern kürzerer A\ f't^ zum Ziple erschliefst. 

"2) Während der hislit i 1k ti tlL^te Gedankengang die Kennzeichnung 
der nicht zu beschreitenden Elementenpaare durch Gerade t i i )i lerte, 
wird diese Darstellungsweise unübersichtlich, wenn z wisch n dm 
Punkten eines Komplexes TerhaltnismHfsig nur wenitr Sprünge gestattet 
sind. Bei Behandlung des letzten Beispieles wird folgende, etwas ver- 
änderte übersichtlicher sein: 

In Figur 12 sollen die gestrichelten Linien die einzigen zu den 
Punkten Pj und führenden Zugänge bedeuten, während zwischen 
den Punktou A^^ A^, . . . und B, B^, Sprünge gestattet 
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sein loUeii. Deolct mui sieb eoldier Pnnkte wie P, imd noch 
andere mit a^, a^, • • Ausgängen zur Figur hinzu, so ergiebi ddi 
die Zahl der Rnudreieen «ns Formel (X), oder abgekOnt ist sie gleich 

In wieTielm Ton diesen Reisen isi da.s Elementenpaar A£ TorhandenV 
Man kann folgende Gmppen unterscheiden: 

a) solche Rxindreisen, in denen die Punkir 
jj^ folge FiABF^ in direktem oder ungekehrtem 

Sinne Torkommt; deren gieht es: 

^' V / 1 \ ^^'4, (A) 2*-»(«, - 1)(% - 1) •/• •(» 2* 2)! 

^ ^ ß) solcho, in denon das FJpinentenpaar 

A 7\ nicht vorkommt, dadurch zu zählen, dafs 
^\ , pß mau untor Tilgung der (ieraden A 1\ das Ele- 
\ \ ; /' meutoupaar AB in Punkt B vereiuij;^t. Aus 

\^ \c t^ / jt'der Rundreise des neuen Komplexes ergiebt 

\ » ,'/ sich eine der hier zu zählenden Reisen, wenn 

"y» man A neben B einschiebt. (Für die Reisen, 

nicht von B nach führen, kann immer 
ein bestimmtes Wegelement des Paares AB, 
etwa stets AB, eingeschoben werden, wodurch dann die Zählung der 
Reisen mit dem anderen Wegelement BA auf die dritte Gruppe ent- 
faUt) So ergeben «oh weitere: 

(B) ^'i\'){'^) 'f {n- 'U^ 2)l 
Kundreisen. 

y) endlich solche, wo das Elementenpaar BF^ fekii, in der 
Anzahl: 

(C) 2*-{",'){"'- •)./'.(»- 2« -2)1 

Durch Addition von (A), (B), (C) gelangt man zu der Zahl Ton 
2*~»{fl, - l)»(ai - 1)» . f . (n - 2Ä - 2)1 

Rnndreisen, welche sich, wenn = 2 ist, zu 2*-*(a,— l)* /"- (w — 2k ~ 2)1 
vereinfacht. Im letzteren Falle kann keine der gezahlten Rundreisen 
ein anderes von A nach einem der Punkte jB,, führendes Ele 

raentenpaar enthalten, da sonst F^ nicht in die Reise eingeschlossen 
werden könnte. 

Dflkher giebt es auf Fig. 13, die man sich um die Punkte mit 
^Af * ' Ausgängen erweitert denken muls, wenn stets eins der durch 
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Pfeile herrorgehobeiiei) toh ä aoigelieiiden Mementenpaara beieist 
werden soll, im ganzen 



(XI) 2^- V - 2ft - 2)! (-) (-) . . . {^^)2ß,ia, - ly^ 

Anndreisen. Subizaliiert man diee von (X)^ so erUUt man in 

(XU) 2*-'(»-2i-2)l (;•) . . . (",')r2(»-2*-l) -gft^a<-l)>^J 

alle Rundreisen, in denen die durch Pfeile gekümizeichiieteu Elementeu- 
paare nicht hescliritteu werden sollen. 

Fonuel (XII) reicht aus zur Behandlung folgenden Beispiels: S(jlleu 
in den auf Fig. 14 zu zählenden lUindreisen alle durch Pfeile he- 
zeichueten Eleuieutenpaare felileu, so gieht es deren 4ii20 nach (Xii). 



-,-f"t 




Um von dieser Zahl noch die Hundreisen mit dem Elenienteu- 
paar auszuschliefsen, müssen diese gezählt werden, zu welchem 
Zwecke folgende neuen Figuren aus Fig. 14 entwickelt werden: die- 
jenigen Reisen, welche Ton 6' üher (' nicht nach 1\ weiterführen, 
kÖQiieu au Fig. 15a, wo Punkt T' unter gleichzeitiger V erlegung einer 
Pfeilrichtung mit Punkt G vereinigt ist, in der vorigen Weise gezählt 
werden; die von F üher P^, G, C, I\ nach D führenden Reisen zählt 
mau iLii I iLT. 15b, worin die Verbindung zwischen den i'unkten 2^ und 
D über erneu eingeschobenen Punkt X hinweg eine leichtere An- 
vendung der wegen des hinzukommenden Punktee J£ etwas zu er- 
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Weitemden Foimel (XII) ermöglicht; Fig. 15c endlich dient entsprechend 
znr ZiUnng der von F Aber nach G, C, und E fttbienden Wege. 




FOr Fig. 16a fuiden sieh 264, ftir Fig. 15b 182 und ftr Fig. 16c 
168, snaammen 664 Bnndreisen. 

Anf dieselbe Weise wurden alle die Elementenpaare G£, GB 
nnd GK enthaltenden Rnndreisen der Fig. 14 gezählt nnd fttr sie 




Tig. IBb. Vig. lie. 



snsammen mit den 564 die Zahl von 2004 ermittelt. Snbtnhiert man 
diese von den frflher geaShlten 4320, so bleiben 2316 Bnndzeisen Qbrig^ 
in denen anch noch die Tier genannten von G aosgebenden EUementen- 
paare der Fig. 14 fehlen. 

Unter diesen 2316 Rundreisen sind, wie sich bei Fortsetzung des 
nunmehr komplizierter werdenden Verfahrens herausstellt, wieder 1084, 
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in denen die Ton B ausgehenden Elementenpaaze BE, BS und BK 
cnttuilten und, lo dalSi Bich sehliefBlieh als Zahl aller Bnndieisen der 

/ \ 
/ \ 
/ \ 




Fig. 16. 



Fig. 16, auf welcher alle Sprünge swiachen den Punkten A, B, * K 
mit Ananahme der dnreh Pfeile gekeunseichneten geataifctet sein aoUen, 
die Zahl von 1232 findet. 

MuucbeQ-Gladbacli, den 21. Januar liiOl. 
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Von G. Lamdsbero in Heidelberg. 



Die Anzahl der Petnmtatioiun tou » Elementeiiy unter denen 
neh «1 ^eiehe Elemente einer, Elemente einer sweiten, tt, 
Elemente einer i^ten Art befinden, ist bekanntiidi 

nl 



Sieht nun ferner swei Pennniati<nien als identiach an, die ans ein- 
ander durch cyklische Yertanachung herroigehen nnd sich daher nicht 
Ton einander nnteraeheiden, wenn man die Elemente in einem Ereiae 
anordnet, so erhalt man, &11b n eine PHrnMohl ist, die Anaahl dieser 
j^Ereispermutaitioiien^ ana d«r Torher angegebenen ein&eh dureh 
Dirision mit wie Genfs in seinem Beweise dea Fermatachen 
Lehrsataes gezeigt hat (Disqo. arithm. 41). Schwieriger wird die Be- 
stimmung der Anzahl der Ejwispennntationen bei Aufhebung aller Ein- 
scbrankimgen fltr die Zahlen ck,, • . Or. 

Ist d irgend ein gemeinaehttftlicher Teiler der Zahlen oc^, . . 
so bedfirfen wir im folgenden fOr die Beatimmnng der Anaahl der 
Kreispermutationen der Ausdrficke 



wobei die Beaeichnnng #^(d) darauf hinweisen soll, dafii c^, . . ^ «r, eis 
gegeben und darum fest, <l allein als yeiinderungsßhigaoKeseh«! wird* Ist 
nun 0^ Ol (4 . a.— 1 irgend eine der zu bildenden ^(1) Permntationen, 
und unterwirft man dieselbe einer Folge cyklischer Vertauschungen, 
80 erhilt man entweder n Terschiedene Peimntationai, oder aber es 

kehrt schon nach ^ ejklischen Vertauschtmgen die Anfangspermuta* 

iion wieder, im ersten Jballe entspricht einem Komplexe von n, im 

fe 

sweiten einem Komplexe von ▼erschiedenen Permutationen eine 

einzige Kxeispermutation. Betrachtet man den zweiten, allgemeineren 
Fall genauer, so erkennt man leicht, dafs die Permutation in ä identiache 

sich wiederholende Teilpermutationen von je ~ Elementen zerlegt werden 

kann; die Zahl d muXis somit ein Teiler von c^, o^, . . ., a,, also auch von it 



«,1 «gl ... «r! 



(A) 
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sein. Zu jeder Permutation gehört somit eine bestimmte Zahl dj welche 
wir den y,Index der Permutatim^' nennen wollen, nnd welche definiert 
werden kann als die gröfste Anzahl identischer Teilpermutationen, in 
welche die gegebene PermnUtion zerlegt werden kann. Wir wollen 
die Anzahl der gewölmlicheu Perniutatioueu, welche zum Index d ge- 
hören, mit xi<-0 bezeiclmen; da in einer Ki-eispermutatiou vom Index d 

immer ^ gewöhnliche Permiitatioiieii zoBammengefiEilleii sind, so igt 
x(d) durch -j teflbar. Die gesuchte Permatatioiuaihl P ist also 

4 

worin die Summe fiber sUe gemeinschafÜichen Teiler d Ton 9tg,€t^,,.^a, 
m erstrecken ist. 

Zur Bestimmung der Funktion x(d) fahrt nun die folgende Über- 
legimg. Der D^nition zufolge ist 

Allgemeiner aber erkennt nun, dafs, wenn d irgend einen gemein-- 
schaftiicben Teiler Yon o^, «c^, . . bedeutet, die Gleichung gilt: 

Worin die Summe über diejenigen genieinschaftliclien Teiler d von 
ß, , «2, .... «, zu erstrecken ist, welche Vielfache von d sind. In der 
That stellt die Summe auf der linken Seite der Gleic^hung (2) die An- 
zahl aller Permutationen dar, welche sich in d identische Teilperinuta- 
tionen zerlegen lassen; jede dieser Teilpernnitationeu erhält man aber, 
indem man jede der v Arten gleicher fliemeute in 6 Teilsysteme zer- 
legt und ans diesen Teilsystemen, die aus y Elementen^ nämlich aus 

y Elementen erster, ~- Elementen zweiter, • • > Elementen vter 

Art bestehen, die Permutationen bildet, deren Anzahl ja ^(d) ist 

Die Gleichungen (1) und (2) genügen sur Berechnung yon xid); 
vom findet so, wie beiläufig erwähnt sein mag^ 

Worin 6 alle Zahlen zu durchlaufen hat, für wtdclie dö ein gemein- 
schaftlicher Teiler von £4, o,, . . wird, ujid i , ein 8ym])ol be- 
deutet. wplfht'H den Wert Null erhält, wenn d mehrere gleiche Prim- 

ArcliiT der Maiiicmatkk und i'hytik. Iii. Ueihe. HL 11 
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&ktorai entUUt, und den Werl 1)?, wenn ans ^ nn^idien 
Primftktoren zasammengeNtBt iei 

Man kann aber aucb ans den Gleichnngm (1) und (2) direkt zw 
Bestimmung der die Zahl P darstellenden Smnme gelangen, wenn man 
berflcksichtigt, da& ftr die in der Zahlentheorie benatate ^-FnnktioD 
die Gleichung güt ^ "^"pW* 

wobei in der Suiuiue 6 alle Teiler tou durchläuft. Hiernach folgt 
nämUch .u, (B): ^^^^^^^ .^^^ 

4 4f4 

oder bei Umkehrung der Snmmationafolge: 

worin 6 alle j^cnieiiischaftliclicn Tfilpr von «j, d aber nur 

diejenigen, welche Vielfache von ö sind, zu durclilauiVn hat. Mit Be- 
nutzung von (2) erhnlt man a]?*o die rrewilnsrhte Aozahlbestimmung 
in folgender Gestalt^ welche von allen die einiächste ist, 

(C) 1»- ^^»WtCW, 

worin also H alle gemeinschaftliehen Teiler Ton «e^ . . a, durch- 
lauit^ fpip) die Anxabl der 2iahlen bedeutet, welche su d teUeifiemd 
und nicht groiser als d sind, und die Permutaüonssahl #r(d) durch die 
Gleichung (A) erklart ist; da P eine ganie Zahl isi^ eo ist die Summe 
stets durch n teilbar. 

Ist s. B. 11^8, fiCj — so ist d» 1,2,4, 
y(d) - 1, 1, 2, ^(d) - 70, 6, 2, 

also P- ;(70 + G + 4)-10. 

Heidelberg, den oO. Apni 1901. 



^iMato. Ihireh da« kfirdieb cmchieiieiie ^Lehrbuch d«r Kombinatorik** des 

Hi;rrn E. Netto (Leipzig 19ol; § 121) wurde ich nachträglich darauf aufmerksam, 
dafs d<^r Gegenstaud diot^nr Nnto l>f r<'itH lS'.t2 von Herrn E. Jablonski in ein^r 
gröiscren Abhandlung, die ich zur Zeit nicht kannte, untexsucbi worden ist. (Theorie 
de« permntatioiis et des anrangeueiita curcalaire« tomplete; Lioa?. J. (4), 8, 
p. 331 — 349.) Der Vcrfasäer bestimmt im ersten Teile der Arbeit die PermntationH^ 
zahl J*in Bpeziellfn FfUlen und gelangt im zweiten auch zu der allpfemeincn Frinuel 'C), 
welche alle früheren umfar:it; das gefundene Kesuliat iät also nicht mehr neu, aber 
die hier gegebene Ableitung ist riel einfacher ab die der enriUmten Abbattdleaig. 

Heidelberg, den Hin ISOS. 
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Die partiellen DifTerentialgleichimgen der Mathematisckea Physik. 
Kach Iii em an US VorlesuDgeo io vierter Auflage neu bearbeitet von 
Hflilllleh Weber. Bnmudiweig 1900—1901, Friedlich Yiaweg und 
Sofan. Zw«i BftndA. XVm u. 606, Xn n. 6S7 B. gr. 8*. 

Es iat eine in cler dentsdien mathematisohen IdttonAor selir seltene 
E^sdiemnng, defe ein Forscher ersten Ranges ein Handbuch oder Lehrbndi 

eines Teiles seiner Wissenschaft publiziert. Wonn sie eintritt, so bewirkt 
sic eine Befruchtimg des Studiums derjenigen Generationen von Studierenden, 
die das Glück haben, durch solche Lehrbücher geleitet werden zu können. 
Em derartiges Handbuch bilden die Torliegenden Vorlesungen des berilhmten 
VerftsBen, der flbr dasselbe den Titel einer vierten Auflage der Biemannschen 
Vorlesungen über partielle Differentialgleichungen gewählt, in Wirklichkeit 
aber ein durchaus nmies, ilnn eigentümlich zugeliiiriges Werk geschaffen hat. 
Seit dem Jahre 18(;;t, in welchem die bekannten Kiemanusehon Vorlesuugon 
zum ersten Male durch Hattendorff veröflFentlicht wurden, hat die luathe- 
Vituqhe Physik, vomebmlich nach der Seite der ElekkizitAtslehre, aber 
Mch nach anderen Bichtungen» so umfusende Vertnderungcn ihrer da- 
ms^n Geätalt «rlitten, dafs in der Web ersehen Neuarbeit kaum noch 
Spuren der Riemann sehen Vorarbeit zu entdecken sind. 

Bas Werk selbst zerfällt in zwei Bände, joder Band in Bücher, der 
erste in drei, der zweite in fünf Bücher, jedes Buch in Abschnitte. 

Das erste Buch des ersten Bandes trägt die Überschrift: Analytische 
Bjlfimittel und nmfalst acht Abschnitte: Bestimmte Litegrale, Fonrierschw 
Lehrsatz, unendliche Reihen, Fouri ersehe Reihen, mehrfache Integrale, 
Funktionen komplexer Argumente, Differeutialgleiehungen, Besseische I^ink- 
tionen. Alle diese Hilfsmittel werden in originaler und meisterhafter Dar- 
stellung vorgele^, aber auch mit einer Knappheit, welche als ein Vorzug 
des Werkes zu betiachteu ist, da sie das Nachdenken des Lesers dauernd 
Wich erhSlt, und schliefalich stets die Übereinstimmung mit der Ausdrucks- 
wsiae des Amtois snwingt 

Das zweite Buch behandelt die geometrischen und mechanischen Grund- 
sätze in den Abschnitten; Lineare infmitesimalo Deformation, Veklof n, 
Potentiale, Beispiele 7Mm Potential, Kugelfuuktionea, Überblick über die 
Grundsätze der Mechanik. 

Im dritten Buche finden taxk die Absdmitte: Elektrostatik, Probleme 
der Elektrostatik, Kagnetismus, Elektrokinetik, Blektrolytische Leitnag, 
Stationäre elektrische StrOme, Strömung der Elektrizität in Platten, Strömung 
der Elektrizitftt im Baume, Elektrolytische Verschiebungen. Dieses Buch 
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EezensioDen. 



«othilt die Herleitang der Maxwellscben Oleicbniigeii und stete Hm- 
weuungen auf die modenieii Thecmeit der Elektarudtil 

Die fünf Bücher des zweiten Bftndee teilen sich wiederum in einielm 
Abschnitte, deren übfT-sioht aufs neue die grofiM BeichbAitigkeit des warn 
Vortrag gebrachten Stoßes ergeben wird. 

Das erste Buch enthält Hilfsmittel aus der Auai^äis, deren meisterhafte 
und knappe Dantoliung abennals m bewundem ist. Die einielnea Abechnitte 
dessdbea bebeadeln die Integration durch bypergeometriadbe Beihen, die 
Integration durch bestimmte Integrale, die P-Punktion too Biemann, die 
Osallationst h#M)i-PTne. 

Das zweite lUieh handelt von der Wärmelpitiing, tind zerllillt in die 
Abschnitte: Die Dilierentialgleichung der W&rmeleitung, Probleme der Wärme- 
leitong, die nur Ten einer Koordinate abhftngig sind, Wiimeleitang in der 
Kugel. 

Im dritten Buche wird die Elastizitatstheorie vorgetragen, nach den 
Abschiiitieii gegliedert: Allgemeine Theorie der Elastizität, statische Probleme, 
Druck auf eine elastische Unterlage, Bewegung der gespannten 8aiteu, die 
Kiemanusche Iiitegi-ationsmethode, Schwingungen einer Membran, allgemeine 
Theorie der schMringenden Membran. 

Li dem vierten Bnehe, das die elektrisdien Schwingung^ behandelt, 
geniüGs der Maxwellschen Theorie, finden wir die Absihnitto: Elektrische 
Wellen, lineare elektrische Ströme, Reflexion elektrischer Schwingungen. 

Das fünfte und letzte Bvu h srhHeffilieh enthält die Theorie der Hydro- 
dynamik und umfafst die Al)sclinitte: Allgetueine Grundsätze, Bewegung 
eines starren Körpers in einor Flüssigkeit (^hydrodynamischer Teil), Bewegung 
eines festoi Körpers in einer Flüssigkeit (mechanischer Teil), unstete Be- 
wegung Ton Flflssigkeiten, Fortpflanzung von StOÜMU in einem Gase, Luft- 
schwingnngen von endlicher Amplitude. 

Aus diesem Venreichnis des übernn^ reichen Inhaltes des Werkes ist 
zu erkennen, welche uuiiaTi^»^reiehen (Jebule der mathematischen Physik der 
Herr Verfasser zum Vortrage bringt, mit Berücksichtigung der müdemsten 
Anschauungen und ffilfimittel, aber in originaler, strengw und mnstergiltiger 
Darstellung. Der Herr Verfasser hat in der Einleitong des Werkes besonders 
hervorgehoben, dafs dasselbe kein physikalisches Lehrbuch sein soll, sondern 
seinen Schwerpunkt in die mathematische Behamllung der einzelnen Pro- 
bleme legen will. Die kurzen iintwickeliuifrt n <b'r eini^elnen physikalischen 
Theorien machen keinen Anspruch auf \ oilsLiuidigkeit — Wir haben ge- 
glaubt, einer Babringuug von Beispiden der Behandlung «nuelner Probleme, 
die uns mannig&cdie Belehrung bo^ absehen su sollen, da wir die Empfindung 
haben, daCs diu Werk über unserem Lobe steht 

Gharlottenburg. J. WamaanTBK. 



Heiiirieb KlUler. Die Kaammatik anf dtn Qynuiaalan und Baal- 

sohulen. Erster Teil: Die Unterstufe. IL Aufl. Leipzig 1902, B. G. 
Teubner. Ausgabe A: Für Gymnasien und Progjmnasiea. Ausgabe B: 

Für reale Anstalten and Refornisi hulen. 

Das Aul'sere hat bei dem neuen Verlage in Bezug auf die Figuren 
gewonnen. Doch sind dringend noch weitere Verbesserungen nötig ^besoa- 
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den Fig. 2, 36, 142^144, 164—167). Beünent möchte, statt hier auf 
Emsdhäten «innigehrai d&ranf hiiiweiseii, dafs sieh leider ähnlich mangel- 
hafte PigiinB nicht Mlten in Schnlbüchern finden. Die Figuren eines 
Schulbufbe*? sollen aber mehr sein als Skizzen; sie sollon zugleich vorbildlich 
sein niid die Schüler anregen, auch ihrerseits recht ßorgiültig zu zeichnen. 
Aach in Bezug aui die Figureu ist duä Beste für unsere Schüler nur gerade 
gut genug. 

. Die Stol&iifirahl, seine Anordnung nnd Oesamtbehandlong leigen die 

geschickte Hand dos erfahrenen Schulmannes. Heryorgehoben sei, dafs sich 
zahlreiche Ühungsheispiele finden, und dafs diese auch in der Geometrie an 
bestimmte Zahlen gekriüpff sind und so leicht /u der oben hervorgehobenen 
Wertschätzung recht exakten Zeichnens hinleiten können. Nicht glücklich 
ät die Behaadlnng der abgekflzsten Desinialbinichfedmimg A 8. 110/1, 
B S. 116/6. Es irird nnr die Mnltiplikatioa und Division behandelt Die 
Multiplikanden der Teilprodukte sind stets untere Grenzwerte. Ein solcher 
Ut dann auch das f^esamtprodukt, während dor Quotient als oberer drenz- 
wert erscheint. Müllers Verfahren vergrölsert im Vergleich mit dem sonst 
übhehen die Fehlergrenze und ist durchaus nicht zu empfehlen. DaXs die 
8. 110 angegebene Fehlergrenze falsch ist, zeigt der Verfasser selbst durch 
Bflia Beispiel. Sein Produkt ist 284, 183; dahei soll der Fehler „weniger 
ita die ]ffiUfte einer Einheit der letzten Stelle" sein. Der Fehler betragt aber, 
da der genaue Wert 234,133 748 3f< ist, 1,748 38 Einheiten der letzten 
Stelle. In der Ans.^mho B i-^t Abschnitt IV S. 167 — 1119 für die Keform- 
gymnasien überllu6?)ig. bie blereometrie ist in den Eeformgymnasieu erat in 
Prioia zu behandeln, wenn auch sonst infolge der in Sekunda und Prima 
vm doch YeiUnten Stundensahl die Pensen leider nadi unten Terschoben 
werden müssen. Yielleieht ist im Bedürfnisfalle hier die Einrichtung einer 
dritten Au^be V zu er w ä g en , da sich der stereometrische Abschnitt ja 
leicht abtrennen Iftfst. 

In der Ausdnicksweiso strebt der Verfasser überall nach Klarheit und 
Einfachheit unter thuuiu hster Vermeidung von Fremdwörtern, ii.i. wäre wohl 
«Hslbstiahl** (vgl Heye, Geom. d. Lage 8. 19) statt „Strahl" angemessener. 
Die gegebene ErUBnmg des StraUs, die man vielfach findet, palst iwar 
allein zum Ursprung des Wortes, reidit aber schon in der Schulgeometrie 
nicht ans. In den Bemerkungen über die Bezeichnung der Zahlen A S. 91, 
B 8. 96 vermÜst Referent die Hervorhebung des Begriffes „Positionssystem". 
Die Uoterscheidung zwischen Dezimalzahl und Dezimalbruch A S. 109/110, 
B 6. 114/115 möchte Beferent nicht empfehlen, noch weniger aber den 
Aesdnick „ansfUirbu^ A. & 131, B 8. 126. 

Einige Druckfehler und dem gleich sn achtende Unebenheiten werden 
sich leicht beseitigen lassen. 

SchOnebeig b. Berlin. Ebnat Kullbicb. 



I i ist AhlTfirzungeert I 8. 6 in der Programmabfaandlmig 1898 der Beel- 

schule zu Schöneberg. 
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H, MftUer und M. KntlCfiraky« flumnlimg toh Aufgaben aas dar 
Arithmetik, Trigonometrie and Stereometrie. II. Teil. Ausgabe A 
fnr Gymnasien; An«pabe B für nalo Anstalten und RefonnschuleiL 

Leipzig und Berlin 10(i2, B. G. Teuhnor 

Üaji io neuerer Zeit iiK'hrfach hervorg«Hretr'no B(\sn»'iMMi , den mathe- 
matischen Unterricht durch Auigabensammluugeu zu türderUf welche sieb 
auf das geBamte in den mittleren und oberen KlassMi unserer höheren 
Schnloi notwendige Übnngsmaterial erBtreokent ist nieht nur für die 8<&fllflr, 
sondern sicherlich auch für den Lehrer Ton praktischem Nntzc^n^ wKfarsnd 
zuglpich dadurcli dem Konzen! rationpprinzip Vorschnb geleistet werden 
kann. Von diebem Standpunkte aus ist das Erscheinen des zweiten Teils 
dieser Sammlung durchaus zu billigen, obwohl au Aufgaben för die ein- 
zelnen im Titel genannten Diadplinen kein Mangel hensefat Da Ausgabe A 
als TerkOnter Abdruck der Ausgabe B angesehen werden kann, so genflgt 
eS| letztere allein zu besprechen. 

An den Gesichtspunkten, nach deTien die Sammlung in Ihrem ersten 
Teile anirelegt wurde, ist mit Recht au ii liier festgehalten worden. 

Dafs die Verf. einen grofsen Teil der Aufgaben nicht selbständig er- 
dacht, sondem an bekannte spcziells Sammlungen sidh angelehnt haben, 
kann ihnen nicht mm Vorwiurf gemacht werdoi. Bef. hfttte sogar ge- 
wUnsofat, dafs sie darin noch weiter, als es der Fall ist, gegangen wären. 
Ffir rino motliodiscbe Verarbeitung von Aufgaben z. B. über Masima und 
Minima, weh he das herangezogene Lüdtkesche Programm (Iserlohn 1898"^ 
nicht liefern will, wäre die Schrift von A. Maurer (Berlin lö^»7, 
J. Springer) nfltzlioher gewesen, welche Lfldtke ja auch nicht unbenutzt 
gelassen hat Physikalische Aufgaben, Uber deren Bedeutung für den 
rechnenden Unfemcht kein Zweifel herrscht, fehlen im zweiten Abschnitt 
gänzlich. Und welche Fülle von Ühungsbeispielen bietet gerade die Phjnk 
der Trigonometrie darl Im 9. Kapitel Nr. 12 wird s. B. die Gleichung 

asin« + d QMS e 

behandelt. Hier lag es doch nahe, Aufgaben aus der Lehre von der 

Reibung heranzuziehen, zumal da in einer Aumerkiing durch eine Substitu- 
tion, welche di.« rileirhung 2. Grades umgehen lehrt, irerndezu d(»r sogenannte 
KeibuügHwiiikel eingeführt word<'n ist r>a die Verf. eine systematische Ver- 
wendung der aus der Naturlehie bekannten Thats&chen, besonders der 
physikalischen Gesetze, zum Ziele sich gesetzt haben, so wire es wUnschens« 
wert, dafe die Aufgaben den in den Pensm ▼ongeBchriebenett Gebieten sich 
enger anschlössen; es sollte das Nütilicfae TOB dem Unnötigen noch melur 
getrennt werden, bosondcrs aber dann, wenn di#» Gesetze einem aritli- 
raetischen Ausdruck zulieh aus /war guten, aber älteren Lehrbüchern her- 
geholt werden müst>eu (vgl. S. 63, Fufsnote). Das bei den Verf, beliebte 
Zitieren von Lehrbfichem sollte Überhaupt in sokli«B Au%abensammlung^ 
vemdeden werden. 

Um das Werk den neuesten Lehrplänen smtupassen, haben die 
Verf. aus dem ersten Teil diej<^nigpn Gebiete herttbergenommen , weh liP 
von dem Pensum der Untersekunda getrennt und demjenigen der Ober- 
sekunda einverleibt worden sind. Hierbei hätte aber noch sorgfältigere 
Kritik gelkbt oder mehr ausgemerzt wevdea mflasen, als es geschehen ist 
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(vgl. bes. dia Gleidimigen aaf 8. 8). 7tmw aiiid bekanntlich dxach die 
Lebrpline Kombinatorik imd WabncheinliehkeitBrechniing zun Gegenstände 

des ünterrichts wieder gemacht worden. Bef. hfttte gerade hier eine 

•jröfserc Vielseitigkeit in den Aufgaben ge^nins(•llt, um diese Kapitel (lern 
Lernenden gchmackhnft zu mai hen, und um den Nutzen dieser Disziplinen den- 
jenigen vor Augen '^u bringen, welche von der Wiedereinführung derselben 
ach keinen Erfolg venprechen. Endlich ist zu bemerken, dals die ana* 
Ijtisehe Geometrie im 4. Absehrntt swar herangezogen ist, dafo es sieh aber 
nidii rechtfertigen läTst, wenn für Realanstalten (Ausgabe B) der Stoff in 
demselben MsSse wie f&r das Gymnasium (Ausgabe A) begrenzt wird. 

Zum Rehlufs sei besonders hti vorfrohoben, dafs dieser zweite Teil frorrf^n 
den ersten durch die verhältnismäräig verschwindende Zahl von Drocktehiern 
sich vorteilhaft abhebt. 

Berlin. H. Opitz. 



H. Fenlilier. Arltlimotische Aufgaben. Unter besonderer Berücksich- 
tigung von Auweudungeii aus dem (jlebietu der Geometrie, Phjsik und 
Chemie. Ausgabe A, ▼onehmlicb Ar den Gebranch in Gymnasien, Real- 
gymnasieii tmd Oberrealsdholen. Teil I: Pensnm der TJnterter^ Ober- 
tertia und Untersekunda. 4. durchgesehene Auflage. Berlin 1901, 
0. SaUe. 

Für den Wert dieser Sammlung spricht gewifs die Thatsache, dafs 
seit Ende 1889 bereits die 1. Auflage erschienen ist. Obgleiih das Buch 
ein vollständiges Lehrbuch der Algebra nicht ersetzen soll, weil „die Beweise der 
den Aufgabengruppen vorangehenden Lehrslttse rieUiMdi nur durch Anwen- 
dung auf Zahlenbf^iele erltotert smd**, so hSlt Bef. es dennoeh für Aber- 
flfissig, ein Lehrbuch neben dieser Sammlung einzuführen. Durch die 
höchst geschickt^' Anordnung des St<jffps und die Vielseitigkeit der An- 
wen'l niiTen wird das Werk einen hervorragenden Platz unter den neueren 
methodischen Aufgabensammlangen bewahren. 

Berlin. U. Opitz. 



Y. Bjerknes. Vcrlesiingen über hydrodynamische Ferakräfte nach 
C. A. Bjerknes' Theorie. Bd. L 338 S. mit 4U Figuren im Text. 
Leipzig 1900, J. A. Barth. 

Das vorliegende Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die V. B j e r k n e s , 
der Sohn imd vieljährige Mitarbeiter von C. A. Bjerknes, Über die bisher 

nicht im Zusammenhange publizierton Untersuchungen des letzteren an der 
Universität Stockholm gehalten hat. C. A. Bjerknes wurde bei seinen 
l^drodynamischen TTntfrsuchungen von dem Gesichtspunkte geleitet, dafs man, 
am sich ein zusammenhängendes Bihl von den physikalischen Erscheinungen 
— insbesondere den elektiomagnetischen — zu machen, dieselben durchweg 
anf MedhoMMcAe Vorgänge rednxteren mttsse, und dab dabei die FeznkriUte 
auf die unserem VefstellangsvennOgen vertrauteren Berühnmgskräfte znrtiek- 
zufühien seien. Zu diesem Zwecke wird ein raomerfüllendes Medium an« 
e«^notQmen, dem die Ei cfens« haften einer homofooon , rf^iHiingslosen, inkom- 
pressiblen FlOssigkeit beigelegt werden. In dieser ilibsigkeit denkt sich 
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160 ßeaenuoueu. 

Bjerknes ein BTitem toh bdielng Tisleii Kugeln sehwiinnMiid, weldbe anCwr 

Translationsbefwegungen auch Kontraktions- und Expansionsbewegongeii aha- 
ffihien kunnpn. Die Ku^'dn werden skli dann dnrrh Vermittelung der Bp- 
wof^nin^'on der Flüssi^'koit ffgensoitip bfeintiussrn , und ein Beobachter, 
welcher wohl die Kugeln, aber uiclit die Flüssigkeit wahrnehmen kann, wird 
den Eindruck haben, d&Is die ersteren FenSarSfU »nf «ünnder MitÜbea. 
Die dngehciide Untennclnug dieser tcbembaren Fenikrtfke bildet dem Inhalt 
des TorliegandMi Buches. Ganz al^esdien von den sidi dabei en^benden 
Analogien zu den elektrischen und raagnelischen Wirkungen ist dip Unter- 
suchung an sich von Interesse als ein vollständig durchgeführtes Beispiel 
zu dem von H. Hertz seiner Mechanik zu Grunde gelegten Prinxip der 
Zorückfühnmg aUer Kiütte auf verborgene Bewegungen. Es ist übrigens zu 
bemerken, dafs die .Bjerkneescben Arbeiten längst abgeBehlosaen waren, als 
die Hcrtzsche Mechanik erschien, und dafs die Grundidee dei-selben ans 
einer Zeit stammt, wo noch nicht durch Max well s bahnbrechende Forschungen 
die Überlegenheit der Feldwirkungsvorsteliong Aber die Femwirioings- 
YOrstellung zur Geltung gebracht war. 

Der Gang der im vorliegenden Bande enthaltenen Entwickolungen ist 
im wesentlichen folgender. Nachdem im 1. Teil die m benntsenden all» 
gemeinen Voranssetzungen aus der Hieofie der Vektorfelder nnd die Gnmd« 
gleichnngen der Hydrodynamik zusammengestdlt sind, wird im 2. Teil die 
rein hmemaiiaclir Untersmhuni^T ,lor durch «ntrebene Bewegungen (Volum- 
änderungen nnd Translationen 1 (ier Kugeln vei ur achten Fltlssigkeitsstromungon 
durchgeführt. Nachdt^m der Einliufs einer einzelnen Kugel auf einen be- 
liebigen sie treffenden Flflnigkeitsstrom behandelt ist — wobei die Strihnnngs- 
linien in den Ghankteristischen Fftllen stete graphisch veransehanliäit 
werden — , wird das Geschwindigkeitspoteutial Ar den allgemeinen Fall 
beliebig vieler Kugeln durch successive Aunilherung gebildet, immer unter 
der \'oratisget7ung, dafs die Radien der Kugeln klein sind gegen ihre gegen- 
seitigen Abstände. Die Annäherung wird jedoch höchstens bis siun 3. Grade 
getrieben, wob« die Bückwiikung der flbrigen n — 1 Engeln aof ifie von 
der Uten in ihrer ümgebnng ersengten StrOmnng eben noch berOek- 
sichtigt wird. 

Es folgt im 3. Teil die Berechnung des Druckes, welchen eine einzelne 
unter Volumtindeniiig bewegte Kugel in einem gegebenen Flüssigkeit sstrome 
erfahrt, und des Eintlusse» dieses Druckes auf die Bewegung der Kugel. 
Von besonderer Wichtigkeit enreiBt sidi hier die Zerlegung der hydro- 
dynamischen Dmdtkraft (d. h. der ans dem FUtesigkeitsdmck resultierenden 
Kraft) in zwei Partialkrftfte, deren erste ein totaler DiflFerentialquotient nach 
der Zeit ist und von Bjerknes als Induldlon^kraff bezeichnet wird, während 
die Komponenten dfr /weiten, welche KncriiU'lnifi genannt wird, aus Pro- 
dukten von Geschwindigkeiten zusammengesetzt erscheinen und sieh als 
partielle Ableitungen der kinetischen Energie der Flüssigkeit nach den 
Koordinaten des Kugebrnttelpunktes darstellen lassen. Es eigiebt sieh 
nämlich, dafs im Falle sdiwingender Bewegungen mit Amplituden, die klein 
sind im Vergleich zum Radius der Kugel, die „Induktionskraft" selbst zwar 
sehr grofs isl im Verhältnis zur „Energiekraft", aher den Mittelwert Xull 
iiat, während derjenige der „Energiekrait" im all^'emeinen von Null ver- 
schieden ist; inshesondere wird in dem Falle, dafs die Flüssigkeitsbeweguug 
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'von sjftK^ronm Sehwingungen (Fnlsatioiion, OndUationen) des Kngclsystems 
Iierrührt, die „Enei^ekrafl^ nach Richtung und Vorzeichen konstant und nur 
der Int^nsitSt nach periodisch schwankend. Die ,Jnduktionskraft" bcstinunt 
also flio cregpnscitipp Boeinflii'JsnnjT der Schwingungen der Kngchi, der Mittel- 
wert der „Energit kraft'' hiugi'geii deren dauernde gegenseitige Einwirkungen. 
Die letzteren sind iilr einen Beobachter, welcher die kleinen Schwingungen der 
Kugeln sowie die Flüssigkeit nicht wahmehmenlcann, die einzigen beohaehtbaren 
Wirkungen — sie sind dann die gesamten „scheinbaren Fenthräfitf* xwisehen 
den Kugeln. — 

Im 1. Teile werden die liydroLlvnamisclion Fenikrliftc /imnrbst all- 
pemein — ohne die spezielle Annahme periodischer Bewegungen — be- 
handelt. Dabei wird die LndukÜonskraft zerlegt in die „selbstinduzierende^^, 
weloihe nur von der Bewegung der einen bebandelten Kugel abhängt und 
lediglieb eine scheinbare Yermebnmg ihrer JStß^teH bewirkt, und in die 
,,fremdinduzierende", welche von der durch die anderen Kugeln erzeugten 
Flüssigkeitssfrömung abhängt und daher der scheinbaren Femkraft su- 
xnrecbneu i^t 

Die eiicrijdisvhcn Femkrätte werden ihrerseits in „permanente" und 
f,temporäre'^ eingeteilt; letztere sind in Bezug auf das Verhältnis der Kugel- 
ladien in den Kngelabsfcinden von 5. bis 7. Oidnnng und werden daher auch 

ab „FemkriUte höherer Ordnung" den ^indusieraiden** nnd „permanent- 
energetischen", welche von 2. bis 4. Ordnung sind, gegenübergestellt. Nur die 
letzteren — die Femkräfte niederer Ordnung — hesitzen die Eigenschaft 
der Superponierbarkoit; es tritt dalier eine grol.sp Vereinfachung ein, wenn 
sie zunäohäi für sich betrachtet werden. Es zeigt sich nun, dais für den 
energetischen Teil dieser &ftfte niederer Ordnung, welcher, wie schon oben 
betont wurde, im Falle kleiner Schwingungen allein zur Wirkung kommt, 
überhaupt die Grundeigenschaftoi gelten, welche in derGalilei>Newtonsohen 
Mechanik für die Femkräfte zwischen materiellen Punkten vorausgesetzt 
werden, insbesondere das gewcdinliche Trägheitsprinzip, die Unabhängigkeit 
der Krait von der Bewegung ihres Angrifij^uuktes und die Gleichheit von 
Wirkung und Gegenwirkung. 

Indem nun spenflU die sobeinbaren Fonkrifte niederer Ordnung xwisdien 
synchron schwingenden Kugeln untersucht werden, ergeben sich grofse Ana- 
logien mit den elektrischen und magnetischen ponderomotorischen Kräften; und 
zwar wirken pulsierende Kugeln wie elektrisch r hezw. ma^uiische Massenpunkte^ 
deren Masse der mittleren Volumänderungsgeschwindigkeit, und oszüliermde 
Engeln wie magmi^8ck€ MoMBäUt deren Moment dem ßrodukte aus dem 
Volumen und der mittieren Inneargesdiwindigkmt der Kugeln proportional 
ist; die Analogie ist jedoch eine inverse^ insofern mit gleicher Phase pulsierende 
hezw. oszillierende Kugeln auf einander wirken wie cntfjefrmrrrscfzfi' Pole 
bezw. entgegengesetzt gerichtete Elemeutannagnete. Aufserdem sind die 
Wechselwirkungen der Flüssigkeitsdichte proportional, welche somit die Bolle 
der Dielektrizititskonstante od^ magnetischen Penneabilitilt des Zwischen* 
mediums qiielt Audi die hydrodynamischen Femkrftfte hSherw Ordnung 
/wischen sjmchron schwingenden Kugeln finden ihr (inverses) Analogen in 
elektrischen und magnetischen Kräften, nämlich in den Wirkungen anf ur- 
sprünglich neutrale kleine Kugeln, welche durch das Feld der Pole he/.w. 
Elementannagnete ein induziertes {^temporäres'') elektrisches oder magnetisches 
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Hom«iit eriudtaD haben. BSexim seig«D die Kugdn, je aaebdenn ihre Didite 

kleiner oder grö&er ist ala die der Flfissigkeit, eine entiprechende Ver^ 
schiedenheit dos Verhaltens, wie paramagnctiscfae und diamagnetische Körper 
im Magnetfelde. Eine Fol^'c dieser Fernkräfto höhrrcr Ordnung, welch»* an 
sich von Interesse ist, da sie z. B. die Erklärung der K undl&ditn Staub- 
figuren enthält, ist die, dais sich ursprünglich ruh^udti und regellos verteilte 
Kugeln in einem onillierenden Strom in Fttehm eenkreeht sur OsuUationa^ 
richtung anordnen. 

Im letzten Ahsohnitt des Bandes giebt der Verf. eine Übersicht der 
historischen Entwickelung der Theorie der hydrodynamischen F^mkrafle, 
wol)ci liesonders auch die Stellung der von Bji^rknes bevorzugton rein 
hydrodynamischen Untersuchungsmethode zu der von Lord Kelvin und 
Kirchhoff angewandten Methode des Hamiltonflchen Friniipe erOiteit wird. 
Wihrend die letstere Methode nnr die gleidiseitige Betraefatung des ganien 
Bystems der in der Rfiangkeit vorhandenen starren Körper gestattet, ist die 
erstero auch brauchbar, um diu Eintlufs eines ppgebenpn Flüssigkeitsstroinfs 
auf eine einzelne Kugel zu untcrsiKboti. I>ie sich an diesf TTntersuchuug 
knüpfende Frage nach den Analogien der hydrodynamischen Sti&mjdder mit 
den elektxiflchen nnd magnetischen Feldern soU im 2. Bande, dar auberdan 
eine Darstellung der exp en m entdl m üntermehnngen der bydrodynanuBchen 
Fenikri&lte enÜialten wird, eingehend behandelt weiden. 

Heidelberg. F. Pocsblb. 



John Schröder. Darstellende Geometrie, I. Teil. Eknuntc der 
darstellenden Geometrie. Sammlung Schubert XII. Leipzig lyoi, 
6. J. Göschen. 282 Seiten. 

Auf den ersten 10 Bogen werden die Projektionen von Punkten, 
Geraden nnd Ebenen erSrtert und die sogenannten Fnndamentalaufgaben 
geUtat, auf den nächsten 5 Bogen die gewonnenen Ergebnisse atif die 
Darstellung ebener Vielilache angewendet, worauf ein mit dem Vorigen nur 
lose in Zusanimonhang stehcndnr Abschnitt über Kegelschnitte sowie über 
angenäherte zeit hneribche Tangeut« rikonstmktion und Rektifikation ebener 
Kurven folgt. Die Darstellung ist im allgemeinen durchsichtig und sorg- 
f&ltig, nnr manchmal etwas m weitschweifig; sie wird durch eine sehr 
grofse Anzahl von Figuren untersULtst. Die aUzukonsequente Durchführung 
der einmal gewählten Bozoichnimgsweise, ohne Rücksicht auf Häufung der 
Indices, sehfint doni Ktforfutcn kaum geeignet, das Studium der Figuren zu 
erleirbtpm; sie hat auch etliche störende Druck! cliler verschuldet. Saf'hliche 
Fehler linden sich z. B. auf S. 80 u. wo übereinst ümueud der merkwiUdige 
Satz gelehrt wird, eine Ebene kOnne nicht gleichzeitig auf drei Projektions- 
ebenen senkrecht stehen, von denen keine swei einander paraOel sind. 

AllcF in allem dürfte das Buch für den Anf&ger ein gans angraehmes 
Unterrichtsmittel and zum Selbststudium wohl zu empfehlen «^ein. 

Halensee. E. Skotbcb. 
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Indwig Sehleaiiiger. aJnHOiniiig in dto Thooito dar Difltewitlal- 
gleiebpngen mit einer unabhängigen Variabein. Leipzig, G. J. GOschen 
(Sammlung Schubert). VITT + 309 8. 8*>. 

Dpr vorltpprpndf Band der ,,Saninilnnp Rchuhrrt" reiht sich den be- 
reits n-schif'iunpn Bünden wüidig an; sein Charakter ist hauptsächlich 
dadurch gekennzeichnet, dafs er eine im wesentlichen unveränderte Wieder- 
gabe der Yorlesungen ist, die Verf. im W. 8. 1899 an der üniTenitftt 
Klaiueiilnurg gebalten hat Dadurch ist bedingt, dafo Verf. bei der Ab- 
frmng ssinee Buehee mein- methodisch als systematisch zn Werke gegangen 
ist nnd sich von dpm Prinzip „non mnlta, sed mnltum" hat leiten lassen. 
Des Leser wird daher vieles in dem Buche nicht hnden, was in anderen 
Werken über Differentialgleichungen behandelt wird, so z. B. die Theorie 
des Eul ersehen Multiplikators, die geometrischen Untersuchungen von 
Darbonx, Picard nnd Poinear^ nnd die nichflinearen Differential- 
gleichungen höherer als erster Ordnung. Aber was er dort findet, ist so 
gründlich durchgearbeitet, dafs er mehr Nntzen davon bat, als wenn er 
irjrend ein umfassendes Kompendium benutzt; denn wird daHnnVi in den 
Stand gesetzt, das West'n der Forschnngsraethode kenneu zu lerueu. Ref. 
kann daher dem Verf. uui' beistimmen, wenn dieser in dem Vorwort sagt: 
nEs kommt Ar den Anfinger nicht so sehr dannf an, daCi er ^eich die 
ganze Tragweite einer hestinunten Methode kennen lernt, als vielmehr 
darauf, daßs er zunächst ihr Wesen richtig erfafst. Um dieses Ziel zu er- 
reiclipn, geriflgt es al>*T, die betreffende Methode an Beispielen zu entwickeln, 
die einerseits so allgemein .sind, dafs keine der Schwierigkeiten, die durch 
das Wesen jener Methode überwunden werden sollen, fehlt, und andererseits 
10 ^edell, dab Sehwierigkmten aooessorisoher Nator mttglichst yennieden 
werden.** — Verf. hat Bi(£ also, abgesehen von der Einleitung, ansschUefii* 
Uch auf die fonktionentheoretische Behandlung der linearen Differential- 
pleichnugen zweiter Ordmmg, an denen er aber die gan/o Thenrie der all- 
gemeinen linearen DitiHrentialgleichungen entwickelt, und der algebraischen 
Differentialgleichungen erster Ordnung beschränkt, „während darüber hinaus- 
gehende Fragen nur Iran formnliert und dmrdi Littevatontadiweise belegt 
sind**. Dabd war ihm der Geeiehtspnnkt mafegebend, dab die Gnmdl^ 
für einen systematischen Aufbau der Theorie der Differentialglaehnngen in 
der ünfprsrhrirlung zwischen fe.sten nnd mit den Anfiulgswerten Yersohieb- 
baren Singularitäten zu finden ist. 

Trotz der Best hrünkung, die Verf. sich auferlegt, hat der Stoff sich 
noch reichhaltig genug gestaltet, nnd er ist durdiweg mit Benntzung der 
neuesten, stets vom Verf. angegebenen Litterator behandelt, so dals der 
Leser auf der Höhe der Wissensdiaft steht und sidi Uber Gebiete, die ihn 
besonders interessieren, weiter unterrichten kann — ein nicht 7u unter- 
schätzender Vorteil. — Allerdings wird nur derjenige „Antlinger'^ den ge- 
wünschten Nutzen von dem Ruche haben, der nicht nm-, wie Verf. in der 
ISnleitang meint, mit den „Elementen" der Infinitesimalrechnung, sondern 
Mich mit den HanptgeMeten der Fnnktionentheorie wohl vertrant ist 

Chadottenboig. G. Wallbiibiie& 
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LAUreilt. LMUmiiiifttoii. Sammluiig Scientia. Paris 1900, CM et 
Naiid. 8^ 76 8. 

Znnftchst wird gezeigt, wie man durch die Division <p\x) / ip(x) die 
Potcnzsumraen der Wurzeln der HloichtiTig <p(x) = 0 uud daraus r*^- 
wisse Detorminanto das J'rodnkt der Wiirreln finden kann. Die lunhen- 
entwicklung ^t{u)<p\j ) / lulirt in entsprechender Weise zu dem i'rodiikt 
n^(a). Dnreh dieses I^odiüct wird die Resultante Jß(9>, ^) erUSrt mtd 
ihre Benehnnng wird durch die Torfaer abgelntetai Foimelii aof mSglichsi 
einfache Weise versucht. Es fol^'nn die allgemeinen Eliminationsmetlioden 
und die Eigf'nsiliaffpn von 7?. Der Ühergang twr Eliminanto und din Anf- 
li)sujig zweier < i leii hmigeii mit zwei Unbekannten schliefst den ersten Teil. 
Der zweite Teil behandelt dieselben Fragen für mehrere Veränderliche und 
bringt in dieses CTebiet gehörige Fonneln, wie die Jacobischen Focmeln und 
die Interpolation. Einige besondere FftUe, x. B. Stömngsglttchiang, homogene 
Gleichungen, sowie ein kurzer AudbÜl^ in die Elimination bei transzendenten 
< ; I; ir finngpTi, srldiensen das inleressanfp kleine Werk, das mit grofser ScliRrfe 
und Klarheit gesehrieben ist. Leider wird allerdings die Lektüre durch die 
vielen Di iieklehler arg beeintiul'st. 

Dortmimd. H. Kühne. 



()}. HolzDiiHler. Elemente der Stereometrie. H. Leipzig 1900, 

G. J. (M.srhen. 8». 477 S. 

Der zweite Teil enthält die Berechnung einfach gestalteter Körper. 
'ßt bietet eine anfiwrordenflidie Ffllle yon Fonneln nnd Übnngsmaterial 
dar. Die beiden mten Abschnitte betreffen prismatische und pyramiden^ 

ai tige Körper und ihre Abselträgungen. Besonders reichhaltig ist der dritte 
Alischnitf, der di(^ nnrepeliniiCsigen Yielflarlie und darunter genauer da«; 
Viertiach behandelt und der mit Hille des (' ava liorischen Prinzips auch 
nichtebenflächigc Körper in den Kreis seiner Betrachtung zieht. Den letzten 
Abschnitt bildet die Kugel mit ihren mannigfachen astronomisdien, nau- 
tisdien und geoditischen Anwendnngen. Die Aufgaben nehmen dnrdiweg 
Rücksicht anf die Anwendungen der Mathematik und umfassen alle Gebiete* 
Die der Darstellung eingestreuten geschiehtliehen Bemerinmgen werden 
niaachem Leser willkommen sein, überhaupt bietet dieser Band durch 
seine Reichhaltigkeit eine Ftüle von Anregungen. 

Dortmund. <- H. KOhme. 



J. Henrici und V. Trentloin. Lehrbuch der Elementar-Qeometrie. 

III, 2. Auflage, Leipzig 1I)(H, B. G. Teuhner. 8®. 192 S. 

In die<?er Neubearbeitung prägt sich der Grundgedanke, die geonie- 
ti'ischen Wahrheiten von der Anschauung her durch den ßegriü des Ab- 
bUdens abznleiten, noch sch&rfer ans. Der erste Abschnitt entUÜi die 
Elemente der Stereometrie, dabei in Verbindung mit der Kegelflftche. die 

Erklärung der Kegelschnitte und im Anschlufs an das Dreikant die Kngel- 

drei eck sTPcbnung. Der tolgendu Abschnitt behandelt die einfachen Körper. Dw 
dritte endlii h ist der Abbildung einer Ebene auf eine andere gewidmet 
und enthält hauptsächlich eine Betrachtung der Kegelschnitte. Die Auf- 
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gabeosunmlimg ist Twmehxt und mn einige Anfgabnfi der dantallendfiii 
Geometne beniehett. 

Dortmimd. H. KOhmb. 

W. Pflieger. Elementare Flaniiuetrie. Sammlung Schubert. Leipzig 
1901, 6. J. Gamhen. 430 8. 

Dem praktudMtn Bedflrfiiis trttgt det Verf. insofem Bedmnng, all er 

die geometrischen Begriffe ihrer sonst üblichen abstrakten Form entkleidet 
und sie durch mechanisdi«' und andere Anscliatiunp-smitf ol /um Vorsliindnis 
/u tüiii-en sucht. Nach den Gnmdgebilden werden die Begriffe der Sym- 
metrie , Kongruenz, Gleichheit erläutert. Es folgen die elementaren Kreiä- 
Bitse lud 191 Ansddiifli dann die Erkl&rung des Winkels als eines Sektors 
sines nnendUeh grof^ Kreises. IHese Erklftnmg mag raandies Gnte haben, 
f&r ein Ldirbttch, das mit leicht anschaulichen Mitteln arbeitet, halte ich 
sie fflr zu umständlich. Audi glaube ich nicht, dafs „der Winkel that- 
sSchlich wie ein Sektor gemessen und Vfrsrlichen" wird, sondern dafs es 
mit dem Bogen geschieht. Die Begriffe bekior und Bogen sind aber doch 
sehr verschieden. £s folgen die Parallele und der Streifen, d. h. das Ge- 
biet swisdien xwei PahiUelen und im weiteren Verfanfe die fiblichen ein- 
fachen planimetrischen LehtsftUe. Im Anschluüs an die harmonischen Ge- 
bilde befindet sich eine gute Darstellung der Kreisverwandtschaft. Das 
Lehrbuch ist einfach und klar geschrieben, auch regen die beigefOgten 
Übungen zur Weiterbildung au. 

Dortmund. H. Küune. 

F. Bolte. Die Naatik in etomemtasw Behandlung, Stattgart 1900, 

J. Maypr. 8". 190 S. 
In übersichtlicher \mä leicht vfr^tiind lieher Weiso fiilirt der Verf. 
in die Grundbegiiffe und -lehren der iNautik ein. Worterkitirungen und 
matfaematisehe Begründungen begleitm die Darstellung. IHe in der Praxis 
vorkommenden Aufgaben sind durch eine Beihe gelöster Beispiele erlftntert; 
aufserdem enth&lt das Buch eine Sammlung ungelöster Aufgaben, die ihrer 
Anschaulichkpit wegen den Lehrern der Trigonomeirip omiifohlpii .seien. 
Nach der Besprechung von Kompals und Logge und ihrer Hedeutuni.,' für 
Fahrtrichtung (Kurs) und durchiahrene Strecke (Distanz) wird /.unUchüt die 
Küstenschiffahrt behandelt. Es folgt die Besteckrechnung, die Beziehungen 
swischen Kurs und Distanz, einerseits Anfang und Ende der Bewegung 
ladererseits herstellt. Der nSchste Abschnitt behandelt die Schiffahrt nach 
astronomischen Beobachtungen und gipfelt schliefslich in der Lagen- 
bestimmung [Standlinie] eines Schiffes durch eine oder zwei Gestirn>irf)ifn. 
Hieran schliolst sich die Ermittelung der Elemente der Kompafsmifewcisuug, 
Für die liechnung nötige Tafeln vervoIUtäudigen da.s Buch. Darstellung 
und Begri&bestjmmnng des Buches sind klar und scharf mit Ausnahme 
der Stellen, an denen der Verf. medianisohe Begriffe streift Ich wttrde 
z. B. bei der Stromschiffahrt nicht von einem Kräfte-, sondern von einem 
Gesch-ss-indigkeitsparallelogramm sprechen. Tni übrigen dürfte das Bueh für 
den Lehrer der Mathematik von grofsem Interesse sein, weil es eine Fülle 
snschaulichcr Anwendungen dieser Wiäi>eu.schüit zeigt. 

Portmund. H. Kübne. 
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Svtek BMftHüiHk» As^ptaB. m (Angaben) und ZV (JUrgeh- 

I><>r y-isaeu^ den 'Xiif Mj»;?««««»« SavicJang beim Cntenicbt gewährt, 

uaii JLxr^r^Oi: imi F"r:> r-ia_: t r iie den jüngeren Mathematik- 

h-rL-'-r-c-a iikr-u w^r;t-a i »ri« ^rrk^nt. Es isi; deshalb sehr 
*• ii^UciLa-^ Tt. ia_^ i-r -rr. i: :-r :-:trAuhenden und miihseligtsu Arbeit 
a>:*:ii eirnna. liar^r;..^; -n r :rL*<rUUL^ der ersten Arbeit geliefert 

hsu. In« F:rts«txaa^ «if^iiLt xaiar 13».0 SnMni 136B Aufgaben, die 
ii' h mit •i«r tt'snicksncia.jass, dat K3rp«ri«faii», den Beihen, der Kugel- 
^nise« KsmiiAtts^ «axl «i^r A:ä»^imaBiI«itre bcediilligML 

E></rtin:i:»i H. KOhnb. 



Thili^ tua IrvLkä. Die k:^::xacii« Gn^tcauiig. Berlin 1900, Wilhelm 
Em 4 Soluu ^. «1 

D«r V«r£. ttenat dä» vgrbait«ttile A!rh— illung «inen YenDch. Ick 
jrUob«, «r kücte d:««en Versacn «ntcHnMB, iran «r d» grafitt Mtlhe, die 
die AHwit ü:- $ick«r gwm^'kfi daxu Tcrwendet bitte, sudi TOriier die 

K>-!c.i::-*'^n Ari:"". ^u^^::i:«^'.!:._«I;c -Irr ipiV^.ken i.ileicbun^en anzueignen. Da-^ 
.n H-re x_*- ir^:.-er VV .■::j^c.wt;i:u:it?it und vieU-r Rechnung ansein- 

*«.>irr^--::4^tz:c VcHiiiirta m tvi^uvie»; Eri«txt man in der Gleichung 
i*^ i9s* -r i^x -r t ^0 X duvk ^ — so Yermndelt de sich in 

— ZitA — :S 0. Die wvivn« Sabäütation A » ^^5^ wfirde zn 
^ 3jf — £ 0 fnhRB. Ein mntfinfti^ Gedniilce wire es nun, flbr 
jr* 35 FiüLktion voe v «-L^e Tab^li« mCrastellen, aus der sich y hti 

h.kir.;.'>:m A' nble5<-a und x bestimmen liffse. Statt deSSen setzt der 

V *-rT'. >1 = } und >te[It für \ 3 — al» Funktion von :r eine Tabelle 
auf. .'*•> br-Tinimt fr r und x. l'ie b»^i d^r Radizierung autlretende Zwei- 
d/^utigk^it filhrt drn Wrt". m dem sondrrbArvn Begriff der Nebeumirzein. 
AusfQhrli'^hr TabtUea tur A be»cbliei>*'n die Arbeit. 

Di^rtmund. H. Küuke. 



£• flrH'h tnaiiu, O. Ueriu«^ und J. Spie«. GrandriTs der Bzpeiimental- 

payaik. Berlin 1900, Wim ^viiti.iaii 8« XIX + 523 S. 

Ihe vorliegende vierzehnte Auiiage des bekauuieu und beliebten Lehr- 
Inißhes hnt dorch die ümeibeitung seitens seiner Hemnsgeber wiederum 
nnmhnfU Verbessemngen erfthnn, ^ sich hnnptsScUieh in seinem Ab- 
schnitte fiber Elektrizität bemerkbar machen. 

Ofrade dieser Ab>> linitt ist iufolirt d»*r stetig sich niehreudt^u Nou- 
»•ntdeckunp'pn und «fin^r iiunipr engeren Verknüpfung mit der niodfrm-n 
Technik einem der wichngstea der naturwL>sen^cbattlichen Lehrgebiete 
geworden; er wild ain besten dntnh Terlndeite Ans^nnngen yerdten 
nnd stindiger Dorcfasieht bedflrfen. 

In der allgemeinen Anordnung des Stoffes ist nichts Wesentliches tre- 
arid^-rf. Im P-iraL:raphen 4 finden wir lu-Uen den rirundmafsen al.s Hilfs- 
mittel der .Messung den Xonius erwähnt. Unserer Meinung nach konnte 
dieiter Vorhehtung, die heute bereits ein Gemeingut der gesamten Technik 
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gewarAen ist, ein etwas breiterer Baum gewidmet werden, dieses Hfilfih 
mittel in seinem Prinzip genau besprochen nnd durch einige klarere 
Abbildungen erl&ntert werden. Eine Schubleere würde die vorhandene 
Fi^r mit Vorteil ersetzen. Die trefflich zusammengestellten chemischen 
Grund begrüfe bedürfen keines Kommentars, 

Ab ÜlMnehiäA des § 81 wflxde der Referent statt des Wortes „Be- 
hanrnngsrennfigen**, das heute so nemlieh ans der Sprache der Physik Teio 
bumt ist, das Wort „Trägheit" vorgezogen wissen. In enger Anlehnung 
an den Versuch und mit bemerkenswerter Klarheit sind die Fallgesetze 
erläutert. Bei den Flaschenzügen wäre die Erwähnung des vielbenutzten 
Schraubeuflaschenznges und damit die Besprechung des Schraubengetriebes 
irchl erwflnscfaL Beim § 66 hommt in der Anmerkung nut einemmale 
der Begriff ^CSentripetaikraft" vor, ohne dab seine Uentitftt mit dem sonst 
gebranditen Ausdruck „OeutoXkxtd^ festgestellt wiie. Die üngenaiiigkeit 
hat jedenfalls nicht im Interesse des Herausgebers gelegen. 

Im § 63 ist die Figur 58 unrichtig. Sie war bereits in der neunten 
Auflage falsch, ist zum Teil, aber nicht ganz, richtig gestellt worden. 
Das Steigerad hat zu Tide und zu kleine Zähne. Der Ankerbügel ist 
tu weit offen, sodab beim Austritt des Ankers aus dem Bad an der 
nehten Seite das Rad ganz freigegeben wird, ehe sieh die Sperre an 
der linken Seite einlegt. Gerade solche Abbildungen müfsten absolut 
korrekt sein, damit sie dem Schüler eventuell die richtige Nachahmung 
{gestatten. Bei den Luftpumpen § 97 gefällt dem Rcfereut+'u nicht, 
daüs 80 gar nicht auf die KuustruktioueQ der Technik Bedacht ge- 
Bommen ist Das Blaseurentil, das heute wohl kaom mehr angewandt 
wird, ist dagegen ansfBhrlich beschrieben. Frinsipiell wichtige Dinge zur 
Steigerung des Vakuums wie das Pumpen eines Cylinders in den anderen 
sind gar nicht erwähnt. Als Quecksilberlufty>n)npo würde die Beschreibung 
einer richtigen Töpler-Hagen-Pumpe erapfelilenswerter sein, wie auch an 
«lieber Stelle die Spreugelpumpe angeführt werden müTste und nicht im 
§ 105, wo sie gar nicht hingehArt. Die Besprechtmg der Elangfiurbe und 
des Phnographen bflden notwendige Bereidierungm des Inhaltes. Im § 233 
ist bei Besprechung der Wänneleitf&higk»t auf einen Versuch mit L oosers 
Differentialthermoskop hingewiesen und zur Orientierung die Publikation 
herangezogen. Für den Rahmen eines Werkes wie der „Jochma uu'^ hält 
Beferent das nicht tür richtig, weil die angezogene Veröffentlichung wohl 
nur dnem Ueineik Leserkreise nur Verfügung stehen dflrffce. üsn sollte 
den Apparat entweder kurz beschreiben oder fliglich ganz fortlassen. Der 
Platz, den die Beschreibimg des Spielzeuges Treveljans beanspmdit, 
WQrde für eine kur/.e Erklärung des Thennoskopcs wohl genügen. 

VortrefTlich ist ^ic tu Herausgeber die Erklärung der Intiuenzmaschine 
gelangen und die bcgieiiende Abbildung zur Verdeutlichung des Vorganges 
in ihrer Einfachheit höchst instruktiv. Ebenso gut sind die Umarbeitungen 
der folgenden Absehnitte, welche die Kondensatoren und den EntladungS' 
Vorgang behandeln. Die Bezugnahme auf das Gesetz von der Erhaltung der 
Energie bei der Besprechung der Voltaschen Gesetze ist höchst wichtig, weil 
dadurch ein für allemal Mifsverständnissen über Stromerzeugung vorgebeugt 
wird, die .suh wohl gewöhnlich bei der bi.sherigen Danstelhing l>ei dem 
Lernenden einstellten. Im Paragraphen 31 äa iät ein Kialtlinienbild 26öa 
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dargestellt, das wirklich zweckm&Tsig durch eine pliotoprapliischc Beproduktion 
prset/.t wfrdon sollte; dasseltx* cntsprifht olninal mcht d» i Wirklichkeit und 
voniiag die Iridige Anschauung, als sei eine jnagnotische Kratümie eine AH 
von Zwimsiadeu noch so recht zu auterstützeu. Im Anschluis an den § 316 a 
Tonniase ich die Beapreohung doA GalTanometo« nadi DepreS'd'ArsoiLTal 
xesp, W«8ton, die heate einer genaaeo SxUinuig wohl wert sind; sie sind 
im nichsten Abschnitt erwähnt, würden aber organisch sich besser in den 
vorhorgcliffidfu eintucron. DI(> Abbildung der Röntgenröhre mit ilirem 
Stralileugaiig ist nicht gut gewählt; die Kathoden.strahlen vereiniiren sich 
auf einen Punkt der Antikathode, das Bündel der Run igen strahlen geht 
dagegen von der geizen AntikathodeDoberflftche aus. Man sollte stets an* 
deuten, dafs die RdntgenstraUen, die Ton einer planen Antikathode ans' 
gehen, ein Bündel bilden, das Uber die ganze Halbkugelzone gleichmft&ig 
verteilt ist. Bei der Nernstlampe ist Magnesia als Leuchtmaterial genannt; 
der Ausdruck Oxyd der seltenen Erde wärr» jedenfalls tretfender. Wichtig 
war die Besprechung des Aocuinmulators und endlich und hauptsächlich 
die der klassischen Arbeiten von Hertz. 

Za den folgenden Abschnitten des Budies, wdcbe mathematiBdie Geo- 
graphie und Astronomie behandeln, sind wesentliche Abttndeningen in der 
Darstellung gegenüber den früheren Auflagen nicht vorgenommen; waren 
ohnehin von jeher durch Klarheit nnd Sehtirfe des Ausdnicks auagezeifhnpt. 
Im allgememen liut das Werk in wesentlichen Punkten durch seine Um- 
arbeitung gewonnen. 

Es sollte den Befeienten firenra» wenn seine hier und da ansgesproohenen 
Wttnsche eine geneigte Beachtung in der Zukunft fltttdett. Jedenfalls wird 
das Buch jedem, der es m emsteoi Studium in die Hand nimmt, voll und 
ganz das halten, was er sich ▼enproohen, und wird sich so einen immer 
weiteren Freundeskreis sichern. 

Berlin. H. Boas (Oberingeuieor). 



Fcderico AlUOdoo. Aritmetioa partioolare e generale. Volume I degli 
Elementi di matematicn. Opera desünata alle scuole secoudarie del 
regno d'Italia. l^apoli 1900, Luigi Pierro. XV -f" P* 
Seit Gremona im Jahre 1866 Baltiers Elementariehrhflcher ins 
Italienische flbersetste, hat sidi auch in Italien eine strengere Art, die 
grundlegenden Sätze der Mathematik zu sichern, eingebürgert. Hr. Amodeo 
versichert diests in seinci Vorrede, und zahlreiche italienische Schriften be- 
stätigen es. Da.s heute uns vDrliegende Bnc]» ist rinn neue Bestatigiing. 
Es behandelt die Lehren der niederen Arithmetik mit vollkommener Strenge, 
so dals man fast zu der Frage gelangen könnte, ob denn Schüler im stände 
seien, dieses Lehrbuch su verstehen? Der Lehrer wird es unsweifelhaft 
auch aufserhalb Italien mit greisem Interesse lesen und seinem Unterriebte 
^ lel davon einverleiben, als er seinen Schülern bieten zu dürfen glaubt 
Er wird dabei allerdin<js auf die Richtigkeit der Beispiele einige Aufmerk- 
samkeit verwenden müssen, auch nachdem die im Druckfehlerverieiehnisse 
angögobenen Vorbesserungen vorgenommen sind, da noch zahlreiche weitere 
IrrtOmer recht 8t5rend wirken. 

Heidelberg. M. Gjjitob» 
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1. Anllsabeii und Lährnätze. Lösimgen. 

A. Aiifj|ak«M nmi Lehnltee* 

48. Es ist ein Krtis TOtn Badtns k gegeben, und es wird diejenige 
Kurve (Traktorie) gesucht^ deren bis zum Schnitt mit dem Kreis verlängerte 
T&ngenten einr gegebene L&nge a besitzen. ■ — Die Anffalic ist, soweit dem 
Einsender bekannt, nur in dem Spezialfall a k näher behandelt und kann 

mter der aUgemeiaen VonnuBeiKimg a^k den Herren FachgenoBsen als 

Übangnafgabe (oder etwa nur SemesfaralprllfÜDg) Torgeedüageii werden. 
Es soll inabesondere bewieeen werd«i: 

L Ist I; >• a, 80 giebt es xwet Teiachiedene Kurrem, die der Aufgabe 

genügen. 

1. Die eine derselben beginnt aulserhalb düü Kreises in der Entfernung 
i -f o von dessen Zentrum, tritt später in den Kreis ein und wird zu einer 
Spirale mit nnendlicb vielen sieb stete verengenden Windungen, welche sich 

schlieislidt einem, dem gegebmen konzentrischen, Krnse vom Badins yfi^ — a* 
asymptotisob nihem. Die Tangente («) ist in der Richtung (dem Sinne) 

der Kurve zu zeichnen. 

2. Die andere beginnt im Tniipren des Tvr»'i«»'s in <lfr Entfemunfif J: — a 
von dessen Zentrum und bilde t * heutulls eine bpiraie mit unendlich vit-lon 
Sich aber vergröfsemden Wiudmigeu, welche sich (vou inueu) demselben 
Krdse asymptotisdi nlhenL Die Tangente (a) ist entgegengesetit zur Buditung 
der Sarve au ziehen. 

n. Ist A; = a, so wird die erste Kurve za einer Spirale, deren Windungen 
sich dem Mittelpunkt des gegebenen Kreises asymptotisch näheni, und die 
zweite Kurve schrumpft zum Mittelpimkt selbst zusinnmpn. 

m. Ist k <i a, so beg^iuut die Traktorie in der Entleniung a k und 
endet in der Entfernung a — k vom Kreiszentrum j sie ist wiederum eine 
^puale, aber mit .einer endUi^m — ganzen' oder gebrodienea — Amnhl 
von Windungen, weldie rieh mit der Yergröberong von a bis zur Grenze 
aU I (für a -« oo) verringert. Die Kurve Tcrlftuft ganz aufserhalb des 
Kreises oder schneidet ihn einmal und endet innerhalb desselben, je nachdem 

2Ä: oder a<C2k ist; in beiden Fällen geht die hinreichend verlängert« 
Tangente im letzten Kurvenelement sowie diejenige im ersten Kurvenelement 
denh den Mittelpunkt des Kreises. Der vom Kreiszentnun ausgehende 
Ssdins vector der Traktorie bildet also anfengs nnd znletst mit dem Kurven" 

AnUr dar jtotawmtik and rhjtik. UL Reth«. DL 12 
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taagente) MM ntgMeh dm Srtis, 



und imr gemm muh der Hälfte der 

Maximum < kleiner als 
mn Ati>natLm«' dorjfiii^'en uuter T.'2 
durvil UiQ grxogt!oe Taugeote (Weudr- 

Li. SaalaohOts. 



49. Gegeben s^-i flrt Tetraeder T. Zu jedem Rauiiij»nukt<' P gehört 
eia-eindeutig ein anden?r so dafs P, ^ die Brennpunkt»' einer T ein- 
besohriebeaen BoUtiunslij^e 2. Ordnong sind. Dann sind Q zugleich 
konjugiert in Beiog auf das FUct i aaa ati S. Ordavag, deasea 8 Gnmdpuokte 
die 8 Mittelpiiatte der T embMdniebeaeB Kvgela aiad. üad lungekeliil 

Köaigsbeig L Ft. W. Fa. Ifanta. 



60. Srrit V Tun dfs centres de similitude de deux cereles C et C. Une 
droite variable pa^ant par 5 rencontre C suirant la corde AB^ et C' suivant 
la corde A'JS'. Trourer les iieux des centres de similitude des cereles ajant 
pov diametres AS et A'S^. 

Constaatinople. E. N. BABUiair. 



51. On doane ime parabole de sommet 0 et nn point fixe P pris 
sor Taxe de la parabole Par le point P oa mene unc droite TariaUe qni 

rencontre la parabole en A et B. Montr» r (jur le lieu des centres de quatre 
ffrrles tangents aux trois ootes du triinclc AOB est une quartiqup. Deter- 
iiiintr la Position du point P pour que cette quartique se decompose ea 
deux droites doubles. 

Cuustautmople. - — E. M. Baui^iiiIN. 



52. Untersuchunij «lor (le^^talt der Kurvo // ^ ] r ; Bestimmung der 
ZaüiwerUi der Koordiimien ihrer Wendepunkte aut funt btfiUeu. 

Berlin. E. Lamp£. 



6S. VoB dem Punkte C m ätac Ebene riaer Fatabel seht man die 
Tangpnten C7?j und CB^ (B^ und B,, die Berührungspunkte) an die Kurve 
und errichtet in B^ und B^ die Normalen, welche sich in F schneideD 
mögen. Die Koordinaten ^ von F aus denen von C (x, y) zu berechnen 
und dann <Ke Verwaadtecbaft in imtenttchen, in weleliir den Pdnkten C 
die Punkte F entaprechen; insbeBoiidere einfache sich entsprechende KaireD- 
sdharen an beatinunen. Welche Funkte O fUien mit ihren entapredienden 
r* JEuaammon? 

Oleii he Fragen für die Ellipse und die Hjperbel. 

Berlin. £. Lamf& 
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64. Der Ausschlag a «nes Pendels gegen die Rahelage betrftgt 179^ 69^ 

Wie verhalt sich seine Schvrin^ngsdauer T m der Schwingiingsdauer 
fftr unendlich kleme Sohwingongeu? (Für u » 180^ ist bekanntlich T » oo). 

Berlin. £. Lampb. 



B. Losungen. 

Zu :i2 {Bd. U, 8. 2\'^) (FA. Janisch). Zweite Lösung. Wir zeigen 
7un<1thst, dafs die drei Punkto (mn\ {mc', ali), 8 in uiner (ierad»in 

liegen. Dies ist der Fall nach dem Pascal sehen ISatze, angewendet uut 
dtt Sedbaeok c'ma'abc Denelbe Satz, angewendet auf das Seehaeek 
b*maach^ beweist, daft ancb die drei Punkte (ma', &c), (mb\ ae), 8 in 
emer Garaden liegen. Dies gilt ftür jeden Punkt von if, folglich auch fär m'. 
Wir zeigen nun, daf'' auch die Punkte («»'a, fc'c'), (m'h. f 'rt'\ (m'c, a'b') 
auf fi liegen. Zu deiu Zwecke betrachten wir das Öeckseck yyi' (icc'h'm. 
^ach dem Pascal sehen Batsie liegen die drei Punkte (m'a, b'c'), {mb\ ac)^ s 
in «aar Geraden ; folglich alle bccIib Inaher betraohteten Punkte. Vertansdit 
man in atmtüehen Seobaeekeu a mit a% b mit b% c mit c\ ao arhllt man 
dm Beweis fö.r die Gerade fi\ 

Durch den StrahlenbUschel um s- sind die Punktreihen m nnd ta' in- 
Tolatorisch gepaart mit s als Invoiutn iiHzentrunu 

Bezeichnen wir kurz die Strahlfubüschel durch ihre Mittelpunkte, so 
eikannt man leidity dafs s{ii) J\ s{^') ist, wie folgt Ea ist a. B. c(m) 
A A '(f^O* ^ dieaelbe Ptmkbreihe anf a'b' pirqjiaieran. 

EbenfikUa iat €t'(m) A da sie dieselbe Punktreihe anf 6c projizieren. 

Demnach ist auch ,s-(iu) J\ s(^i'). Die Sti-ahlenbüschel ,u und fi' sind daher 
projektiv und involutoriscb, da sich je zwei Strahlen» wie oben gezeigt 
wurde, gegenseitig entfiprechen. 

Der duale Satz lautet: 8ind ahe und ab'c zwei Perspektive, einem 
Segelaelmitt K nmbeachriebene Dreiaeite nnd iat m eine beliebige Tangente 
an K, dann gehen die drei Geraden (ma', (inb\ ca), (mc', ah) durch 
einen Punkt ^, welcher auf der Schnittgeradeu der homologen Seit^^n der 
Dreiseite liegt. Ist m' die zweite Tangente, welche aus dem Schnittpunkte 
von m und s an K gelegt wird, dann schneiden sich in demselben Punkte u 
die drei Geraden (w'a, 6'c'), (m'&, c'a'), (m'c, a'b'). Umgekehrt gehen 
durch «inen anderen anf 9 Hegenden Punkt |»' die aeoha Geradoi (m'a', 6 c), 
(la'ft', ca), (w'c', o6), («o, ^'c*), (lud, c'a'), (mc, a'6'). — Die Strablenr 
paare (m, m') und die Poaktepaaxe (f», f*') bilden derart zwei pxojektiTe 
involu torische Oeluldp 

Der direkte Beweis ^.vird genau wie oben getührt, indem man statt der 
Punkte stets Geraden setzt, und umgekehrt. 

Einbeck. R, Neuendorfi'. 



Zu 36 (Bd. TT, 8. 214) (H. Bertram). — Die Fitnihlenbüschel nm 0 
und 0, sind projektiv aufeinander bezogen, wenn man die Strahlen einander 
zuweist, welche denselben Punkt des Kegelschnitts projizieren. Dadaroh 
rind daw anofa die Posktresben, welche fie StnUeaUsdh^ in der Oenden 

12* 
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durch G einBchncideB, progektiT avfeiiiaBder bezogen. Sei U der Schnitt- 
punkt (u. 0 0.-. 5:n PTit.spmli^n lii«' Punkte // und G einander doppelt; 
denn ist (ßO^ ein »tr&hi de? Iiü.v hels uni O, so entspricht ihm die Tangente 
in und umgekehrt. Demnach sind die projekÜTen Punktreihen in- 
Tolatörisch. 

Ift die Qorftde GH pandlel «mar Asymptote, ao ist der nneiidlifili 

ferne Punkt ein Doppelelement der Involution ebenso wie der Schnittpunkt M 
mit der Kurve. Da df^mnach je zwei konjugierte Punkte durch M und den 
nnrndlieh fernen Punkt haimameä getraniit werden, so mfinm ae {^eichen 
Abstand von J/ haben. 

Die in der Aufgabe angegebene Konatniktion liefert in der That eine 
Hyperbel, da die StnUenbltadiel nai O und 0^ entgegengesetzt projektiv 
nnd (die PonktinTolaticB auf |ft besitzt zwei reelle Doppelelemente) und 
demnach '2 Paar konjugierte parallele Strahlen besitzen, welche die unendlich 
fernen Punkte der Hyperb» I lif fem Trägt man die Strecke OH von Oj in 
entgegengwet^ter Richtung aut OOj ab bis //, . po GTf^ die Richtung 
der zweiten Asymptote; denn iüehl man durch 0 und Paralleleu zu G , 
SO liegen dem Sdmit^inikte ^etch weit toil Jf entfemti da die eimel&ea 
Stracken propoiüoiutl eind. — H fillt mit niaammmi, wena H der 
lüttelponkt von 00, ist. In dieaem Falle hat die Kunre nur einen un- 
endlich fernen Punkt (zwpi 7usammf>nfall<'ndp\ i!ät also eine Parabel 

Unmittelbar folgt daraus die Konstruktion einer Parabel, von welcher 
zwei Tangenten mit ihren Berühnmgspunkten 0 und gegeben sind. Man 
h»lfaiiere die Sehne OOj in Den Sdmittpnnkt der Tangenten B Ter- 
bindet man mit M nnd balbiert QH in Jf. Dann beneht mw 8 Strableii- 
büschcl um 0 und 0| so projektiv aufeinander, dafs je 2 Strahlen kon- 
jugi«rt sind, welche 2 gleich weit von .V entfemte, auf GH liegende 
Punkte projizieren. Diese Stfahlenbüschel erzeugen die Parabel. 

Einbeck. B. Nsu£K£K>BrF. 



Avtmg aus einem SekreUm m Herrn F. Jfeyer. 

Zu 37 (Bd n, S. 356) (S. Gundelfinger). Anknüpfend an den Satz 
des TTerrn TJundelfinger, dafs die Lemniskate analog dem Kreise für jeden 
Punkt eine Potenz", d. h. ein konstantes Produkt der Sehnonabschnitte liefert, 
kann man nacb allen algebraischen Kurven dieser Art fragen. Ist F {x^ y) = 0 
die Gleichung einer solchen in rechtwinkligen Koordinaten, so müssen die 
Wurzeln £ des Systenis F(a + { OOS 9? + IV sin 9, 6 + 1 an 7 — 1} OOS 9) 0, i| — 0 
d. h. der Gleicknng F(a + ^008^, 6 + S sin 9) 0 ein von 9 unab- 
hängiges Rndnkt haben. Das Produkt der Wnnsehi ist — , wenn 
^ " /(cos tp, am qp)' 

f{xy y) das Aggregat der Glieder höchster Ordnung von y) ist. Es 

mofs also f y) konstant sein, wenn + » 1 ist; d. h. f{x^ y) — e{:^ -\- y*)": 
die gesudifen Kurven sind die „zyklischen", welche keine anderen un- 
pndlich lernen Punkte als die Kreispunkte haben. Dieser Satz ist sofort 
auf mehi- Dimensionen zu übertragen, entweder durch Befr.i'htung der 
ebenen Schnitte, die Kurven von der gciuudenen Art sein müssen, oder 
durch einen dem obigen analogen Beweis; denn z. B. aus / (x, ^, z) =^ konst., 
fBr «• + y* + s«— 1 folgt fix, y, t) = + y' + x*)«. Die gesuchte» 
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Flächen im Baume smd also diejenigen, die keine unendlich fieme Kurve 

als den Kn^rf^ltr^^ii; }i;iHen, z. B. dip Zykliden. 

Aber wie heilst der analoge Satz für "Raiimkurvfn etc.? t^jrigens läCst 
der Satz die affine Verallgemeinerung ^u: Miiist man jede Strecke luit dem 
za ilir paiBUelen Badius der ,^ehfliche" aa^ + + cjk' » 1 , so lisftm 
die üad nnr die ?lldien für jeden Punkt eine konstante Potenz, deren 
Glieder k^Schster Ordnung die Form haben: C{as^ + ht^ + e«*)*. 

Kdnigabexg i Pr. Th. Vahlbn. 



% 8|inoknftl für die Sn^Uopadie der Mathematlsohflii WisBMUMüiaftoiL 

[EiiiMBdmigen IHr den Spreehiul erbittet Frans Meyer, KtaigdMOtg L Fr., 

llitteltiagheun 51.] 

Zu I A 2. Kombinatorik. 

I. S. 40, Anra. 84 ist boizufügen: 

A. Hurwitz, Zur Invariantenthoorie, Math. Annalcn 45 (1894), 
389. Es sei gestattet, bei dieser Gelegenkeit andi anf die erst nach 

Erscheinen des Heftes der Encyklopftdie publizierte Arbeit von Cyp. 
Stephanos, Sur une extension du caleul des substitntions lineaires, 
Journ. de math,, 5* ser., 6 (1000) zw verwaisen. — Im Texte wäre 
vielleicht erwünscht, noch eine Art der mehrfachen V ilrmipfung einer 
Determinante mit sich selbst zu erwähnen; für einen Spczialiail bezeichnet 
Pascnl in seinen Detenninanten (peatsdhe Ausg. Leipzig, 1900) diese 
Benebnng als Sckoltssehen SatK. Litferatnr bei Pnscal, a. a. 0., 8. 104. 
Beizufügen zu der von Pascal angeführten Litteratur ist noch A. Hurwitz, 
Math. Annal'^n, 45 , S. 300. Man bezeichnet die fragliche Determinante 
passend nach Hurwitz als die Determinante der so and sovielten Potenz- 
transionnation. 

L 8. 43, tetite Zeile. Das Symbol (1, 2, . . ., n) tritt schon bei Jacobi 
auf and swar an dem in Anm. 105 aagefOkrten Orte, wosn noch bei- 

zuHigen: Jacobi, Jomm. f. d. r. u. ang. Math., 29, 237. 

I. S. 13, Anm. 105. Bewei.se für den Cayleyschen Satz haben auch 
Scheibner, über Halb detenninanten, Sächsische Berichte (l8ö9),Mertens, 
Journ. f. d. r. o. ang. Math., 82 gegeben. 



Zn I A 6. Endliche diskrete Gruppen. 

I. S. 218, Anm. 75. Da der Satz nur implizite bei C. Jordan a. a. 0. 
steht, so wäre Cayley, Americ. J. 1 (1878), 50 = coli. math. papers, 
X, 8.408 anaofthren; Cayley hat den ftagÜchen 8ats wohl zum ersten 

MUe explizite angegeben. Ferner wäre vor Dyck ancufilhrcn: Fro- 
benius und Stickelberger, tHier Gruppen von vertauschbaren Ele- 
menten, Journ. f d r n. an ct. Alath,, 86, S. 230 Anmerkong. 
L S. 220, Z. 6 V. u. den iextes: Lies BÄB-^ 

L S. 224, Z. 9 V. u. Cole hat die Gruppen bis zur Ordnungszahl 660 
behandelt. 
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VernuBchte Mitteilongen. 



Zu TB 3a. Separation und Approximation der Wurzeln. 
I. S. 408, Z. 21 V. 0. Lies a -)- m A ^ 6. 

1. S. 409, Z. 5 V. 0. Nach don »»inffehenden An5;einandf»rsetzTinL'r>Ti vor 
G. Darboux fOruvns de Fourier, Bd. II, 8. 31Uj verdient das Theorem 
nur den Namen Fouriers /.n führen. 

I. S. 411, Z. 14 V. u. lier Satz, „daf» mit wachseudeu) x die Anzahl der 
ZeicheowediMl baim Paniereii einer Wnnel der Oleiokimg um eine un- 
gerade Zahl abnimmt und sonst nmr um eine gerade Zabl abnelunea 

kann/' set/t voraus, dab die passierte Wnnsel einfiu^e Wurzel der 
Oleichunf); ist. Es wäre auch Z. 7 v. n. /n hpmftrken, daCs heim 
Fouri ersehen Sal/e bei d^r Bestiuuuung der Zahl der Wurzeln eiiitf 
Gleichung l\x) — U, die zwischen einer beliebigen Zahl und einer 
grBJimn ZaU liegen, eine jede Wnnel so oft lu iShlen ist, ine der 
Qrad üirer Vielfaehheit es angiebi Dieselbe Bemerkung gilt auch ftr 
S. 411, letste Zeile des Textes. 

I. S. 411, Auni. 7. Es wäre noch beizufügen: Fourier, Sur l'usage dn 
th^ort nie ile Dtseartes dans la rechercbe des limites des radnes (1820). 

Oeuvres de Fourier TT, S. 291. 

I, S. 412, Anm. 8. Hier wäre auch die Besprechung von Fouriers Ana- 
lyse des equ. determ. von Gaufs, ges. Werke III, S. 120 zu erwähnen. 

I. S. 428, Z. 10 V. u. Der augetührte Satz ist aus der Arbeit von Caylej, 
Journ. de math., 11, 297 zu entnehmen*, explizite ausgesprochen wurde 
er Ton Borchardt, ebenda, 18, 68 (1847). 

I, S. 483, Z. 6 Q. Fourier hat thatsSchlich die Fonkfion f(x) durch 
Funktionen zweiten und kOberen Grades ersetzt. VorsOglich bat er auf 

diese Weise Bctraehtungen für die durch Funktionen zweiten Grades 
vermittelte Annäheruni:, die den in I, S. 416 angeführten Sätzen über 
die lineare Annäherung ähnlich sind, angestellt. Vgl. Fourier, Analyse 
de« equ. determ.: Artikel 33, 34, 41 ff. des zweiten Budies. (Deutsche 
Ausgabe TOS A. Loewy in Ostwalds Klassikeni der eiakten Wias. Nr. 137.) 

L S. 4S9, Z. 1 T. o. Es sollte nii^t nur yon der grOfiiton Wurael die Bede 
sein. Da die Notis ttber Kettenbrttche sehr kun ist, sei gestattet, das 

Folgende zur Erg&nzung anzugeben: 

T>-t die in einen Kett^nbr-uch zu entwiekelnde positive Wiir/.pl df»r 
Gleichung /"(*) = 0 mit x bezeichnet, so bestimme man die nächst kleinere 

positive game Zahl a und setze: «B-a + ^* Die sich f&r jr «gebende 

Gleichung, die mit f^df) = 0 bezeichnet sei, hat soviel reelle positive 

Wnrr.eln, die > 1 sind, als f(jr) ^-^ 0 reelle positive Wurzeln zwischen a 
und «4-1 hat. "Man bestimmt eine ^anze positive Zahl 1, dafs 

zwiiichfü und -f 1 eine Wniv.el von /i(?/) = 0 liegt. Set/.t man 

y = -|- — ^ 80 genügt einer Gleichung f^ijfi) — 0, die soviel reelle 
Vi 

Wurzeln, die >• 1 sind, l)esit7.1, wie (.?/) = 0 reelle Wurzeln zwischen 
und fi^ + 1 hat. Fährt man so fort, so weisen nach einer gewissen An- 
zahl von Schritten die transformierten Gleichungen nur einen einzigen 
Zeichenwechsel auf und besitzen daher nach dem Satze von Descartes 
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nur eiae einzi|/t« positive Wurzel.^) — Viuccut hat auch an dem 
unter l) angeführten Orte gezeigt: Setzt man in eine Gleichung ohne 
mehr&che Wurzeln entsprechend dem Lagraugeächen Proeeis der 
SeäM aadi: 

« — « + ^5 ^^^-^j^i = + •» 

ao gelangi man, wie auch immer sonst die Zahlen a, . . die nur 
positiv und grOlBer als 1 vorausgesetzt sind, sein mögen, schlieüislich scu 
transformierten Gleichung-«»!! , die entweder nur Zeichenfolgen oder *«inen 
einsigen Zeichenwechsel aufweisen. Im zweiten Falle hat die vor- 

gelegte Gleichung den Kcttenhruch + J[ zur Wnnsel; der 

ante Eall tritt jedesmal dann ein, wenn der angegebene Kettenbruch 
keine Wurzel der vorgelegten Gl«>i» ]inng ist. — Lagrange hat auch ein 
Verfahren angegeben, um die Teilneuuer a des Kettcnbruchos, wenn einige 
derselben bekannt sind, ohne Probieren zu linden (Oeuvres 8, S. 12ü); 
ist die Beclmnng weit genug vorgeschritten, so liefert eine einzige 
Oporation bald mehrere Teilnenner. VgL auch Legendre, Theorie d» 
mnnbree, 3* 4d., I, S. 143; femer M. A. Stern, Theorie der Kettenbrücbe 
und ihre Anwendung, Joum. f. r u. ang. Math., 11, Ö. 277. — Die 
ganzzahligen quadratischen (ileicbungi n und die poriodischen Kett«nbrüche 
sind in I A 3 (S. 132) bebandelt. Die Frage nach den irreduktiblen 
GlMchungen, wddie die Eigenadialt haben, dafs, wenn man ihre reellen 
Wuneln nach Lagranges Methode in Kettenbrficfae entwidcelt, zwei 
oder mehrere der sidi ergebenden Ketteubrüche sehlief^h dieselben Teil- 
nenner aufweisen, ^snirde von Vincent, a. a. 0., angeregt und von 
T. A. Serret, Developpenients sur ime (lasse dequatious, Joum. de 
matb., lo, 152 (18ö0), erledigt. Vgl. J. A. Öerret, Cours d'algebre, II, 

8. 615 ff. (3* ed. 1866). BezflgUch der Gleichungen dritten Grades 
dieser Art TgL Lobatto, Note snr une propriet^ relative ans racines 
d'une daase particnli^re d'^qnations dn troisi^me degrl, Joum. de math. 

9, 177. 

I. S. 439, Z. 6 v. o. Bernoullis Verfiihreu. Die allgemein D. Bernoulli 
zugeschriebene Methode geht in Wahrheit auf Lagra uge (Traite de la 
res. des ^u. numeriques, Note 6, Sur la methode d'appruxiiuation tiree 
des s^es zicmrenteB, Oeavies de Lagrange, 8, S. 168) snrficÜL 
Bernoulli behandelt an dem in Amn. 34 erwihnten Orte die Berech- 
nung der Oleichungswurzeln durch rekurrente Reihen. Er giebt den Bats 
(a. a. 0. S. 98): Hat man die Gleichung: 

und bildet in rekurrenter Weise: 



1) Lagrange, Traitä de la rdsolntion des equ. numeriques, Chap. A bowIc 
Note 12 (Oeuvree de Lagrauge, Bd. 8). Vincent, Note sur la resolution des 
^uelbas, Jonin. de LiouviUe, 1, Ml (18M). 
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VemiiBdite Ifittoilongen. 



wobei P|, Pfy ' . *t Pm n wülkürlicbe GrolMii sinci, so n&heri sieh der 

Qnotieikt - J - mit wachaeiidein v, fiüls nicht xwei Wnntbi der Gleichung 

» 

denselben grülkton absoluteD Betrag haben, einem Grenzwerte, der die grüüste 
Wnnel der Oleichung ist Ein analoges Theorem giebt BernouUi (a. a. 0. 
B. 92) flllr die absolut Ueinete Wnnel der Gleichung. — IKe Methode des 
Textes, wobei die die vten Potenmunmen 5, der Gleichungswurzeln sind* 

findet sich erst bei Lagrango (Oeuvres 8, P. ITO'^ mit der IJi'merkiing 
,,Cettp niothode rentre dans celle que Daniel Bernoulli a deduite de la 
coiu»iUeration des suites r^currentes et qu' Euler u expoi^ee en detail dans 
son Introduction.** IKe uns heute so geläufige Thatsache, da£s sich durch 
die ersten n Potenssnmmen der Wnneln einer algebraischen Gleichung 
♦»ton Grades die folgenden in rekurrenter Weise ausdrücken lassen, war 
D. Bernoulli, als er 1728 die fragliche Arbeit veröfiFentlichte, überhaupt 
vielleicht niclit ) * V anut; jedenfalls war dieses Resultat noch nicht pu- 
bliziert. Die Anthmetica universalis, di^ 1707 erschienen war, enthält 
die Newtonschen Formeln bis zur sechsten Potenz mit der Bemerkung 
et sie in infinitnm oiNmnraU Serie progressionis ohne Bewos. Die 
Summen der (n + 1) ten und folgenden Potenzen, auf die es bei der 
rekurrenten Beziehung ankommt, drücken sich ein wenig anders aus; 
man kann dalur ■^og^r vielleicht zweifeln, oh N»'wto!i selbst das Gf^'^ft/ 
für die Summen »J»'r hiilu'reii als «ten Potenzen kanrih Iw wiesen \vui<ieu 
die Newtonschen Foniieiu erst 1745 von G. F. Bärmana ^Btirmauns 
Arbeit ist abgedrucM in l^ewtons Arithmetiea uniTeraalis, ed. Castillio^ 
neue (1761), Add., 8. 110.) Tor Blrmann erwfthnt nur Johann Ber- 
noulli, dails er einen Beweis fÖr das Sehr elegante, von Newton ohne 
Beweis gerrebene Theorem besitze. (Opera IV, S, 22 (ed. 1742 1). — An 
weiterer Littcrutiir wäre in Anmerkung 34 aufser Lagrauge noch bei- 
zufELgen: Legendre, Theorie des nombres I, Artikel 113, S. 168, 3** ed. 
— Eine ForttiÜdtmg der Methode mt Beredmung stmUiiAw Gleidiungs- 
wurseln ist soerst von Fourier, Analjse des equ. dlterm. (Deutsche 
Ausgabe in Ostwalds Klassikern der exakt. Wiss. Nr. 127, S. 63 ff.) 
angedeutet worden; auspetührt wurde sie von M. A. Stern, Joum. f. d. 
r. u. ang. Math., 11, 294 und Jacobi, ebenda, 13, 349. VgL noch 
vorzüglich die in Anm. 36 zitierte Arbeit von F. Cohn. 



Zu I B 3b. Bationale Funktionen der Wurzeln. Symmetrische 

und Affektfunktionen. 

1. S. 451, Anm. G ist beizuftigen: 

Lagrauge, Traite de la resol. des equ. uumünques. Note G, Oeuvres 
de Lagrange 8, S. 16B. — Grnnert, Si:q>plemente zu Klflgels math. 
Wörterbuche, II, S. 424. — Auf die swei genannten Autraen sdieinen 
die heute fiblichen Beweise der NewtonM&en Formeln surSdougehen. 

Freibuzg i B. A. Loswr. 
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Neuester Y^la§; von B. ä. Trabner in Leipzig. 

ähxukMy Dr. W., Magdeboxg, MatkemAtische Uaierhaltungen uad Spiele. 

?v. 418 8.1 gr. 8. IMl. b Qriguua-LäaiiBailLiail mit Zekhnuur von 
bokcb inltaaiMi B. 4( 10.—. (AbA Ib B HUila& hnmUmS, $tä9 

n. 6.—). 

SdfoL Dr. Chr» Dozent am Polytechnünim in Zfixich, daratellende Geometrie. 
Mit einer Sammlung von 180 0 Diapoeitionen an Aufinben aas der dafstellendea 
' milMd. [m«.19aa] gi.B. 19<»L^IirimPBaag4b^a.UKI.f0i 



H.y Entwieklanges nacli oscillirenden Functionen. A u d. T.: 
Ja}ire8>vencht der Deutacheo Mathematikar«Y<iBfarigBiy. X Band. 2. Hitftc^ 

[i;6 S.J gr 8 IWl. geh. n. 6.60. 

CaAtoy, Morita, Voileauageii über GesckichLe der Maihemaiik. In 3 Bänden. 
nL Band. Von 1666—1768. 2. Anfl. Mit 147 xa tei tat gBdnflklM ngnTCB. 
[X XL 928 8.] gr. 8. 1901. geh. B. «« 16.60. 

Oea^O, ErnestOj VorlPann j^en (!bpr natürliche Oeometrie. Antorisierte 
deutsche Aoaga be tou Dr. Gaaauu) Kowauewbiu. Mit 8i in den Xext gedruckten 
llgBHa. [YSI B. Ml &] p. 0. IMS. In LdBwrf g«b. b. •« lt.— 

Ib IL, Ph. D., AuMmA Ptafangr of MathematiiMi in the UniTersity of 
Cbirago, Uneax Qxonpi witlt an eziposition of the Galoia Field theorj. 
[X o. ai% 8.] gt 8. 1801. [In eagliacW Sprache.] In Leiaw. geb. n. 12.— 
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»rii. Galileo, wissensctnf'tlirhe Grundlagen dei Elektrotechnik 
Kack doa Vozleaaogeii Aber Kiekiroteoiinik geiialton in dem & Maseo IndoslrialA 
in Turm. fk/Mh Innusge^^eb« tw Dr. tmo fnw. HÜ IM figmn im 

Tnt [TTT n 3'8 5!] ^^r « 1901. geb. ü. .IC 18.— 

lar. I>r. Iburl der u»iurwi8seii«chftfkUoh» Unierxiolil in England« 
faiPMOBdat» tn Physik und OhmidA. MH dasr ubenidit te enffüBchen 
Unterrichts! itteratur ziir PÜvHik und rhemie und IB Abliildaugen im Text amA 
•nf a Tfefola. [VUI o. 94 &J gx. 8. 1902. In Leinw. geb. n. JC 8.60. 

Nttvere tnrMeeb««!!: der feei«B vsd flAtsigen 



Körper. Mit einem Anhange üljer das abaolutr M Tr^sv^t^m Bin Bnitrap zur 
Methodik dM phjukdUMhen Untenichta. Hit 6ö iTigaren im Text £¥1 n. 68 S.J 
ftT. 8. ItM. Mb. JC f.— > 

iJLm 

Hanmiör, Dr. E., Sechsstellige Tafel der Werte logr-^- Für jeden Wart ätit 

Argumenta logx vou 3,0—10 bis 9.UÖ000— 10. (Vom Argument 9.99000—10 an 

bis 9.999700—10 fliad die ^^S ^ — ^^'-'^ fünföttllig angegeben, TOn dort 

an TierMtellig. [IV u. 78 S.J gr. 8. 1803. geb. n. X 8.60. 
Koenigaberger, Leo, die Prinoipien der Ifeelianik. ICalli. Untattoelrangea. 

[XII u. 228 S.] gr. 8, 1901. In Leinw. geb. .^C 9.— 

SroneolMr, L.| Vor lesu ngen über Zahlentheorie. I, Band. Hoiausge^b^ Toa 
J&ntT HnraiL. (XVI n. 609 8 ] gr. 8. 1901. gek n. M 18.— 

Milfliematisohe und naturwissenschaftliche Berichte &\\» Ungarn. Mit Tntt.'r- 
atfltzung der Ungarischen Akademie der Wissonschaften und dex £gl. Ungar, 
naturwäsenschafwehen OeaellsehaA harauügegeban von Bmm Bam« B9rr0a, 
JüLiufi Kösio, Kabi. vox Than. Bedigiart von Aotov» Ahm. 17. Bind. [VXl 
n. S&4 B.j gr. 8. geh. 8.— 

Hetto, B., Vorlesungen über Algebra. S Bde. II. Bd. 9. (Schln(s-)Lief«nm^. 
[XI u. S. 198—827.] gr. 8. 1900, geh. n. X 10.— 

■ ■■ Lehrbuch der Kombinatorik. A. u. d. T.: B. G. Tenbneza Samm- 
lung von Lehrbfichern auf dem Gebiete der MathemalUolieaWiaBeni- 
Schäften mit Einschlub ihzerAmrendnagW. YILBaad. [Vm v. MO &] gr. 8» 
1902. in Leinw. geb. n. JC 9. — 

FascaL Bmst) o. Professor an der Universit&t zu Paria, Repertorinm der höheren 
Mathematik, (Definitionen, Formeln, Theoreme, Litteratur). Autoxisiarta 
deutsche Ausgabe nach einer neuen Bearbeitung des Originals Ton A. ScmDT, 
Oberlientenant a. D. zu Wiesbaden. In 2 Teilen. Analysis und Geometrie. 
L Teil: Die Analysis. [XII u. 638 S.] 8. 1900. geb. n. JC 10.— 

n. Tml: Die Geometrie. [X u. 712 Ö.J 8. 1902. geb. n .(C 12 — 

IBvnry* Dr. John^ F. Ii. S., Professor der Mechanik und Mathematik am Ecyal 
College of Science ra London, höhere Analyaia für Ingenieure. Autorisierte 
deutsche Rearboittmg von I>r Robert Fricice, o. Professor an dn tflchnischen 
Hochschule zu Bruuuächweig, und Fkjtz SircuTiNu, Oberingenieur am städtischea 
Elekkizitätswerke zu Minden i. W. Mit 106 itt den Tm gadrnektan flgnwu 
[X n. 423 81 gr. 8. 1902, gob. n. 12.— 

SeUenlhiU| Dr. Bernhardj Oberlehrer der Kaiserlichen Marineschule au ^ j^ l^ 
mfttliaaifttiacher Leitfaden mit besonderer iierücksichtignag dmt 
NaTigation. Auf TcranL?«^iin«:» der Kaiserl. Inspektion des Büdungswesf^ns 
der Marine bearbeit^jt. Mit 324 Figuren im Text. [XI u. 450 &.] gr. 8. 190i. 
p,'eb. ca. .K 8.60. 

Stola. O, und J. A. Gmeiner, theoretische Aritbmetilc. In 2 Ahtcilungon. 
J Abteilung. Zweite umgearbeitete Auiiage der Abschuitto 1 — IV des 
1. Teiles der Vorlesungen tther allgemeine Arithmetik VOA 0. Stolz. A. u. d. 
T.: !l n Tcubnors Sammlung von Lehrbüchern auf dem Gebiete der 
Mu t it t' matischen Wissenschaften mit Kinschluis ihrer Anwendungen. 
Buid IV, 1. [17 u. 98 &] «i; 8. 1901. gak b. UK S.40| in Leinwaadgcib. 

n .Ä 8.— 

von Weber^ Dr. i^vatdoceat an der Univeraität Milnchea, Vorlesungen über 
das Prafrae&e Problem und die Theorie der partiellen Oiffereatsftl* 
gleichungetn ergter Ordnung. A.u.d.T.: B.G.Teubners Sammlung von 
Lehrbüchern auf dem Gebiete dex Mathematischen Wissenschaftexk. 
Baad g. [P n. 9«t 8.] gg. 8. 1900. la Latowd. gab, n. X U,^ 

Hiami BeOagaa m B. G« Tenbaer in Leifiigw 
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AB CHI V DER MATHEMATIK XTND PHTBIK. 



■1^ jn* ftr dtta BadakttOB b— tlmuitan 8«&dniic«ii (Briefe, 
lMaHm>tAf^ u « w > «im! iresoh&ftsfVihr^nden B«d«ktear 

Dr. 53. Jahnkö, Berlin W 16, Pariser 8tiiekfBe BÖ 

«n richten Eh nehmen »bor duch Geheimer Regienua^wM Prot Dt, 
Horlm WHfS, Kurfurat enBlraf.se i:^t) und Prof. Dr. W. FrMk« ll«yar Jtt ■ 
Mittel traKhalm 51, SeaduBcen für die Hedaktion eo. 

MT IN* BiR«n TerihMer «rlialtaB uno&t«fl|||kb toi bACmmbl Ajiflliliwii 80 mit 

Jeder I3and de» Archivs urrifafp-.t '24 2>radcboS«l ^ 4 HeftH Uttd ICMt« 

11X111^1! und PnstMiaial (eu nahmen BeBtalluniren an. 



Die Eedaktioa enachl die Herren Aatoreii, in ibreii ei^ea Ijiteree«« 4« 
Vmtng d«r fir lu AnUt Mbntei Imskiiile lui ü^lcttill «iuckritakfl 
st wtll«i, ift itr uHA» gcriogti üaflnigM AuMtftak«, iiaMBtor MtalciinHk 



QtääcMnmede auf Immamtü Latarui F*ichs(. Von M. Haai¥irg«r*) 17 

Zi(r nirhiadlitlhchf n Oeomrfrie. Von Paal SUickel in Kiel Mit 1 Figur im Text 1€ 
J^Hc rin/'iicfie JLv^iiftg il's A jMiIhmisr'hfn BfriVirunq:- jirfhlrms in der JEbettc. Yo& 

A. MaMtfeller io M<uiUbaur. Mit 1 Figur uu Text l.( 

Seiträge »ur OeoiMtroyra}jhi4! 1. Ton R. flIlMe tu BkUb. ]ßt4 lÜgimAinTtst if 
0W die AnMeM der £eHegu9tfm eitler $afueH MI Iii eeekt Bmmimtden» Ytta 

B. V. St«nieek in Wien li 

Ober die d''< fir.]Tnvfr}ifj(>n Hyperboloides und d(.^ hyperholifchen 

7'nruboloifhs. Vou Waltber Ludui^; lu Breslau. Mit 4 Figiiren im Teact 2J 
iJtui AddttionetMonm der dli^ischin Fnnktiotien in geometrisch Form. Von 

P. K^tt in SftgUL Mit 1 Figw Im T«it 

■ l^tufarmaUon eonHnue dane U triangle! Fkr X. B. LmnIm 4 Hob» Xit 

2 ligdMii im Text 

Transformation continue dauji h- U'iracdre; Par M. E. Lomoibe s'i Paria .... 5». 
Neue Lehrsätze Über die Wwneln algebraischer Gleichungen. Von C lüeslunhe 

in Trier 

JDie Oae^ der ednemte» ^rMmg wid An predUiedie Verwendmifi* Von 

0. Iiaatr in Charlottonbosg. (Fortwtnmg.) IGt 4 Figonn im T«xt . . 
SeBeneioneti. Von A. KlCMr, M. Kraose, A. Pringsheim, T. SeU«;«!, E. SteisltK 3 

Badamnrd, Jacqnes, La s^-rio de Taylor et eon proIoD^cment analytiquc. Ton 
AllVe4 PrlBfakeim. S. 282. ^ Borel, E.» Le^oti« sur le« fttiries diTeifentea. Ton 
■.Kraue. 8. 895. — Aat«nheim«r, Fr., Elemeatarboob der DiflteeilUal- vnd 
lutogralreobnisnir. Ton 1. In^ter. S. ^/y^. — Ilefs, K., Weitere Beitlfl^re xar Tteorl© 
der r&ODiliolieD Koofifurattonen. Voo ätUialts. ä. ä08. — Eaderl, Erost, Oi»«r 
VMM XoidkMlM. Tw T.MUitd. 8. «M. 

*) Hienron iti Sonder^Abdmok enohienen mit 7 orttM tob h, IWte oad TMS«ic^ 
wtSnu SebriAnL 
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Oodftclitiiisrede auf Immaniiel Lazarus Fnclis 

(geb. UD 5. Hai 1833, gast am 26. April 1902). 
Von If. Hambubobr. 

« 

Gehalten im H^^hematiBehen Terein der Univeratüt Berlin am 6. Mai 1902. 

Als Tor fünf .jähren der greise Weierstrafs in dem imbestrittenen 
Ruhme des ersten Analysten seiner Zeit aus dem Leben schied, da war 
bereits seit lanpf» glänzender Ersatz geschaffen in dem Manne, dessen 
plötzlichen Heimgang wir jetzt beklagen, in Fuchs, dessen Name in 
der Geschichte der Mutlirmatik mit einer der wichtigfiten Difjziplineu 
der Analysis. drr Theorie der linearen DLäereniialgleichungeu, stets 
rukuireiL'h verknüpft sein wird. 

Das oft zitierte Wort aus der Erwiderung auf seine Antrittsrede 
als Mitglied der Berliner Akademie der Wissenscliaften, dafs er dem 
matliematischen KönigreK he eine neue Provinz hinzugefügt hal)e, konnte 
später bei der Uberschau der grofsen Rfibe hedeutimf^s voller Ergeb- 
nisse, die bei dem Aufbau und der Durchforschung des Gebietes in 
r^stcr Wecbselbezichnng^ mit den verwandten Disziplinen gewonnen 
w^irden, dahin ergänzt werden, dafs die Theorie der linearen Diffe 
rentiaigleichungen seit ihrer Begründung einem grofsen und wichtigen 
Teile der analytischen Forschung ihr Gepräge aufgedrückt bat. 

Die Darstellung der wissenschaftlichen Leistungen von Fuchs, 
die nicht allein durch die Zahl ihrer Ergebnisse, sondern auch durch 
die Stellung neuer Probleme und Einführung neuer Methoden hervor- 
ragen, ist eine Aufgabe, von der ich mir nur zu wohl bewuTst bin, 
wie wenig ich ihr gewachsen bin, und wenn ich der ehrenvollen Auf- 
forderung des Mathematischen Vereins, die Gedächtnisrede zu halten, 
gefolgt bin, so hab^ ich meine Bedenken zurückgedrängt in dem tiefen 
Gefühl der Dankbarkeit fUr die Freundschaft, die der Dahingeschiedene, 
zu dem ich stets mit Yerehnuig aufgeblickt, mehr als 50 Jahre mir 
geschenkt hat. 

Immanuel Lazarus Fuchs ist den 5. Mai 1833 za Moschin in 
der Provinz Posen geboren. Schon in dem Grüben Alter Ton 14 Jahren 
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TorHeft ar dfts EttenüiAiiSy um dis IViedridh-WiUielms-GTiimaniim u 
PoMm KU beinehen, wabei er genötigt war, b«i den dOxftig«!! Ver- 
IdttiiisBeiiy in detini Mi seine Eltom befanden, neben der Arbeil ftr 
die Schule fOr seinen Unterbalt kq eoigeo. Die auBgezeichnetoi Fori- 
Bcbritte, die er trote mangelhmfter Vorbereituiig auf dem Gymnasiuni 
machte, ermöglichten es ihm sehr bald, durch Unterricht sich Erwerb 
zu schaffen. Er war ein gesuchter Lehrer, ausgezeichnet durch die 
Kunst, im Schüler die verborgenen Fähigkeiten zu erwecken und zu 
entwickeln, und den Eltern empfohlen durch den Emst, zu dem er in 
dem schwierigen Kampfe mit der Not des Lebens weit vor seinen 
Altersgenossen herangereift war. Zu dieser Zeit war es, wo er zuent 
mit Koonigsberger in Berührung kam. Als Erzieher in dessen 
Haus bernfou, verstand er es, in seinem Zögling das Interesse für 
Mathematik zu erwecken. Der mächtige Einflufs, den er da(hircb über 
ihu gewann, war ausschlaggebend dafür, dafs sich Koenigs berger 
der wissenBchaftiicben Berufsbahn zuwendete, die äicli so glänzend ge- 
stalten sollte. 

1853 erhielt er das Zeugnis der Reife, blieb aber dann zunitcLal 
ein Jahr in Posen als Hauslehrer im Koenigs berger sehen Hause. 
Auf der UuiverBität hatte er noch das Glück, zu den 1 üiseu Dirichlets 
zu sitzen. Aufserdem hörte er Kummer, Borchardt und von 1856 
an Weier 8 traf 8. Neben dem Hören von Vorlesungen studierte er 
fleifsig Gaul»' Diäquiäitiones arithmeticae, üöwie die Werke der fran- 
zSsischen Meister, wie Fourier, Laplace. Hervorheben möchte ich 
noch, dafs ich als junger Student ihn besonders eifrig mit Cauchys 
Exercices beschäftigt fand, die er als aufserordentlich instruktiv pries. 
Es scheint mir das vorbedeutend für seine spätere wissenschaftliche 
Richtung, die ja doch vornehmlich von den C auch y sehen Prinzipien 
bestimmt wurde. Auf der Universität machte er sich bemerkbaj- durch 
eine Bewerbung um eine Preisaufgabe, bei der er den zweiten Preis 
davontrug. Sie betraf das Gebiet der Geometrie, und zwar den Teil 
desselben, der mit der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
zusammenhängt. Mit dieser Arbeit promovierte er auch ISöH Ab- 
gesehen von einer zweiten Arbeit auf demselben Gebiete bewegtt;n sich 
seine ersten selbständigen Arbeiten auf dem Felde der ZahlentlM-ürie. 
Die Wald der Aufgabe ju euier derselben, die RcstiniiinuiLT <l< r Klassen- 
zahl der aus den P]inheitswurzeln gebildeten komj>lt'xrii Zahlen von 
periodischem Verhalten, zeigt, wie tief er in die Kummersche Theorie 
eingedrungen war. 

Nachd<'!u er an mehreren Anstalten Hilfslehrer gewesen war, auch 
an der V ereinigten Artillerie- und Ingenieurschule Unterricht erteilt 
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luitie, trat er in das Jvollegium der Friedrichs Werdcrschen Oewerbe- 
schnle ein. 1865 habilitierte er sich au der hiesigen Universitfit als 
Privatdozent. Zu Ostern desselben Jahres erschien in dem Programm 
der Friedrichs- VV erderschen Gewerbeschule eine Arbeit von Fuchs 
unter dem Titel: „Zur Theorie der linearen DiÖereatiaigleiclunifjen mit 
teränclerlirliHii Koeffizienten'^, die zuerst die Aufinerksaraiieit der 
niatlieiuatis( li( II ^\ • It auf ihn lenkte und ihm auch bald darauf die 
aufserordf'iitiiche Professur eintruir. Sie begründut die moderne 
Theorie (irr linearen Diir. rfMtiaigieichimgen. Das neue Licht, das vnn 
Kiemanns \s egen der Ürigmalität und Tiefe gleich bewundernswerten 
Methoden und Prinzipien ausging und auf alle Gebiete der Analysis 
seine glänzenden Str;ilili n warf, 8(jllte auch hier seine zündende Kraft 
bewähren. Die ihm eigentümliche Hestimmungsweise einer Funktion 
dnrch Grenz- imd ünstetigkeitsbedingiingen hatte Riemann^ wie in der 
Theorie der A b eischen Funktionen, so auch für die Untersuchung der durch 
die Gau fs sehe Reihe darstellbaren Funktionen in Anwendung gebracht. 
Die Abhandlung über den letzteren Gegenstand war schon im Jahre 
1857 erst hionen. Doch noch war die neue Denk- und Anschauungs- 
weise zu wenig in weitere Kreise eingedruniren, und so blieb diese 
jetzt so berühmte Schrift ohne merkbaren hinrtul's. Selbst Kummer, 
mit dessen Arbeit über die hvpergeometrische Reihe die Abhandlung 
die nächste Beziehung hatte, konnte Fuchs auf sein Befragen keine 
Auskunft über den Inhalt derselben geben. Das eindringliche Studium 
dieser Schrift veranlafste Fuchs zu seinen Untersuchungen über lineare 
Differentialgleichungen. Hier entwickelt er zum ersten Male präzis 
den Begriff eines Fundamentalsystems von Integralen, zeigt, dafs die 
Integrale eines solchen Systems bei Umläufen der unabhängigen Va- 
riablen um die singulären Punkte, die hier mit den Koeffizienten der 
Differentialgleichung gegeben sind, in lineare homogene Verbindungen 
ihrer selbst übergehen, woraus dann folgt, dafs es stets Inte^le giebt, 
die bei einer UmkniiBUng eines singulären Punktes in sich selbst mit 
einer Konstanten multipliziert übei^ehen. Der Augenblick ist mir in 
lebhafter Ennnenmg^ da Fuchs den Satz fand. Wir wohnten zur Zeit 
▼orQbergehend zusammen, nnd ich hört^ wie er, mitten in der Arbeit 
sich aufrichtend, in freudiger Erregung sagte: „£ben habe ich einen 
lehönen Sata gefunden." Da er Tor der Veröffentlichung einer Arbeit 
sich nie über dieselbe äuDserte, so mu£ste ich mich schon gedulden, bis 
die Arbeit publiziert war. Dieser Satz war in der That fundamental 
für die Theorie der linearen Differentialgleichungen; denn er führte 
umnittelbar zu dem Ergebnis, dafo sich die Integrale in der Umgebung 
der singulären Punkte wie Potenzen und Logarithmen verhalten. Von 

1«* 
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der gr ifsten Wichugkeit war die Abgrenzung einer ge^dasea wolildflfi- 
nierteu, jetEt sogenaimteii Fachsscben Klasse von linearen Diffefential- 
gleichungen, bei der nach dem heuiigon Ausdruck die Integrale keine 
Unbestimmttieitsaielleii besitzen und daher in ihren Eigenschaften den 
algebraischen Funktionen am nächsten kommen. Ffir sie beherrscht 
man das Verhalten der Integrale für alle Werte der unabhängigen 
Variablen. Namentlich konnte man auf algebraischem Wege die Ex- 
ponenten des Anfangsgliedes in der Entwickelung der Integrale in der 
Umgehung der singularen Punkte bestimmen. 

Nachdem die Grundlagen der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen entwickelt waren, zeigte sich bald, dafs dieselbe nicht nur 
auf bereitH erforschte Gebiete neues Licht warf, sondern auch zu neuen 
Problemen und Zielen hinzuführen geeignet war. In einer nach- 
folgenden Abhandlung betrachtet Fuchs die Periodizitätsmodulii des 
hyperelliptischen Integrals als Funktionen eines Parameters, indem die 
Verzweigungspunkte des Integrals als von einem rarameter abhängig 
angenommen werden. Diese Funktionen genügen einer Ii neareu Differential- 
gleichung der Fuchsschen Klasse, deren HrilHituug gegeben wird. 
Um aber die Anwendung der neu gewomientii i'rinzipien fruchtbar zu 
gestalten, wird das neue Problem getitellt, aus der Integrallüim selbst 
die N'erändenmgen zu Ijc.vtiiiiiin n, die die Funktion bei behebigen Um- 
läufen erfährt. Die Lösun^j; iln ses Problems mittels der von ihm be- 
grüiiili ten Methode der verimderlichen Integrationswege, kombiniert nnl 
den erwähnten Prinzipien, bietet das Mittel dar, die Periodizitätsmoduln 
als lineare homogene Funktionen der Elemente eines beliebig fixierten 
Fundamentalsystems der Integrale der linearen Differentialgleichung 
darzustellen. Die erhaltenen Resultate werden später auf die Periodizitäts 
modulu Abelscher Integ^rale ausgedehnt. Für die PeriodizitäLbmoduiu 
eines elliptischen Integrals als Funktionen des Moduls führt Fuchs 
die Untersuchung in einem klassischen Aufsatz, der an Hermite ge- 
richtet ist, weiter fort, und indem er umgekehrt den Modul als 
Funktion des Quotienten der Periodizitäts uioUuln betmchtet, gewinnt 
er für den Fall, dafs das elliptische Integral von der ersten Gattung 
ist, den Eingang in die Theorie der Modulfuuktionen, für deren schon 
bekannte Eigenschaften, die aber hier aus einem weit allgemeineren 
Theorem abgeleitet werden, er so die wahre Quelle entdeckt Damit im 
Zusannuenhange steht eine neue Reihe von Untersuchungen, die die Ver- 
allgemeinerung des Jacobischeu Uuikehruugsprüblems im Auge haben, 
und wo es sich um die Frt^e handelt, welcher Art die tWktionen. 
öeiu müssen, die die Stelle der algebraischen Funktionen einnehmen 
dürfen, wenn die Umkehrbarkeit erhalten bleiben soll. Ich hebe 
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dumiia mir den IUI hearror, wo es lieh um Funktionen hmdeLt, die 
dmeb Unikdbnnig der Intef^ale sweier LSeimgen ]meaznr Differential- 
^eidrangen Bwdter Ordnung entstellen. Hier wird ebenlaUa die nn- 
■bbingige YariaUe als Funktion des Quotienten der beiden LSsongen 
eingeführt nnd einer eingehenden Behandlung unterworfen, wobei sich 
ergiebt, dab dieselbe nnter den für die ümkehrbarkeit erfüllten Be- 
dingnngen eine eindeutige Funktion dieses Quotienten ist. Diese 
Arbeit hat Heini Poinear^ sn seinen ansgeseiGhneten Untersuchungen 
Aber die Funktionen^ welche durch lineare Substitutionen unverandert 
bleiben, den direkten Anlafe gegeben. Hit Hilfb dieser Funktionen, 
Ton denen er eine gewisse Elssse mit dem Namen der Fnehsschen 
Funktionen beseicbnet, gelingt es ihm cur Bewunderung der mathe- 
matischen Welt SU «eigen, wie man abhiagige und nnablungige Variable 
einer linearen Differentialgleichang mit algebraischen Koeffizienten und 
ebenso swei durch eine beliebige algebraische Gleichung Terknüpfte 
Yerftnderlidie als eindeutige Funktionen eines Parameters darstellen kann. 

Die EVage nach der algebraischen Integrierbarkeit linearer Diffe- 
lentialglnichungen war fear die speaielle Differentialgleichung, der die 
Gaufssche Beihe genügt, zum ersten Male von Hemi Schwärs in 
einer berühmten AbhandluDg gelöst worden. Fuchs ISsto diese Frage 
für die allgemeine lineare DifliBientialgleiohung sweiter Ordnung. Die 
Methode, die er dabei anwandte, ergab Beziehungen zur Lmurianton- 
tiieorie algebraischer Formen. Bei Gtelegeuheit der HersteUnng der 
dabei m Frage kommenden sogenannten Primfiormen stellt er den Al- 
gebraikem das PteUem, die Formen uten Grades zu bestimmen, deren 
Eo¥arianten Ton niedrigerem als fiten Grade Terschwinden. Denn 
durch diese Eigenschaft konnten die Piimlbimen definiert werden. 
Die LöBiing diesss Problems würde ihm die Bestimmung der Prim- 
fixnnen, die er auf einem anderen Wege gab, erleichtert haben. Herr 
Gordan Idsto in der That sp&ter das gestellte Ph»blem. Für die 
linearen Differential^^eiehimgeii höherer als zweiter Ordnung nahm 
Fuchs die Frsge auf andere Weise in Angriff, indem er die Toraus^ 
Setzung machte^ die für algebraische integrievbaie Differentialgleichungen 
stete erfüllt ist, dab zwischen den Elementen eines Fundamental- 
systems eine oder mehrere homogene Gleichungen hüheren als ersten 
Grades bestehen, und sieh die Aufgabe stellte^ die Natur der Integrale 
unter duser Yoranssetzung zu ergründen. Er führte die üntersuehnng 
für den Fall der dritten Ordnung aus, wo nicht mehr als eine solche 
Belation bestehen kann. Ohne auf das Nähere hier einzugehen, will 
ich nur bemerken, daOs gerade diese Arbeit eine grolse Anzahl T<m 
Mathematikern zur Nachfolge anregte. Die Differentiahmsdrücke in- 
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fsrianter Natur, die hier eine Rolle ^ideo. die sogenannten Diffe- 
mitialjjiranaaftcn, und iafolge dkaar Avfgang Q ^g m t M i d «ogeiieDdflr 
Cntereucliangen geworden. 

Auch auf nichtlineare Differentialgleichimd^ii richtete Fuchs seine 
Aofmerksamkeit Hier ist wiedemm die prizise Frugeetelluiig tmd der 
methodi^be (rang MBier UntersnchoBg bezeichnend. Die lineftran 
Difieraitialginchiingea sind dadnreh — lyiai chnet, dafis die Yet- 
sweigoBgeptiiikt' ihrer Integrale Ton den gewihlten Anfingswertaa 
unabhängig sind. Facht stellt tum die Frage allgemein nach den 
DifferemtialgleichTii^eB, deren Integrale sich derselben Eig<eniehaflen 
er^uen, und benntwortet nie Ar die DifTerentialgleichongen enier 
Ordnung, indem er die Form einer solchen Diflfercntialgleichnng mid 
die notweBdigen and hinreicbeBden Bedingungen für die Eoeffizimiten 
geoan feststellt Es leigt eich dabei, dals das Geschlecht d^ Dilie- 
rentialgleichang all algebniaeher Gleiehong für die Fnnktbn oitd ihre 
errte AUeitnng, in ^ die anabhingige Variable als Parametor ang»- 
eefaeii wird, eine Bolle apielt Diem Oedank«i fidgt Herr Poincar^ 
auf and gelangt n der flbemacheindea Entdeekimg, dab, &11b das 
Qeeehlecbt groläer als Eine iat^ daa Integrel einer aolehea Differeniial- 
gleichang stets algebnusch ist Eise sdiöne Bmhe Toa Arbeiten dcnt- 
teber and fransSsischcr M athematihery die der betretenen Bahn folgten 
and die Methode aof IKffiBrentiilgleiehnDgen hdherer Ordunng aonnr 
dehnen sachten, wobei alkrdings so abechliefsende Besoltato nieht sa 
eriangen waren» seigt die Fmehtbaikeit der gewählten Fragceiellimg. 
Denn das ist eben das Bemerkenswerte an dem Ghnge seiner Unter- 
soehnngen, dals sie aneh den mitstrebendem Msäiematikeni ein dank- 
bares Arbeitsfeld erechlielsen. Kon berühren will idi noeh die An- 
regung, die Fachs ebenfidls anf dem Gebiete der nicht linearen 
Difierentialgleiehangen dadordi sor weiteren Foischang gegeben hal> 
dals er aaf manche Lfieke in den Entwickelangen Ton Briot and 
Bonqnet aofinerksam gemacht hat, namentlich in der Furage, ob dae 
holomorphe Integral, das dardh gewisee An&ngswerte definiert iet, 
anch wirklich das einzige ist, welches diesen Anfengsbedingnnggn ge> 
nftgt, wie Briot and Bonqaet bewiesen zu haben Ruhten. Die 
Untersachong ergab, dab es in der That im sllgemeinen mehr eis ein 
Integral giebt, das Torgeechriebenen Anfangsbedingongen entepricht 

Eine ganz neae Reihe von höchst folgenreichen Untersadiangen 
ttber lineare Differentialgleichangen beginnt mit der Einflihrang der 
sog enann ten Assoziierten einer linearen Differentialgleichang, denen die 
TJnterdeterminanten, die aas der Determinante «nes Fandamoitalsystenie 
Ton Integralen der orsprOngiiehen Difierentialgleichong gebildet weiden 
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IbSnnen, gmOgUL Hier faikt Fnehs beionderB den Fall ina Ange^ 
dib die unpribigliclie Dtflianiitul^elehinig m denen gehört, deren 
SabetatationBgrappe von einem in den Koeffizienten suftcetenden Para- 
meter nnabbingig irt. Knn gehören zu den Difiiraitialg|leicfanngen 
der beeeiehneten Kategorie diiyenigeo, wekshen die Periodizitatnnodidii 
der hjpereUiptiacben mid überhaupt der Abelsehen integrale genfigen. 
Für den Fall, daTe das Geschlecht ^eh 2 lai, findet Fnehs die Redokti- 
bilitat der «weiten Assoziierten in dem von Herrn Frobenins fixierten 
Sinne^ dem man Überhaupt die EinfUhrong des wichtigen Begrifb der 
Bednktibilitit in die Theorie der linearen Differential^eichnngenTerdankt 
Hieraus ergeben steh die Weierstrarsschen Belstionen zwischen den 
Periodiaitiltsmodttln der hjpereDiptiBchen Integrale erster und zweiter 
Qnttang^ so dab auch Ar diese berühmten Relationen eine neue Quelle 
in der Theorie der linesrsn Differentiali^eichuiigai geftmden war. Facha 
hatte die grolse Freude, daÜs sein Sohn in seiner Dokterdissertatioa 
die analoge Untersuchung für die Differentialgleichungen, denen die 
Periodizitiismoduln der hjpereOiptischen Integrale von beliebigem Oe- 
acfalecht genügen, dunshfthrte, indem er den ReduktibUitttsssta auf 
alle Assoziierten ausdehnte. Aus den Ergebnissen dieser Untersuchung 
folgen die Weierstrafsschen Relationen im allgemeinen Falle. 

Abgesehen von dieser Anwendung ist die Betrachtung der Kategorie 
Ton linearen Difliarentialf^eichungen, deren Substitutionsgrappe Ton einem 
in den Koeffizienten auftretenden Parameter unabhingig ist^ an sich nach 
zwei Seiten hin Ton Wichtigkeit. Einmal giebt sie Anfschlnfs über die 
Eigenschaften gewisser simultaner partieller X)iflbrential{^ichungeii, die 
bereits Ton anderer Seite her den Haihematikeni sich dargeboten hatten, 
und hier hatte wieder Fuchs die Freude, dab die jüngst im Programm 
des Bismarck-Gymnasiums erschienene Arbeit seines Sohnes es sich zur 
dankenswerte Au%abe machte, die Darstellung der bezfl|^chen Unter« 
suchungm in einer durchsichtigen, weiteren Kreisen zugänglichen 
Weise zu geben, wobei er den Gegenstand Ton neuen Gesichtspunkten 
aas behandelt und zu einem wichtigen ohne Beweis gegebenen Satze 
den Beweis hinzufügt. Andrerseits ergiebt sich die allgemeine Beden- 
tnng der beaeichneten Kategorie Ton Differentialgleiohungen durch die 
neueaten Arbeiten des Heim Sehlesinger, in denm er ein Problem, 
das bereits Riemann, wie aus seinen nachgelassenen Schriften hervor- 
geht, beschäftigt hatte, mit den neu gewonnenen HiUmiitteln wieder 
an&inimt Das Problem besteht darin, ein System Ton w Fonktionm 
SU bestimmen, fOr welohe die Lage ihrer Yerzweigungspunkte mid die 
Grappe der linearen Substitutionen, welche m» bei Umlaufen der unab- 
hängigen Yariabkn eifthren sollen, willkfliüch Torgeschrieben sind. 
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Unter gewissen Bediu^migQiiy die nur die Substitutionen betreffisn, 
erbringt Herr Schlesinger den Existenzbeweis fOi die FunlctioiMO, 
dieselben genügen einer linearen Differentialgleichung nter Ordnung. 
Betrachtet man jetzt die Snbstitationen als fest gegeben, die Ver- 
Bweigoogspunkte aber als Tsriabel, etwa als Fimktionen eines Para- 
meters, so werden wir hier graade auf Differentialgleichungen gef&hr^ 
deren Substitationsgnippe Ton dem in ihren Koe£fisienten enthaUenen 
Parameter unabhängig sind. Demnach erscheinen, wenn man Tom 
Biemannschen Problem ausgeht, die Differentialgleichungen der be* 
leichneten Kategorie als der allgemeine Fall, während sie, von Seiten 
der Difforentiali^chiing angesehen, sieh als besonderen Fall dar- 
stdlsn — eine Eischeinmigy die aach anf anderen Gebieten der Mathe* 
matik oft beobachtet wird. 

Indem ich hiermit die gegenüber der Ftille des Stofi nur in 
Iflckenbalte Sebildenmg der wissenschaftlichen Werke Ton Fuchs 
scbliefsc^ ist es mein Wonsoh, dals es mir gelangen sein möge, Dmen 
Ton dem Beiohtmny der Tiefii nnd der fVachtbarkeit seiner Sehdpfbngeti 
eine YorsteUnng za geben. 

Sein Lebeosgang erfobr 1869 eine Wondnngi indem er nach 
Greifewald als ordentlieher Professor berufen wurde. Vorlieir sber 
war ein be^fickendes Ereignis in sein Leben eingetreten, indem er die 
Erkorene seines Henens, Marie Anders, als (3attin heimftthrte. Sie 
▼erlieh der zweiten ffiülfte seines Lebens sonnigen Olana durch die 
sorglichste Pflege, die sie in unbegrenster Terehrong ihm widm^e^ und 
dordi die muntere Lebhaftigkeit ihres Geistesj, mit der sie sein OemQt 
erhellte und, alles Widrige von ihm fembaltend, die Bahn für aein 
geistiges Schaffen ebnete. 1874 kam er nach Gottingeii und im Jahre 
darauf nach Heidelberg, der Stadt, in der seine Erinnerungen am 
liebsten weilten. Hier traf auch alles snsammen, was seinem Geist 
und Cbmfli im Innersten ansagte: Henrlichkeit der Naturumgebung, ftr 
^ die er bei seinem ausgeprigten tiefen NatnrgefÜhl besondera empfäng- 
lich war, der personliche Yerkehr mit den Studenten, die SVeibeit, mit 
der er als der einzige ordenüiche Professor in seinem Fache seiner 
wissenschaftlichen Denkweise Geltung TenchaffiBn konnte — wie denn 
auch die meisten Schüler, die sich einen Namen gemadit haben, Ton 
da entstammen — endUeh und nicht sum mindesten die henlicheD 
Beziehungen zu den Kollegen aus den Terschiedensten Fskultitten, die 
auch über die Zeit seines Aufenthalts erhalten blieben. 1884 kehrte 
er, einem ehrenvollen Rufe folgend, nadi Berlin zurück, wo er 
denn allerdings erst den seiner Bedeutung angemesaenen Wirkungs- 
kreis fimd. 
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Von seiner Lehrthätigkeit als Dozent rühmen seine Hörer die 
Klarheit seines Vortrags, der in langsamer Rede dahinflofs. Es kam 
ihm nicht darauf an, seine Hörer mit einer Fülle von fertigen Resul- 
taten zu belasten; er war vielmehr darauf bedacht, ihnen den Weg zur 
präzisen Stellung des Problems zu weisen und die entsprechende 
Methode der* Untersuchung einzuprägen — die beste Weise, den 
Empfangenden zur selbständigen Forschung anzuregen. Als bemerkens- 
wert verdient hervorgehoben zu werden, dafs Fuchs in Berlin zuerst 
in seinen Vorlesungen die Studierenden m die Riem sinn sehe An- 
schauungsweise eiiiiüiiiie, für deren Kenutnia sie vor ihm auf Lehr- 
bücher angewiesen waren. 

Wie er in der Wissenschuft auf Strenge hielt, so war er auch 
als Mensch durch Gediegenheit seines Wesens imU Liebe zur Wahrheit 
ausgezeichnet. Bei allen Fragen seines Faches hatte er nur die Sache 
und die Würde der Wissenschail im Auge, persönliche Rücksichten 
li^eii ihm fem. Für seine Person strebte er nicht nach äufseren 
Ehren. Er war stets der Ansicht, dafs der wahre Lohn der Arbeit in 
der Freude an dieser selbst liege. „Dieser Lohn", so schrieb er mir 
einmal, „ist m variabel und namentlich keine Funktion des Wohlwollens 
der MitmenscheiL" Wahres Verdienst erkannt« er gern bei anderen 
an. Namentlich verfolgte er mit grofser Teilnahme die Fortsclintte 
jüngerer Talente, die er in jeder Beziehung zu fördern suchte. Für 
seine Studierenden war sein gastfreies Haus jederzeit offen. Viele 
werden gern der geselligen Zusammenkünfte in seinem Hause gedenken, 
wo er durch sein gemütliches Wesen im Verein mit der Liebens- 
würdigkeit seiner Gattin eine wohlthuende Beh^Iichkeit um sich ver- 
breitete, gewürzt durch einen feinen Humor, mit dem er aus dem 
reichen Schatz seiner Erinnerungen so manches zum Besten gab. 

Er hatte ein weiches Gemüt, das sich demjenigen erschlofs, der 
das (xlück hatte, ihm näher zu treten, und in der Freundschaft erwies 
er sich treu wie Gold, Er war ein überaus zärtlicher Gatte und Vater, 
und seine Liebe wurde ihm von den An-^rehürigeu mit Verehrung und 
Dankbarkeit vergolten. Das reine Glück, das er in der Familie fand, 
wurde durch einen schweren Schlag getrübt, da ihm ein prachtig ent- 
wickeltes Kind, der Liebling des Hauses, im zarten Alter durch den 
Tod entrissen urde. Den Schmerz darüber hat er nie verwunden 
und das Andenken an den Heimgegangenen bis zu seinem letzten Atem- 
zuge heüig gehalten. 

Wenn er aber in den letzten Tagen seines Lebens an der Seite 
der geliebten Gattin um sich blickte, so konnte er wohl die vollste 
Befriedigung empünden. Zwei liebe Töchter waren an treffliche 
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Haimer Terlieinlet^ und swai Enlmlmiiffl dnnfta er m eeine Ata« 
drUeken. Drai erwadiieae iroUgontene 85liiie bfldtieii wemm Sto^ 
den ilteeieo nah er bereits in Amt und Würden and als trenen nad 
erfblgieicheii Mitarbeiter in der Wiseensebaft seinee Faches. Dit 
jdngste Toehter, der Sounenetrabl des Haosee, war die .Erqucfcnog 
seines Hersens. Er selbst war noch in rtlstiger Sobalfanskraft, voll 
Ton Gedanken nnd Entwürfen, als ihn der Genius des Todes mit 
sanftem FlflgelsdilBg dem irdiscihen Sein «nlrllekte. 

Das Bild des iemwn Entschlafenen wird in nnserem Henen fbrt- 
leben, durch seine Werke bat er sich ein Denkmal für alle Zeitm 
emchtet* 



% 



Zur niciLteiiklidiBchen Geometrie. 

Von Paul Stackbi. ia EieL 

In der Eaklidischen Geometrie gilt fUr die Projektiomeii einer 
Strecke auf eine Gerade der Satz: 

Wenn eine Gerade AB von konstanter Länge in der ^ene äerari 
verseheben wird, dafs der eine Endpunkt A in einer eweiten Geraden 
A^Ä bleibt, tcährend der Winkel A^AB beständig wächst , ohne jedoch 
men Fechten zu iiberschreiten, so hat die Projektion A^B^ von AB auf eine 
JH A^A senkrecJite Gerade die Eigenschaß ebenfalls beständig M wamsen. 

Za den Paradoxien der Lobatschefskij- 
6chen Geometrie gehört es, dafs in ihr die 
Projektionen einer Strecke konstanter LSngo 
ein ganz anderes Verhalten zeigen. 

Von B möge auf A^A das Lot BC ge- 
fällt werden. Man beseichne AB, BC, CA 
der Reihe nach mit c, a,b und setze A^A='df 
<^:.A^AB==a, A^B^^^x. Da das Viereck 
BiÄ^CB in jBi, Ai, C rechte Winkel hat, 
ao gilt in der Lobatscliefflki jachen Geo- 
metrie die Gleichung^): 

006 JI(af) — ein n(d — () cos /7(a) 

«in JI(<i) da JT(&) co» JI(a) 
*" 1 — ootJ2(4^eoaiI^) 

Nun ist in der Euklidischen Geometrie 
X — csina. 

Man wird deshalb die Gleichung Ar cos ll{x) in der Fonn sehxeiben: 

rr. \ ^ TT/ \ ' sianCd) sin 17(6} OOS I7(a) 

cos n^x) - cos il(c) am« • t^eosiI(d)co.n(^) ' ce^m^ - 




1) Vprgl F. Engel: N. J. Lobatsche/skij , swei rfenmeirifuche Ahhandlungcn. 
Zveiter Teil, Leipzig 1899. S. 347. Die Begel Eugela, uach der mau die Relft- 
tiooea swiBOhen den flaf StOckea eines ViezeekB mit drei lediten Winkeln sofort 
UDidmiben kann, wizd aneh von Bmn F. Barbarin in dem Bnche: jStadei de 
gwm^rit analytiqite non «uclidienne. Bruxelles 1900. S. 7 angegeben, der sie 
Auch Hezm de LagrandTal in Boardeaux kennen gelemt hatte. 
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Für dM nehtwinUige Dnieek ABC heMim aber die R dati om n; 

/7(c) =- sin « tg /7(a) , sin iKc) = sm iT(«) sin 77(6) , 

aus denen sofort henrorgeht, dafs der dritte Faktor in dem Ausdrucke 
fOr eos/Z(x) den Wert 1 hat Ikftcbiei mm noch die Kektion: 

OOS 17(5) ^ OOS n(c) 600 

90 «igiebt sich: 

oos77(x) ^eoi77(c).- - , ^ n/^* 

V / V ^1 _ OOS /J(c) ■ C08ac0Bi7(a) 

Um die Untersuclrnng zu TereinfiM^eiiy MÜ angenammoi werdio, 
dale iwischen d und « die JElelaftion 

cos«oot77(d) » oosZ 

bestehe, in der k einen g^ebenen spitzen Winkel bedeute. Damit 
diese Relation erfüllt sein kann, mufs Jiyd) <. X sein. Es sei etwa 
//((ig) ^ Xj die durch in dem Abstände A^A^ ■= von A^B^^ unter 
dem Winkel i gezogene Gerade ist dann asymptotisch zu A^By 
W^aclisi (/ von rfg hiB oc, so nimmt Tlal) vun ^ bis 0 ab, a nimmt 
also vr n 0 bis l zu. Wenn man daher den Punkt A auf -4^^ von A^ 
bis ms Unendliche verschiebt, so wächst der ^\ lukel A^AB von 0 bis X. 
Die Projektion x von AB wurd durch die Gleichung gegeben: 

n/ \ rr/ \ sin « sin //' <f) 
CM n(X) — OOS 77(c) • ;, , , - — , 

^ ' ^ 1 — C08 U{C) COS 1 ' 

die erkennen lä&t^ dab eoBll(x) und damit x selbst fOr = (wegen 
« -« 0) und för =- oo (wegen sin 77(d) — 0) verschwindet Weiter 
ergiebt sich leicht, dab der Ansdmok ein ec sin 77 ((^, wenn Ewischen a 
nnd d die Relation OM«coi77(<Q — cos A besteht, für a^n{d) den 
grdfsten Wert annimmt und swsr 'wird denn 

eosa« yoösX. 

Hieraus folgt schlielislich, dais allerdings cos 77 (x) von 0 bis 

COS 77 (c), ,,r\ — F 

V / l L'os ll{C) CQ%X 

stinimmt, wenn a yon 0 bis 2m dem Werte arc cos (Vcos ü) wächst, wo 
a^n{d) wird, wo also die Qersde AB Asymptote za A^B^ wird, 
wahrend vorher die Verlängerung Ton AB die Verisngening von 
geschnitten hatte. Wenn « aber Aber den Wert arecos(ycosÄ) hinaus 
wachst, 10 nimmt x Ton dem Maximalwerte bis sa Null ab; die Yer- 
langenmgen Ton AB nnd A^B^ sind dann divergent 

Siel, den 29. Januar 1902. 
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Eine einfacbe Ldeung des 
ApoUonlBcheiL Berfllinmgsproblans in der Ebene.^) 

Von A. HasSFBLLEs in Montabaur. 

{km dem JalmNibexieht dei Xaiier Wilhelms GymotiiimM sa MonttlNuir, 

Ottern 1901). 



Die g^benen Kreise K^, K^, mögem Ton dnem gesuchten 
Kniie 2 in den Punkten T^, T,, berährt werden; die zu der Be- 
itthning gehörige ÄhnlichkeitHnehae eei n. Dann geht T, dureh den 




anf 0 liegenilen Ahnliehkeitepunkfc tob mid K^^ T^T^ dnreh 
len ebenjUIs anf a liegenden Ahaliehkeitipnnkt tou nnd JTg. 
JeM wShle man auf beliebig den Pnnkt nnd siehe die Ihnlidi- 
kututrahlen A^B^ nnd A^B^, welche die Kreiae nnd JT, in den 



1) Ueir J. T. nnp-e, dem ich von meinor Tiösung Kenntnis f^^ftV», war so fr*»und- 
Uch, mir einige VereinfM^angen vona8chlag«n, die ich mit Dank acoeptiert habe. 
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MAMwmLXMM: fluk«: riüf l.«-»m»y tL ApoüofiiachäB BärübruDgsprobleiiiB etc. 

SO Bg m w ta m Ptanlia Bg od sdmeidfla, imd kg» todi d» 
Pimkke J^, J^, ^ dan HaUiknb K Dum ui wogan J,r|*J,T| 
OT^^.^^ und .il^Ti • <^ • di6 Ahtilifthtritiichia 
a die Potemliiiie der Kreiie X und H. H idineidet stete alb 
3 Kraue, wenn er nidit mIiob sufiDig der gemehto Ereis ist; eeine 
mit Kl gmemaHM Seihne tarillt a im Potensponkt Q von Kg, E und 
Z; daher gdii aadi die Potanliilie toii JTi mid X, d. i. die gemain* 
aehaftlidie Tangente dereeiben in dnrÄ den Ponkft Dadnndi 
iit aber 7| gegeben nnd mit ihm nnd Da Ton Q swei Tugentoi 
an X^ geiogen werden konnea, ao eihilt man einen iweiten Ktmi mit 
den BerChnuigapunlrten T,, T^^ 2^. 

Statt Ton dem gefbndenen Pkmkte Q an die Tangente m 
sehen, iet es^ wie Henr J. Lange mieh anfinerfcaam maeht^ TcnteilbBiter*), 
an ^ die Tangente QR m legen md nm Q mit QIL den Kreis m be- 
aehretben, welcher wegen der Oleiehhett Yon QR nnd Q7| X| in 7| 
nnd T| sehneideL In dieaem Falle läfirt sieh namlieh die LSainig 
Wort fttr W<»rt aof alle SonderfiUe anwendan nnd giebt dabei, wia 
fOr die Schule Ton beeoaderer Wichtigkeit ist, die bekannten Kon- 
atmktionen. ^ 

Zn dieser Ldsnng steht die Ton Ger gönne in naher Bedehnng 
nnd kann als Spesialfidl betraditet werden. Alle snr IhnUehkeite- 
achse a gehdrigen HfilfdoeiBe JET bilden eben Bflsehel^ welcher aulser 
dem gesuchten Kreise X such den Orthogonalkreis 0 enthält WIblt 
man diesen als HfllfdEreu, so ist jB^ Q die Polare Ton 0 in Besag auf 
Xj; folglich geht die Polare von d. L T^j;, dnrch 0. Auf dieser 
Geraden liegt aber auch der Pol von a in Besag aof K^, Hieram 
ergiebt sich die bekannte Konstmktion: Man suche die Pole Ton ü in 
Besag auf die gegebenen Kreise nnd rerbittde sie mit dem Potensponkt 
Oy dann schneiden diese Linien die Kreise in den gesaditen Berllhrangs> 
punkten. 

Montabaur, den ö. Februar 1902. 

1) Dadurch gewinnt die Lfitong einige Yonflge vor de^enigen, welehe Herr 

Foucb^ (Nouv. Ann. 1892; vgl. auch Rouchd et de ComberooHe, Traittf de G^om^trie 
1, 3^7, 1000} tnitgeiailt liafc, mit welchur na tonat ha weMOtliclien flbereinttimmt 

(Ann» der 

Zu derselben Lösung gelangt v. Miorini auf dem Wege räumlicher Kon- 
•tniktioo in dem Jahreebetichte der K. X. Ibdae-Üntetrealtchttle sa Pda iNf, 
wie mir naehtrlglieb bekiant gewotdea itt. 
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BeitrAga zur OeometrograpMe L 

Von B. GüNTSCHB in Berlin. 

Herr E. Lemoine hat seit 1888 Prittsipien aufgestellt, nach denen 
lieh die yerschiedeneu Koustroktionen einer geometrischen Aufgabe in 
Beeug auf ihre Eiu&chheit mit einander Tergleichen lassen. Das ftber> 
raschende Ergebnis der daran geknüpften Untersuchungen wtr^ dafs 
bei fast sämtlichen, auch ganz elementaren, Au%aben den gebrauch- 
liehen klassisehen Konstruktionen neue, einfachere an die Seite gestellt 
werden können. Der glänzende Aufschwung, den die so entstandene 
neae Lehre, die ihr Begründer Geometrographie genannt hat, in Franko 
reich nahm, ist trotz ihr«r wissenschaftlichen und pädagogischen Be- 
dentong in Deutschland wenig beachtet worden, bis Herr E. Lemoine 
in einer Abhandlung dieser Zeitschrift*) ihre Grundgedanken nebst 
einer Reihe von Beispielen entwickelte. Diese Prinzipien sollen zu- 
niehst kurz wiederholt werden; im übrigen sei auf diese Abhandlung 
hii^e wiesen. 

Anlegen des Lineals f regle) an einen bestimmten Punkt der Zeich- 
nnngsebene ist die Operation R^, kurz Op: (^j); Ziehen einer Linie 
^ngp des Lineals ist Op: (72,); Einsetzen einer Spitze des Zirkels 
(compas) in einem bestimmten Punkte ist Op: (C^); Einsetzen einer 
Zirkelspitze in einem unbestimmten Punkte einer gezeichneten Linie 
ist Op: (Q); Beeohreiben eines Kreises ist Op: (C,). Jede Konstrok* 
tion läTst sich nunmehr, wenn man die Anzahl der gleichartigen Operar 
tionen feststellt^ ausdrücken durch das Symbol: 

Op: + 2,12, -f m^C, + ni,C, + m^Q); 

hierbei wird Zi4-^-f»Wi + »», + »»3 der Einfachheitskoeffizient S (Sim- 
phcite) und l^-^- nti + der Genauigkeitskoe^ient E (Exactitude) 
genannt; ^ ond m, geben bezw. die Anzahl der gezeichneten Geraden 
mid Kreise an. Von den bekannten Konstmktionen einer Angabe 

1) E. Lpmoine: Principcs de Geom«?trogir»fie. Archiv i3) 1, 1901, S.99ff{ 
Mf diese Abhandlimg beziehen sich die im Text angegebenen Zitate. 



üiyiiizeQ by GoOgle 



192 



lieUsfc diejenige (oder dugenigen), Ar welclie 8 am Ueiiuieii ist, ffn- 
märoffn^ikisi^ KonttnikUa», Tomugewirt, data lie aUgemein güt; 
solche, die ein noch Ueineree 8 haben, aber nur in gewinen Flllea 
anwendbar sind, werden partikuläre KomgfnikHonm genannt 

Zn einigen Anijgabeny Ihr welehe in der erwihnften Abhandlmig 
einfkehe Eonetrokfeionen angegeben aind, aoUen im folgenden Eonitnik' 
tionen mitgeteilt werden, die eine erweiterte Anwendbarlceit oder 
grofsere Einfachheit beeitien. 

XV'III' (S. III). Die vierte Froportiowüe X zu drei f^e^ebenm 

Sireckm M, N tmd P j» konsliniierm\ X « —g- • 

(Partaeutare KcnäniHum, Fig. 1). — Man nehme in der Ebene 
swei beliebige Punkte 0 nnd 0' an und beachieibe die Eieiae 0(JO 

nnd 0'{N), die aioh in S und 8* sdhneideD 
JL, (4Cj + 2Ct), sowie den Ereia 8(JP) 

y (3Ci + G^, der 0(J£) in awei Fnnkfcen 

p achneidet, Ton denen uttttid einer !F aeis 

man siehe die Gerade S'T (212| + 22^, 
die 0\2r) in U triilt; da die Dreiecke 
80T nnd SO'U einander ahnlieh aind^^ 
ist 8U die Terhmgte Strecke; Op: 
(2Bi + i^ + 7CH-3CÜ; 5:18; Ei9i 
i Gerade, 3 Ereiae. 

Bmerhunif; Da die Strecken 2f and 
P mit einander Tertanacht werden komieii, 
ist diese partikulare Eonstruktion, tob 
der weiter onten (JÜV*) eine An- 
wendung gegeben wird, fOr > P in 

allen I^'ällen zulässig, in denen j|f > ^ ist, während die Konstrukiion 

a. a. 0. anf S. III Jf > f erfordert 

XIX* (S. III). Die dritte Proportionale X eu zwei geffdmen 
Skeckm N und M su finden; X^-jg- 

{PaMMn KmistniktUm, ftr den Faü SJIC> N, Fig. 2). » Man 
beschreibe um einen beliebigen Ponkt 0 der Ebene den JELreis 
0(M) (2Cx + nnd am irgend einen Ponkt C Ton 0(10 ^ 
C(JO (^^1 + + ^a)/ ^ 0(M) in iS nnd 5' schneidet; dann nehe 
man die Gerade 8'0 (2Äi + H), die C(JV) in IT tri»; iSf IT iat die Ter- 



1) Vgl A. F. MObins, Statik § 118, S. 276 (Oes. W. 
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langte Strecke; Dp: + 12, + 40^ + 0, + S:10\ Eil; 1 Ge- 
nde, 2 Kreise. 

Der Einiibebheitskoeffisieiit iit flir diese Eonstniktion nm eine 
Eixilieit geringer lüs fOr die 8. III angegebene. 

XIV* (S. 105). Über einer gegebenen Strecke AB ab Sdrne das 
Kreissegment m hesekreibenf das eines gegAenen Winkds eyu fällig isL 

(Aufimmg). — 0 sei der Mittel« 
pankt des Kreises, zu dem das verlangte ^ 
Segment gehört. Um einen l>eliebigen 
Pnnkt Q beschreibe man den Kreis, der 
durch y gehl; hierdurch werden auf den 
Schenkehi des Winkels y die Punkte u 
und B festgelegt. Die Dreiecke u(ob und 
AOB sind ähnlich, da die Winkel a und 

0 gleich 2y sind; folglich ist 

Man bat miiluii AO als vieiie Pkt)poiy 
tionale an den bekannten. Strecken «s, fj«.s. 
SIS nnd AS an konstmieren. Die parti- 
kuläre Konstniktion XVJJl* ist hier anwendbar, da die Bedingung 
cff > \AB stets eifftUt werden kann, wenn man nur my grols genug 
wihlt 

(Geomekogra/gki8(^ KonstrukHont Fig. 3). — Um einen beUebigen, 
Ton y hinreichend entfernten Punkt o der Ebene beschrsibe man den 
Kxeia ei(ay), der auf 
den Scbeoiikeln des ge- 
gebenen Winkeb die 
Punkte « und s fest- 

beschrdbe man den 
E«i.«(«X2Ci + 0,), 
der o(my) in s* tnSEb, 
nnd slAB)(dCi + 0,), 
der ff (as) in zwei Punk- 
ten Bcbneidet| deren 
einer, gleichviel welcher, 
t sei; man siehe die Gerade e't(2Bi + B^), die a(€oy) in | trifft; nun 
icichne man A{€^)(SC^ + C,) und .B(<|)(C| + C,); einen Schnitt- 
punkt 0 dieser beiden Kreise beschreibe man 0(€|) (Cj + Q); dieser 
Kreis bestimmt das gesuchte Segment; Op: (2i^ + /i, + 11 C| -|- 60«); 
S:20; E: 13; 1 Gerade, 6 Kreise. 

Anbir 4mr K«tb«awUk «ad Pl>r«lk. HL B«U>«. TO. H 





Fi«. 3. 
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FQr die vovlieg^de Aufgabe wird hierdurch der bisherige Bm&cli- 
heitskoeffizient um eine Einheit yermindert. (S. 341, Note 2). 

IV und V* (Fig. 4). — Das Prinzip der Konstruktion XVIII» iit 
demjentirr^n analog, das üerr Lein eine (S. 102) zur Konstruktion der 
Aii%»be IV: Die Länge des Radius eines Kreises m ßndm, dtam 

Mittelpunkt nicht gegeben ist, verwendet 
hat. Diese Konstruktion, die die Eio&eh« 
heit 7 bentiiy lafirt liek folgoidflniialMD 
abindeni : 

Um iigend einai Punkt P der Ebene 
beschreibe man mit einem beliebigen Ba- 
dius ^ den Kreis F{p)(C^, der den ge- 
gebenen Kreit in Ä nnd B achneidet; 
hienof stehe man Bffi) (C| + C',), der 
P(fi) in swei Punkten tiiffl; itgend einen 
Ton beiden, etwa C, verbinde man mit A(2B^ + ü^); AC schneide 
den gegebenen Kreis in 2); DB ist die Teriaogte LKnge des Badiu; 
Op: (27?,+i2, + C\H-2C;); ^:6; ^:S; 1 Gerade, 2 Kraiae. 

Diese neue Konstruktion dar An^aiba lY wird Hob geomatrO' 
graphische Konairaktion. Hierdnieh radnsiert aich das Symbol der 
ersten geomatrognphiachen Konatrnktiom der Aii%abe Y: <ÜM Miäd- 
fuM eines Sreites mn fmdm^ noem dieser MUkfpmiM nidU gegeben id, 
von 12 auf 11. Die sweite Konslarokiion derselben Angabe (8. 103], 
die daa Sjmbol 12 beibehili, bort anf geometrographiabh la sein. 
Berlin, den 0. Februar 1902. (Porteeteuag folgt) 




Flf.4. 
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über die Anzahl der Zerlegungen einer ganzen Zahl 

in sechs SMunanden. 

Von IL Btsbkeck in Wien. 

Für die Anzahl der Zerlegungen einer positiven ganzen Zahl in 
sechs (verschiedene oder zum Teil gleiche) ganzzaklige positive Sum- 
manden sind bisher independente Formelo nicht aofgesiellt worden; 
die Ableitung solcher Formeln uuf vollkommen elementarem Wege 
bildet den Inhalt der folgenden Zeilen. 

Zieht man auch jene Zerlegungen in Betracht, bei denen einige 
der Summanden gleich Null sind, so erhalt man Darstellungen durch 
weniger als sechs Elemente; obwohl für die Anzahl der Zerlegungen 
einer Zahl in 3, 4 oder ö beliebige Summanden in den Arbeiten von 
Sylvester*), Zuchristian^) und Glösel*) bereits Formeln aufgestellt 
worden sind, ist es doch des Zusammenhanges halber nötig, auch auf 
diese Darstelluiigsüiizahlen zui-ückzukommen. 

Zwei Darstellungen sollen als ideutiöcii iui^^esehen werden, wenn 
sie sich bloDs in der Eeikenfolge der Summanden von einander unter- 
scheiden. 

Wir l)Hz« ichnen (^nach Vahlen; mit N(n — a -{- ^ + • • -j die Anzahl 
der DarsttiluMgen der Zahl n in der Form u -\- ß -\- ■ ■ hierbei sei 
bemerkt, dais m eiiier mid derselben l'nnuel tiurcli Awr\ verscliHulene 
gripohisfihe Buchstaben immer auch zwei von emander versi'liitdene 
Elemente In/oiclinet werden. Ij'emer bedeute [z] die grüiste in x ent- 
haltene ganze Zahl. 

Ordnet man die Darstfllnngeu der Zahl n dnrch seclis und weniger 
Elemente nach den in deuseiboü vorkommenden Grup|)eii {gleicher 
Elemente, so lassen sich 29 verschiedene Typen unterscheiden j die 



1) AmPT Joiirn. of math. 5, 79 ff., I88'.i 

2; MoiiutH)!- ite f. Math. v. Vh (Wien) 4» 18Öff., 1898. 

8) Ebeada, 7, 133 ff. u. 2Jü, lä96. 
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AnzaU der DanUUmigea dieser einieliieiL Typen be&eiehnesi wir mit 
(fi)i bis (n)^ und swar: 













-«+«), 


(«)» 


= iV(n 




(«)4 


= JV(n 




(«)6 


= .V(w 










(n\ 












{n\ 












Wi 






(~X. 




— « + « + «+«+«), 


Wi. 




= a4-a4-a + « + ^), 




= N{n 


= «+«+«4-/3+/»), 


(n)i6 












Wn 




-a+a + /3 + y+d), 




= .V(« 




Wi« 


-iyr(fi 


— a+«-f<^+«-f " + 


(«)to 


= 2i(n 


= «4-a + a + a + ß + /J), 


(»)si 


= JV(n 


= « + « + a + « + /3+/3), 


(")« 


= 2V(n 


= a + a + a + a+^+y), 




- N{n 


= o-+-ß + « + ^i4-/i + ^), 




= iVin. 




(W)i6 




-«+a+a + /3 + y+d), 




= Nin 





























Diese Anzahlen sollen im folgenden der Reihe nach beetiuunt 
werden. 



(n\ ^ X(n ^ «) = 1. 

»).-jr(^-a + «)-|";i-[!^:l]. 

Da /3 mindestens den Wert 1 hat, so kann man dem « die Werte 
1,2,,,^ [~T~j liefert [^^-^J DantellnngeD^ unter denen 

aber die Darstellnng + + « «uoh Torkommt; es ist abo: 

(n), = iyr(n - « + /3 + y). 
Hat « einen bestinunten Wert^ so muls n — « in swei Terschiedene 

w — 1 

Sumiüuudeu zerlegt werden; es ist abo ^,(» — «)j zu bilden, in 
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welcher offenbar jede Darstellung n — a + + 7' dreimal (da wir jedes 
ihrer JBlemente als « auffassen können), eine Darstellung fi ~ « + « + ^ 
aber einmal geaahlt ist; daher besteht die Beiiehang: 

8 (-). -3- - «). - (-). -21' ^ '] - [" -7 '] + \j] - [" i-] 

fSr n » 2tt ist: 

2[-?-] = ('*-^) + 0*~2) + (|i-2)H--.. + l + l=M^-2,*+l; 

fttr fi-2f»+ 1 ist: 

^'[t^] ^) + ^ - ^) + + ^ + ^ 

Es empfiehlt sich, die einzelnen Zahlformen des n (mod. 6) ge- 
sondert sn betnditen; man findet: 

{^P), - i [[^pY - 6p + 1 - 13;, ~ 1) -f 2/> - rJp ^ 1)\ = 3y- 3i>+ 1, 

(6p+ 1), - i[(3j>)« ~3j>-3|»+2p-2i»] - 3p«-2|>, 

^ , 1 )2 -6|i^ 2 +1-3^ + 2;; ~ 2p\ ^ 3p'' -p, 

(6pH-3), - i[(3p+ l)«_3i)- l-3j>- 1H-2JI-H 1 - 3ji^, 

i^6j>+4)e = i[(3i>+2)»-6p-4+ 1 -3p- 1 +2p-f 1 -2p ^ IJ ~ 3pHp, 

(6p+5), - i[(3j»+2)*-3j»-2-3p-2+2|»+ l-2p- 1] - 3pH2l>. 

Die Anzahl der Darstellungen der ZaLi n durch drei beliebige 
Summanden, d. i. die Summe {n)^ + (tj)^ -f {n\ ist nach einem be- 
kannten 8atze mit (n + identisch; femer besagt der Satz you De 

Horgan-SylTester, daÜs diese Anxahl der an sonächst liegenden 

gpoMD Zahl gleich ist 

(n)g = Njti u -\- a -i- a + ß) . 

Da ^ mindestens 1 sein mnfsy kann tt die Werte haben; 

doch muTs der Fall ausgeschieden werden, wo a mit ß sosammenfällt; 
es ist also: 
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(n)y — 0 fär oDgerade n. 

(n\, = .V(n ^ « + « + /3 + y) . 

Hier mufs n — 2a aaf alle möglichen Arten als Samme von zwei Ter- 
schiedanan STBrnmanden daigeatellt werden; ei ist ■Jaa — 2«)^ 

zu bilden; doch sind in dieser die Darstrllungen »="«-1-« + « + ^ 
mitgezählt^ deren Anzahl (ti)g ist; somit iolgt: 

w.. - j[;Hr--] - ["-7-] + [:] - [-:-] 

üm die Byinbolo für die grofsten ganzen Zahlen zn eliminieren, müssen 
wir die zwölf Zahlformen des n (mod. 12) geeondert behandeln; es 
findet sich in einfacher Weise: 

(12pXo - ISf,» - 13p + B, (12p + lXo=lV- 7p, 

(12p + 2u==18p»- 7p, (12p + 3Xo-18p«- p, 

(12p + 4),o=18p«- p, (12;)+ 5),o-18p«+ 5p, 

(12p + ßX«-18p«H- öp, (12p + 7X. = 18p>+llp+l» 

(12p + 8),o-.18p»H-llp + 2, (12p + 9X,-18ii»+17p + 4, 

(12p + X0\. - 18p> + 17p + 3, (12p + IIX, - 18p» + 28p + 7. 



Stellen wir » — « auf alle mfigUdiflii Arten ab Summe dxeier 
yerscbiedener Summanden dar, bo erhalten wir jede der geanchten Dai^ 
stellungein Tiermal, da sich jedes der darin Yorkommendan Elemente 
als « anfifasaen lafst; fiherdies erhalten wir auch noch jede der in 
gezahlten DarsteUungen ein&ch; somit ist: 

«— t z-Ti 
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ZimSidiit aeheid«!! wir die eonsebeni Formen des n (mod. 6) yon 
euumder; liai n die Foim 6|» + ^ so leachtet folgende IdentitSt mir 
mittolbw ein: 

-S(6c). +§(6,. + 1), +§(6m + 2), +^(6(* + 3). 
läTt ju^o /t<»o /t^o 



p-i p-i 



+^(6,. + 4), +2(6/« + 6). + (ß*)! + (ßp + l)i 

H + (6f + » — IV 

Für t — 0 fallen die letzteren Glieder weg. Fährt mau nun die bereits 
ermittelten Werte für em, so folgt: 

- 3^ + 1) - 1 + (6i>), + (61, + 1), 

f!^ /(— 0 

+ h (6jp + » — l)r 

Nun ist aber: 

so dafs unsere Summe übergeht in: 

+ "- + (6p4-<-l),. 

Nach Snbtrüktion des Wertes von (n)^ folgt hieraus fiir 4(it)jj nach 
einfacher Keduktion: 

4 + 2)„ - - 9p- + 41, - [«£±-^] - [?£±i] , 

4 (6i> + 4), - - 3p« + 1 - [!li±i] 4- , 
4(6i, + 6)u - Öp» - 21». 
üm auch noch das yon der Teilbarkeit durch 4 abhängige Glied 
j _ ^ eatfemeiii sondern wir die eintelneii Zahtformsn des 

n (mod. 12), indem wir in die eben gefondenen Formebi statt p 
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zunächst 2pf sodann 2p + 1 einftÜiFen} es ergiebi sich auf diese 
Weiae: 

(12p+ 2),,= 12p»- 0;>H2i>, i\2p^ 3a, = 12^»- Qp», 

(12i>+ 4)„ = 12;>»^ 3/>% (12ii+ 5),,=^ 12p» - p, 

(I2p+ 6)„ = 12p»+ 3;>% il2p-f T),,= 12pH t>p*, 

(12p+ H)„ = 12p»^ V + 2p, (12p^ 9)„ = 12p»-f 12p'4-3p, 

Die GeflamiiEalil 3a DanteUimgttn der ZM n dnieh 4 beliebig» 
Elemente iifc gegeben dnrdi (»); + (»)« + (n\ + («»X« + (nXit fiberdiei 
iet diesettte AnteU bekanntlicli ^ich dar Annhl der Dantellmigai 
Ton n + 6 darch 4 Tenehiedene Elemente, aleo ^eidi (n + (>}|j. 

(«-» + « + . + . + «) - [f] - [^] ■ 

II 

Dem « küniieu wir, da ß mmJestt ns deu VV ei-t 1 haben mufs, I ^ j 

Werte erteilen, doch erhalten wir hierdurch anch die eventuell vor- 
handene Dantelloiig der Zahl n durch fimf gleiche Summaadeii) 

w..-["-^j-[;'j+[V]- 

Hier mole « ~ n (med. 2) sein; da llberdiet ß mindeetens ^ 1 
ist, darf 8« den Wert » — 2 nicht fiberacbreiten; diesen beiden Be- 
dingungen genügen, wie eine einfiushe Überlegung zeigt, bei geradem ii 

bei ungeradem n [~|~J Werte a; da in beiden Fallen wieder 

die etwaige Darsteliuug » — ö« mitgesahlt i«t, ergiebt sich: 

bei ge«de«i. („X, [" " [|] + [ü^] , 
bei nngeradem n - [*^] - [|] + ["^j • 

tt kann einen beliebigen Wert haben; dann iet » — 3« noch anf 
alle möglichen Arten als Somme zweier Elanente ß-^- y darzustellsn; 
dies fährt zum Aosdraeke: 
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in diesttn tind aber enichtliclier Weise auch die in (n)^; in)^^ und 
{h\^ gefällten DanieUnngeiL mitgczälilt; diese Aiuahlen mfleBon daher 
in Alizug gebiaeht werden. Die eben gefbndene Summe lerfSQt in 
die beiden folgenden: 

und 

([t]-3)+Ct]-6)+([tj-'')+ -=2'([:] -h 

,=i,i, ... 

Diese beiden arithmetischen Reihen mit der Differenz 3 sind un- 
mittelbar zn summieren; führt mac dies durch und zieht, obiger Be- 
merkung entsprechend + {n\^ + (n\^ ab, so ergeben sich fBr die 
msohiedenen Zahlformen mod. 12 folgende Formehi: 

+\}^] -m' 

12p + 2)„ - 12^ - 6p + [L'^.+i] - [^'] 

+ -12,.- 8, +[^] -[i^] 

I2p + 4X. - VJj,' - , + [ü^jti] - p^i-«] 

12, + 5)„ - 12p. + p - 1 + ['l^A?] - [1!^*] 

12p + 6)„ - ISp« + 8p + ['-^ '-i-«] - ['i^-] 

12p + 7X. - 12,« +6, + - [iH£i±«] 

12p + «)„ - 12p. + 7p + 1 + ['iiLiJJ _ im±J] 

12p + 9), = 12p. + 9p + 1 + [»l±*] - 

12;, + 10)., ^ 1.V + 11p + 2 + [«J^ii»] - pi-'] 

12p + 11)^ - 12,» + 18p + 8 + - p^']. 

Diese Formeln enthalten allerdings noch das Ton der Teilbarkeit 

durch 5 abhangige Glied [yj — [—v- schien ans aber die Bei- 

b«haUim};r dieses Gliedes gegenüber der anderen Möglichkeit, alle Zahl- 
foroieu ^mod. t>0) von einander zu souderu, den Vorzug zu verdienen. 
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Vor allem muSä y = n (mod. 2) lein; f&r jedan fiinieln«a Werk 
f rniüf ** ^ in iwei SammMiden er + /I snfiUfc woidaii, mm auf 

[1^] Arten ge«üiehen aoiiier den gewichten werden hierdurcb 

aber «noh die DarvieQniigen »»« + «+«+«+0^ 

and fi««+a + «( + ^ + /' son YoiBeliein kommen; es eigielil 

•onaclk: 

bei geKttdem m 

(»x. - + [^] + [t^] + • • — (-x. - (»x, - (•)« , 

bei ungeradem n: 

(»).. - [- 7- ] + + ["i-'j +•••-(»)»- (»)« - Wu- 

Dieie Siunmen Imm Mi ab arithnetiflolie Raiken umittelkr 
answertan; indem wir «leh hier wieder die 12 ZahUbnuen (mod. IS) 
gaaondeit betamchten^ erhalten wir die Fomehi: 





-9j>'- 


+ 2 + m 




12i. + 1)„ 


-9j)«- 








12j) + 2)„ 


-9i>'- 


6j» 


-['VT 






-9*«- 


'P 








-9J.'- 


2p 








-9y + 


P- 


i + [l!£±-'] 






-9*« + 


P 




-[^]- 


121» + 7)» 


-9ji» + 


4p 






12j) + 8)„ 


_9j.» + 


4p 






12p + 9)„ 


-9j»« + 




-['VI. 


«l» + 10)x, 


_9p» + 






121. + "X, 


- 9iC + 10p + Sf +['"■+"] 


^12jj 4- lOj 
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(nX, » <t 4- « + /3 + y + d). 

Wir ssrlegsn ii — 2a anf alle mSgliehoi Arten in S Tenofaiediiie 
Bameat« oiul bOden dementopr«>b.nd die Samm. V(»-2«).; in 



dieter amd anfter den geraditau DarsMliuigflii aaeh noefa diejenigen 
der Foim N<-(r-(-a+«+/'+r mi^SwUt; die Awabl dieaer letateren, 
d. i. (ii)u^ rnnla also in Absag gebndit werden; ■omit findet rieb: 

«—vT--' 



Wir nnienoheiden nnn sonSebit die 6 Teceehiedeoun Fonnen der 
Zibk n (mod. 0); mit Hilfe des frfiber emiitelten Anadniekea für {n\ 
eriialten wir folgende Berieihuiigen: 

* » - 61»; - 2«), - JV«' + «) + ^'(3»« - «) 



a 0 



+^(3««- a« + 1) -^(9««- 3» + 1) - 1, 



p-i 



a 0 0 



ftr » « 6i> + 2; ^(n - 2u\ - ^(3k« - 3« + 1) +^(3*« + *) 

«1 e 

+^ r 3»«-») (9«« _ 3« + 1) - 1 4- 3i>« -dj» + 1, 



für » - 6j) + 3; ^(n - 2«)^ - y'CSx« - 2«) +^(3*^ + 2k) 

a 0 

ftrii-ej> + 4; ^(ii-2«X-^(3«»-«)+^(3«»~a«+l) 
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ftr « - 6p + 6: - 2«). - ^(3«^ +^(»«' - 



2h) 



Hierin 

p-i 



0 



wodurch die Gleidbangen entstehen: 



ftr n 


a 






für » 


-6j»+l) 


8«),- 




für n 


Ii 


2a), = 


3i>«-8j>"+i., 


für « 


fr 


2.),- 


aj»» - IP" - iP, 


lllr n 


-6j» + 4; 


»«).- 




fdr » 


-6p + 5; 


««)•- 





Von diesen Werten ist (>f )i.r, zu subtniluereu; dabei enipüchtt 
sich wieder, die ein/ehieu Zahliormen niud. 12 gesondert zu behandeln; 
muii erhält nach einfachen Umformungen: 

24,»- 86,«+ 17,-8- [i^^] +[^]. 



(Wp + ä)» 

(121. + 3),, 

(laj» + 4)., 

(l^i» + 5)„ 
(12* + 6)„ 



84ii' - SOp* + 10p 
24p* -24,»+ 7p 
24p'- 18p« + 2p 
24," - 12p« + p 



24p' 
24p' 



- P 



6p.- 2p + 1 - ^] + * 
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(12i, + 9)„ - 24^ + 18^' + 2p - [i^^] + [^^^,+ «], 

(12J, + 11),,=. 24,^ + + lOi, + 1 - [^^] + j . 

(»)iB - -^C» = « + -i- y + J -f g). 

M ff ift in Tier TienchifidAiiA Siuanuuiden la lerlegen; thut man 
dies f&r die Werte cc, wo «rhilt man jede der geauchten Dantellimgea 
ffinfinal, weil jedes ihrer Elemente sidi ab tt anfEusen HUM; anfserdem 
erhält man aber auch noch die Darstellongen 9i">« + a + /j + ^ + d, 
jade einmai gewählt; es ist also: 

Was nun die zu bestimmende Summe betriift, so besteht für 
n » 12j> + t folgende Identität: 



Setat man die bereiti ermitteltem Werte Ton (X)^ ein, so eigiebt 
sieh als Summe der ersten 12 Glieder: 



2'(144»»+18«" + 29x+ 1)+ 1, 

p-l p-i 

and indem wir anlaer den früher benutsten Fonneln fOr 

t • 

p-l p-\ 

^1 noch die Fomel: — — + jp' yerweuden, jiimmt 

• 0 

dieselbe Snmme nach ein&cher Transfonuation die Gestalt an: 

86jp* - 66i>» + - Vi> + 1. 
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Addiert num hiemi noch ^(I2p+i)ut nbizahieri (n)„ und 



multipliziert zur Fortschaffang der Brüche mit 2, so ergeben sich f&r 
die einzelnen Formen des n folgende li^suitate: 



10(12j;X, 


- 


72j>*- 


180|i^ + 165ji^ - 


Ö5p + 8 + 2[i^] 




10(l»ji + 1)„ 


- 


72j»*- 


16ß^ + llSp* - 


29p 






iO(l2p + 2)j, 




72y- 


132p» 4- 


77j»»- 


17p 




L . 


10(12j» + 3)„ 


- 


72i>*- 


1081»» + 


47i»«- 


3p 


+ 2[ V ] 




I0(12i» -h 4)„ 




72i>*- 




23i)«- 


J» 




- 2p t' 


I0(12i> -f 0)1. 


- 


72i^*- 


60ii» + 


öi>« + 


5p- 


2 + 2["'' + 


- ^"^ 


. 10(12j> + 




721?*- 




7ji» + 


J» 






10(12j» + 7),, 




72i»*- 


12ji^- 


18j>« + 


8p 






10(l2i> + B}u 




72j>* + 


12j»»- 


18|»»- 


8p 










10(12j> + 9)u 




72j»* + 


36j»*- 


7j)»~ 


P 






10(121» + 10)„ 




72j?* + 






öp- 






10(12i» + 11),. 




72i)* + 




23i>« + 


1» 




1-2[H£± 



Wieder sei bemerkt, liai's die gefundene Darstellimgsanzahi der 
2iAhl n durch f) verschiedene Elemente auch zur Kenntnis der Gesamt- 
zahl der Darstelluugen durch 5 l/diebige Elemente ausreicht, indem 
letztere durch (n + lO),. gegeben isL 



a bttn p Y - j Werte annehmen; doeh iafc denn «ach die Der- 
eieUong n^Sa miigeiBlilt; es iit daher: 
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(n)„=^iNr(if«t + « + « + « + fr 
(n\i kann nur für gerade n von 0 Terschieden sein und iat dann 
glneh der Ansahl der Danteliimgeii Ton Vom « 4> « + A 

g^ifik (y)»; dannu folgt: 

(«)b.-o 

für nngende h, 



ftr gerade w. 

(n)„ =° ^ + + + « + ^ 4- y). 

Hat et einen beBtimmten Wert, so ist ft — 4a in zwei Summanden 
za zerlegen; dabei kommen auch die in (n),^, {n)^ und (n)^ geKahlten 
DeiefceUangeiL snm YonGhein. Es ist daher: 

K. =2'[~»-] " ^"^ - W«. - (»)«• 

Man erhSlt hieraus in einfacher Weise für die einzelnen Zahl- 
£ormea des n (mod. 12): 







6i) + 2- 






= V- 


3i> - 








dj> - 






-9|»« 
















-9ji» + 


Bp » 




(121» + 6)« 




3i>+l- 






= 9i,« + 


6i» + 1- 




(121» +8)» 


-9j»* + 


Öp+l- 






-9jp« + 


9i» + 2- 




(12i> + 10)„ 


= 9jp> + 


9iJ + 2- 




(12j»+ll), 


-9i}^+12i» + 4- 
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(x Lj = Sin == « -f a + a + /i /3 -T ßi. 

Diese Anzahl ist offenbar nur dann von U verschieden, wenn ?) 
durch 3 teilbar ist und ist dann mit der Anzahl der DarBteUungen von 

y in der Foim a + /) identisch; daraiu folgt: 

^> wenn » ^ 1, 2 ^^mod. 3), 



Indem wir « — 3a in ß -\- ß y zerlegen, was auf \ h - Ha)^ 
Arten «rrschehen kann, erhalten wir aoTser den gesuchten noch die 
Dargtellungen j/-=«-f« + a-fff-fÄ + /3 und n--a + « + «+ a4-/5 + f^> 
deren Anzahlen bezüglich und (n)^ sind] hieraus ergiebt sich: 

Nun ist, sobald n durch 3 teilbar ist: 

(« - äau - [^^^^] - 1, 
und sobald n nicht durch 3 teilbar ist: 

Wir erhalten daher ftlr den Fall einee durch 3 teilbaren m 

\°-'] [" ;']-(»)..-(»),.; 

«—irr--- 

im Falle eines durch 3 unteilbaren n hingegen: 

Um ^'f~~V~^J ^ bereebnen, nmimieren wir saoicfast 

über alle geraden, dann Ober alle ungeraden Werte «; dadurch ent- 
stehen swei aritbrnetiBcbe Pkrogrearionen mit der Differenz 3, welche 
nnmittelbar snmmierbar sind. Da femer (ti)^ und (n\i bekannt sind, 
macht die Berechnung Ton {ti\^ keine Schwierigkeiten; wir sondern 
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wieder die Tenduedenen Fonnen der 2ialil f» (mod. 12); es ei^ 
giebt ach: 







12p«- 


13p + 5 - 


L 5 J' 


(12p + 

\ ^ ' /mm 




12p»- 


4p 


L 5 J' 


(12p + 2)m 




12p»- 


bp - 




(12p + d)^. 


_ 


12p»- 


4p - 


L O J 


(12p + 4)^ 




12p»- 


p - 


L fi J 






12p» + 


4p - 




(12p + 6),, 




12p»- 


P+ 1 - 


L O J 


(12p + IX. 




12p» + 


8p+l- 


ri2p + 6-i 

L 6 J' 


(12p + 8)^ 




12p» + 


7p+l- 




(121. + 9)„ 




12p» + 


8p+l- 




(12p+10)h 




12p»+ llp + 2- 




(12j. + 




12p« + ICp + 5 - 





(«)Bt-.y(i»-« + « + g + />H-yf d). 

Hier mufs w — 3a in drei verschieden n Sammanden zerlegt werden, 
was auf (n — Za)^ Arten mö^ch ist; hiebei werden jedoch auch die 
Darstellimgeii der Form n = a-\-a-{-a-\-u-\-ß-\-f «raeugt, deren 
Auahl somit snbtnbiert werden mois; eß irt also: 

TJm die rechtsstehende Summe auszuwerten, onterecheiden wir 
nmäcbst die einzelnen Zahlformen des «(mod . 6) man findet: 

T(6p-8«), -^(8««-3«+ 1)+^(«»')-2i>'-|p'+4p-1. 

• 1 0 

^^^p + 1 - 3a), -^(3x» - 2x) +^\3ji» + *) - 2p^ - tP^ + fp, 
AnUr <«r Maft—Wk waA nqrUk. nt Mb». HL 16 
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B. V. ärsKvscK: 




^(61» + 8- 

• 


-3«), -^(3««- 
• 






m 




-3x+l)+>\3x-* = 




^(61» + *- 


0 


0 




0 


e 







In diese Foraielü ßetzeu wir für ;j zimüchnt 2p, dann 2/) + 1, um 
dii* f>inz«'lnen Zahlfornien (mod. 12) von »Miiaiider zu sondt^m; diircb 
Subtfuktion d«M- bereit« bekAnnten Werte Ton \^)^ erjjeben sich dann 
folgende Formeln: 

(12p), - i6j^ - 21^ + isj. - a + [i^], 

(Iii' + 1)» - le^' - 23|<>^ + öj» 

(12p + 2),-16ii»-lV+ 4p +[— 
(12p + 3), -16p»- 15p» + p +[^^], 
(12p + 4)«=lCj«'- Up«- p 

(12p + 6)«>=16p»- Tp«- 4p 

(12p + 6)». = 16p«- äp«- 2p-l + [i^], 

(ISJp + 7),» = llip^ + p"- 5p-l+ptt^], 

(12p + 8)„=16p»+ Bp»- 8p-l + p£±l], 

(12p + 9)„-16p'+ »p-- 2p-l + [i^], 

U2p + 10)„ - lüp= + 13p« - 1 + [^^— ] . 

(12p+ll)„ = lGp»+17p«+ p-2 + [i?^]. 

(«)» -■»("-«+« + <» + <» + )' + »') ■ 
(ii).r, kum nur Ar gnade « tod 0 TUMhieden iod md ist dua 

gleich der der DarateUuugen von y daich 3 vMucbieüeuc 
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Snmnnprt man (n — 2«)io, d. h. zählt man die I)arstf41uugea von 
n — 2a in der Form ß -\- ß -\- y ^ Ö, st» orhillt man jede der gebuchten 
Darstellungen doppelt, weil cc und ß dnr'm die gleiche Rolle spielen; 
aufserdem erhält man aber auch noch jene Darstellniigon, welche da- 
durch entstehen, dal's ß, y otlev Ö mit a zusammenfällt) aus dieser 
Überlegung ergiebt sich die Beziehung: 

2 l*j = 



Of If l|. • ■ ■ 



Hat n die Form 12jp 4- so besteht für gerade n die Identität: 

ft^Q fi^Q ^»0 

+ (lÄpX^ + (12p + 2)„ H- • • • + (lÄjp + ♦ - 2Xo, 
für ungerade n aber die folgende: 

- i2«)xo ^'(l^f* + l)io +^(12/* + 3),„ + ^(12,* + ö),o 

a ||vO /IsaaO ||SS0 

+2''a2,. + 7),, +^(12,. + »)„, +5W + ").. 

^=0 /i="0 /4=-iO 

+ (12|> + IXo + (12p + 3)10 + ' • • + (12p + • - 2)io , 

wobei die auf die Summen rechter Hand folgenden Glieder nur für 
die FlUe » ^ 2 besw. t ^ 3 eine Bedentong haben. Fflhrt man die 
Sommation mit Benutanmg der bekannten Werte Ton (n)^ biob, bo findet 
man für gerade nt 

^(n - 2«Xo + 12/1 + 8) - 3 4- (12i>),o + (l^i) + 2)iu + • - 

+ (12p + i - 2X0 - 86p» - 48p» + 20p - 3 + (12pX, 

+ (12p + 2),o + --- + (12p + t-2),o, 
mid für ungerade n: 

^{n - 2«Xo «=^^108;*« + + 12) + (12i> + l^o + (12p + 3Xo+- • • 
« ^—0 

+ (12p + i - 2X0 - 36p» - dOp' + Gp + (12p + 1X0 

+ (12p + + . . . + (12p + i 2\^. 

16* 
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Diese Sniiune irt niu also flir die eimdiMB Fannen des ii (mod. 12] 
nimmdir Tollkommen gegeben; fubtnhieren wir noch die eben&flf 
schon bekumien Weite (n\^ und (n\f, so eihalien wir nach ein&dien 
Redaktionen: 

2(12i) + 1)„ = 36/^ 61i>* + 13ii +2 ['^/] , 
2(12j> + 2)„ - 36p» - ölp» + 16p + 2[^+> J , 
2(12p + 3)i, - 36p> - 33p« + 3p +2[^^^], 
2(l2p 4- 4)„ - 36p» - 33p» + p +2 ^^J, 
2(12p + 5)„ = 36p»-16p«- 9p +2^-1^], 

2(12p + 6)„-36p»-löp*- 8p- 2 + 2[^^], 

2(12p+7)^-36p»+ 3p«- 11p- 2 + 2[i^^], 

2(12p 4- 8)t, - 36p' -f 3p^- 9p- 2 + 2[^^^], 

2(12p-f 9;„ = at>ii'-H21j>^- 3i>- 2 + 2p^^], 

2(12p + 10)^ - 36p» + 21p» - 6p- 2 + 2[i^^], 

2(12p + ll)„-36p^ + 39p»H- 3p- 4 + 2[H£±i°]. 

Hier niuf« )i — 2« iu vier verschii^tlene Suninianden 7,erlei(t wenleu; 
dabei kanu es aber geschehen, dafs einer dieser Summanden mit a 
übereinstimmt, wodurch eine Darstellung n^a-^a + re-^-ß-j-y-^ä 
zum Vonchein kommt Eb besteht eonadi die Gleichung: 

Indem wir nun genau dasselbe Verfbliren wie ün eben behandelten 
Falle anwenden, erhalten wir für gerade n: 

2(« - -^^2;*» + 16^) + 1 + (12pX, + (12p + 2),, + • • • 

+ (12p+ 1 - 2)„ - 18p*-86p^+ 26p»- 8p+ 1 -f (12/>Xi 
+ (12p + 2\, + • • ■ + (12p + i - 2)„ 
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und für ungerade n: 

^(n - -^W» + 18^^»+ 13|i+ 1)+ (12ii+ l),,+(12ii + 8)„ 

+ (t2p + l)u + (12p + 3)u + (12p + » - 2)u. 

Hierdurch ust diese Summe vollkommen bestimmt; zieht mau noch den 
Wert von (w),^ ab, so ergeben Hieli l»j Igende Formt4ii: 



(12p)i.- 


18p*- 


Ö2p^ -1- 53p* - 


21p + 4- 


r12» In 

L 6 J> 


(12p + 1)„ - 


18p*- 


46p^+ yp» — 








18p*- 


40p» + 30 p«- 


6p - 


rl2o 4-11 
L 6 J' 




18p*- 


34p» + Wp»- 




L 6 'P 




18p*- 


28p» -i- 13p* + 


P - 


r"p+»i 

L 6 J' 


(12p + 5)^ = 


18p*- 


22i)»+ |p^ + 


iP - 




(12P + 6)«,- 


18p*- 


16p* + 2p* + 


2p+l- 




(12p 4- 7),» = 


18p*- 


10p»- Jp* + 


fl»+l- 




(12p + 8),8 - 


18p*- 


4p»- 3p- + 


3i> + 1 - 




(12p + 9)„- 


18p* + 


2p»- ^P« + 


fp+1- 




(12p + 10)„ 


18p* + 


8p»- 2p« + 


2p+l- 




(12p +11)« = 


18p* + 14p» - }p» + 


|p + 2- 


j-12i)4.10j 




--W(« 







StoÜt mniL n — « auf alle möglichen Arten ab Summe von fünf Ter- 
sehifldenen Summanden dar, so erhilt man jede der geenchten Dar* 
stellnngen eeehemal, da sich jedee ihrer Elemente als « auffiunen läfst; 
ferner kann ea aber geschehen^ dab einea der Dantellungaelemente von 
n — m mit a anaammenfSUt; dann ergeben sich Danrtellungen Ton n in 
der Form n^tc + a + ß + y-hä-^-e, deren Anzahl aomit ab- 
gezogen werden mub; hierdurch erhalten wir: 

n—i n—t 



Digitized by Google 



214 B. Snnnai: 

Um die rechtsstehende Summe auszuvvfrtfn, unt^ rschoideu wir die 
verechiedeueü Zahlformell (mod. 12)} ist m = VJp -j- i, so besteht die 
Identität: 

+^(12|. + 1 1),,+ (12;)),« + + 1 + + (12p + i - 1)„ 

(wobei wieder die auf die Ii' Summen folgenden Glieder nur für />0 
eine Bedeutung lialicn). Um Brüche möglichst zu vuruieideu, lienkeu 
wir uns die letzte lileichunf? noch mit 10 multipliziert. 

Was zunächst das in den Ausdrücken für lÜ(A)ig vorkommende, 

TOn der Teübarkeit der Zahl X durch 5 abhängige Glied 2^~] - [~]) 

betrifft (welches den Wert 2 hat, sobald l dnich 5 teilbar ist, sonst 
den Wert 0), so liefert dies. Aber alle Zahlen l summiett, nun Ans- 



•—1 



• draeke 10 Wis Beitrag 2 . ["^J , da offimbar [-^-] Zahkn 

der Reihe 1, 2, — 1 durch .'> t<'i11>ar sind. 

Unsere Identität gelit somit unter \ erwendung der für 10 . 
gefundeneu Ausdräcke in die folgende Gleichung über: 

n—J m—l 

10 . y (AXb =^(864fi* - 576/»» + 408|»» - 104|* + 4) - 8 + 10 . (12|»)tt 

+ 10(12jp + 1)1. 4- • • • -f 10(12jp + 1 - 1)1, + 

wobei durch dif Marke angezeigt sei, ilals daes von der Teilbarkeit 

durch 5 abhängig.- (iiiod in den betretVenden Ansdrüekeu nielit mehr 

zu berücksichtigen ist. Führt man die rechts angezeigte Snit inienmg 

aus, indem man aui'ser den bereits wiederholt verwendeten Ausdrücken 
^ 

für yft, y/A*, anch noch die Gleichung: 

0 0 0 

0 

zur Anwendung bringt, so findet man: 

«1 

10 .^Win - Tl^ ~ + 712j»* - 400|i« -f- 476|> -8 + 2 [^] 
-f 10(12j>)Ia + 10(12ji H- l)ii + . . . + 10(12|> + i - 1)1.. 
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Sabtrahiert man hievon noch 10(»),g, so erhält mau für die einzelnen 
Zahlformpn I2p -\- i narh etwas komplizierten aber nicht Bchwierigen 
ileduktionen folgende Euiilbrmeln: 





-766|^+1232j>*-980ii^+S{»p- 


-48+12['V], 


60.(12j>+l)»= 




-684p*+992ir»-630i>'+ 






0U.(^12i?-|-2)gg=- 


iF 


-612pHn6i)^-432i)»+ 






60.(12i)+3),,= 


& P 


-540i?*+o84;)»-240p«- 


tP 




60.(12p+4)„- 


w- 




Up 


+12^'^+»], 


60.(12j»+ö)»- 




-396p*+272i>»- 30|i*- 




+ 12p±l]. 


60.(12i)+6)„- 


864 


-324j>*+152|>« - 




-12+12['Y']. 


60.(12i)+7)„- 




-252p*+ 56i)»+ 48i)«- 


Tp- 


■i2+i2['-?';+^], 


60.(12p+8)rt- 




ISOji*- 30j>»- 




-12+12['?i'tl], 


60.(12j>+9)„- 


w- 


-108jp*- 64ii»+ 42|»»- 




■12+12["''+'']. 


60.(12p+10)w- 




- 36j»*- 88|r» - 






60.(12i)+ll)„= 






■24+I2["''+*']. 



Diese Formeln fOr {;h)^^ reichen auch hin, am die An/Ahl der 
Zerlegungen einer Zahl in sechs beliebige (verschiedene oder zum Teil 
gleiche) Summanden, also die Summe: (n),^ + (n),^ + • • • + (w)^ aii- 
zuge])en, <la letztere auf Grund eines bereits mehrmals erwälmteü 
Satzes mit («+1 + 2 + 3 + 4-1- 5),^ = (n + 15)^ identisch ist. 



Wollte mau statt der Gruppen von Foriuelu, die sich auf die 
einzelnen Zahlformeu (mod. Ii?) beziclieu, eine einzi^^c, für alle n gütige 
Formel haben, so wäre eine solche unter Verweudimg dos Syiuboles 
für gröfste (iauze leicht herzustellen, lliezu geuügt die Bemerkung, 
dafs in dem Ausdrucke: 

•. + »'[:] + <'<[2] + -'- + »»[n] 

die Koeffizienten a^, cr^ , . . . , a^i immer so gewählt werden können, 
dafs derselbe für » = 0, 1, 2, . . ., 11 der Reihe nach vorgegebene Werte 
danfcellt, ipemell also auch die Koefifizienten einer bestiininten Potenz 



üiyiiizea by GoOgle 



216 B> Sranccs: Üb«r die AbmU dtr Zeri«gii]ig«ii dner guaaa Zftlil cte. 

Ton |> in tuueroi Fonnefai; p und i mad. ferner durch die AnsdrOcke ^^j 

lind n — 12 zu ersetzen. 

Zur Erläatenmg werde die Formeigrappe för &){tt\^ durch eine 
einzige^ «Ue Zahlen n nm&BMnde Fonnel enetit; dieeelbe lautet: 

+ {1282 - 240 .• + 24[;] + 4«[|] + 48[^] + 96[{1 + 48[;] 

-{930 - 300 » + 102[i|] + 108[^] + 96 [i] + m[i] + 60jj] 
+ 252[;] + 120[/] + i«0[i] + 4«Ü + 300[fJ)[Sj 
+ { - 180 < + 126 [*-] + 108 [;] + 86[i]+ 144 [[] - 24 
+ 156[-'] + 36[i] + 84[i]-96[i] + 180[l]j[- 
-48 + 48.-48[i]-48[i]-48[i]+36[ij-48[i]+48[l] 
-00|-J+12[il^]. 

Darin wäre t Doch durch n— ^-j_^J ersetzen. 
Wien, den 15. Januar 1901. 
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über die „i^-- Kurven" des einmanteligen Hyperboloides 
und des hyperbolisclieiL Parabololdes. 

Von Walthek Ludwig in Breslau. 

Untor mner „d^'Kwrref einer FlSdie H Gnwies Tentehe ich die 
Knire der Pnnkte^ in denen sieh die beiden dnxdi sie gehenden Geraden 
der Flache anter dem Winkel 'i^ lehneidtti^ nnd darf dabei stets 
Toranssetsen; inshesondere nenne ich die ^«Enrre für 
^ =■ x/2 die „OrthogonaUrarre.^ Von den Eigenschaften dieser Enzren^ 
die ich in der Dissertation „Über die Ebenen, welche aas einer üftche 
IL Grades einem gegebenen Kegelschnitt ähnliche Kegelschnitte ans- 
sdineiden'' (Breelao, 1898) abgeleitet habe^ seien angeführt: 

Anf einer zentrischen Fläche II. Orades sind die allgemeinen 
d"-Kürven (d < ä/2) Raumkurven VIII. Ordnung, die den Geraden heider 
Regelscharen der Fläche je viermal begegnen; die Orthogonalkunre da- 
gegen ist eine Raumkurve IV. Ordnung I. Art und wird in die Fläche 
durch die Orthogonalkugel ^) derselben eingeschnitten. 

Auf einem Paraboloid sind die allgemeinen -d'-Kurven Raumkurven 
rV. Ordnung i. Art, die Orthogonnlkurve ist eine Hjperbel und liegt 
in der Orthoironalebene - ) des I'iiraboloides. 

Im ful;j;eudeu ijull uun der Verlauf dieser Kurven ui den inter- 
essantesten lallen, nämlich auf den beiden Flachen II. Grades mit 
reellen Regelscharen untersucht und der Anschauung y.ugimglich gemacht 
werden. Zu diesem Zweck wurden auch die beigegobenon Figuren an- 
gefertigt; Fig. 1 zeigt ein Stück eines einmanteligen Hyperboloides auf 
dessen drei Symmetrieebenen und Fig. 2 ein Stück eines hyperbolischen 
Paraboloides auf dessen zwei S} mmetrieebenen, sowie auf eine zu den- 
selben senkrechte Ebene orthogonal i ■ l ojiziert. In beiden Figuren sind 
einige Geraden der einen Regelscliar eingezeichnet und ihre Schnitt- 

1) VergL H. Schröter: Theorie der Oberflächen II. Ordnung, S. 634. 
i) Veigt. Th. Beye: Geometrie der Lage (3. ÄuB.), n. Abtlg., Aufgaben und 
LelurtfeM Nr. 6S. 
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Waltidw Lin>wto: 



pmikfeo mit den IKKoitqd Ar ^ ^ 2 • ^ ' iI> " ^'ii^ 
dnich Yerbinden dieier Punkte sind die ^-Karren 2, 3, • 9 
worden. 

1* Das einrnatUdige SypefboUdd. — Ee eei ^ ein einmi 
Hyperboloid mit den Aehaen a, b, die Längen der zug^ 
AdiMOitreoken solUiii mit denselben Bnehetaben beieichnet 

nämlich mit 2«, 26, 2cy'— 1, wobei a>6 seL Die lug 
Symmetrieebenen seien beziehentlich ^, Ii, F. Wir l^n nun 
eine Ebene J und lassen auf der durch sie aoe H* ausgescl 




Flg.1. 



Hyperbel Ä' von dem einen ihrer imcndlich fernen Punkte 8 
Punkt X lAufeni bis er als Xq auf F fällt Dabei untorsiK 
die Veränderung des einen Winkels zwischen den durch X | 
Geraden g, l der Fläche und zwar desjenigen, welcher durch . 
wird; derselbe ist dem inneren Winkel ^ des Asymptotenk^^l 
M* gleich, welcher in der JEur Ebene (gl) pamll» ]oii DurchmeBS> 
Ton IP liegt. Die letztere dreht sich, während X in der ang 
Weise lauft, um den zu J konjugierten DnrcluneeBar d des Hype 
im spitzen Winkel zwisclien der einen wob d tai O* koi 
Tangentialebene und der Ebene (de), nnd zwar Ton der erst 
letzteren. 

Um nun die hierbei erfolgende Veränderung Yon if zu nnt 
schneiden wir (Fig. 3) 0* mit einer zur F im normalen A 
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(kanUeleii Ebene i» in der EU^ee ^ welche die Sehnittliiiieii UEVi 
und VE^ß toh fi mit ^ und («f«) ein Paar konjugierter Dnrclunesaer 

sind. Da F55 || dy zeichnet « in stets eine zu ViS parallele und 

somit durch UU in einem Punkte M halbierte Seime »So = 2s der 

ein. Es sei mm ff der Fnfs- 
punkt des aus dem Kegeischei- 

tel 0 auf gefällten Lotes 

OR^h und % deijenige End- 

paukt TOn welcher mit M 
aof derselben Seite von M liegt; 

nehmen wir dann die auf 5@ 
befindliehen Strecken immer in 





nff.1. 



der Richtimg tob 8 nach @ nnd die im Scheitel 0 fiber ihnen 
atehenden Winkel im entopreehenden Drehsinn als positiT, so ei^ 
halten wir 

^ =- ^ SOB - ^ iSO J+ i/08 - arcctg||+ arcctg^ 



oder. wPTin MM— m und somit jSJ?— s + m und iiQp « « — m ge- 
■etst wird^ 
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WALTim Loowie: 



Weü 0<^50ir<| vmA -|<^irOS<| ifit, lutben wir 

(1) »^«cctg ^'~/j[;*"**' , wenn Ä»-«»+fii»^0, 

(2) ctg wenn A«-3* + i»i*^0, 

wobei immer der arcetg einen Winkel im ersten Quadranten 
Nnn liegt bei jeder Stellimg Ton e H auf der in L 
normalen Oeradeui und es ia^ wenn diese mit IPX den spitien ^ 
einsehlielBt^ ^ MEH'^ 9 imd 

EH MH ' ctg 9> s> m • ctg ^ \ 

ferner folgt aus dem Dreieck OEHy dab 

h - 0M~ VÖJ^EÜ* - Vii* + m* ctg*9», 

wobei der positiTe Wert der Wurzel zu nehmen ist Dahe 
wir unsere Formeln (1) und (2) anch folgendermaCsen schreib 

(8) + . für *• + «,•- 

(4) ^ - « - «» ctg J /l - J - - - " — Y für i« + 

Es wiichst nun bei der geBchilderten Drehung der s i 
Strecke s von 0 bis J • F^C, während m von Jb O -ßing) bis 

Ton Vj^ + 1? 0" • cos" 9 bis i> abnehmen; fol^ch gilt si 
Formel aus der wir erkennen, dafs ^ zunächst als spitze 
▼om Wate 0 an stetig wichst Wenn aber im Verlaufe der 
+ Kl' — <s' negatiy wird, — ob es dasn kommt, das hängt 
VezUOtnissen des 0* und Ton der Lage der ab — so tritt die F 
in Kraft und zeigt uns, dals dann ip anch als stumpfer Wi 
fortwShiend TengrOlsertb 

Demnach wichst der dem ^ laiche Winkel W bei i 
gebenen Bewegung Ton X unter allen ümstinden Tom W( 
stetig bis zu einem zwischen 0 und x gelegenen Werte < 
Xq erreichi Umgekehrt entspriebt jedem Wert ron W zk 
und ein Punkt X des betracbteten Quadranten der A*; di 
dahw ^ um e Ton B bis so beschreibt der zu einem be 
Wert Ton V gehörige X ein EurreDsttlc^ das keine aus e k 
Ebene mehr ab einmal trifft Gleichzeitig bewegt sich abe 
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der KeUflUipae Ton H*, und dabei nimmt etetig m wom Werte 

ß = 2 ■ arc ig— bie zum Werte a 2 • arc tg j ; denn wenn x die Liuigo 

des m OX^ konjugierUn HalbmeaBera der EeUeUipae ist, eo haben 

wir Wq = 2 arctg^, und x wächst bei jener Bewegung ytet g von h 

bis a. Infolge dessen verläuft das zu W gehörige Kurveustück von 
einem Punkte auf B nach einem Punkte auf ^, weun 0 < W < ß, und 
von einem Punkte auf V nach einem Punkte auf wenn /3 < ^P" < « ; 
für V = ß geht es von dem einen Scheitel der Achse a nach einem 
Punkte von A, und für W =^ a besteht es allein aus dem einen Scheitel 
der Achse b. a ist überhaupt der gröfste Wert, den W in einem 
reellen Punkte von erreichen kann, und einem noch grölseren ent- 
spricht kein reelles Eurvenstück. Diese Kurvenstücke wiederholen sich, 
den Gesetzen der Symmetrie folgend, in allen Oktanten von IP und 
setzen sich zu im Endlichen geschlossenen Eurvenzügen zusammen, 
deren es für jeden Wert von V zwischen 0 und a zwei giebt. Die 
Korvenzüge wiederum für V = xiK^ß) und für ^ ^ 'x — % bilden, 
so weit eie reell Torhanden sind, den reellen Teil der ^-Kurre für 

Hieraus ergiebt eich Folgendes: 

Aaif emm emmatUtUgen Mj/ptrhoUnde, dessen Jdtse» die Langen 

2a, 25, 2ey^ (a>^ Aa&e» tnuf deaaen Jtegiehmakk gugdtönge 
Sifmmetrieebenen B, F änd, aeteen su^ die »'Kurve», soweit sie redl 
sindj aus je in sid^ Sjfmme^rist^ Paaten von tm EndUdien gesddossenen 
KwnensSgen Msammen; diese Ziigpaare sdmeiden äUe die A reeB und 
terfüHkn in stoei Beihenf jenwMem sie B redl und Fimaffinär — erste 
Beihe — oder F redl und B imaginär — moeite Beihe — treffen. Die 
^Kurven sdbsi veMllten auf dm versdnedenen Tgpen der dn- 
numidigen Hyperboloide versdueden, ufie die folgende TabdU Mögt, in der 

a«-2arctg-| -i ar ^ « — 2arctg-; 
/8-2arctg^, /J' « « ~ /J - 2arctg J 

ist: 
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WALiuiJi Lldwiq: 



Au8 einem Zugpaar 



Au« zwei Zugpaaren 



c>o>6 



der ersten [ der zweiten 
Reihe 



bestehen die ^-Kurven, 
für die 



einem der 
raten tmd 



I 



<ler ersten 
lieiiie 



pitifin 
fli r zwei ton 
lieibe 

beetoiien die ••Knmii, fftr die 



der zweiten 



t 



o<d<|J 



A 



a'<&<ß 



a^b^c 0<*<a' 



0<*<«' 



1 



In allen diesen Fullen hat die d<-Kii]Te fibr ^ <r, resp. 
in den Scheiteln der Adue ( swei isolierte Doppelpunkte und di« 

ß, resp. « « — /I in den Scheitein der Achse a zwei ge 
Doppelpunkte. 

Bei dem in Figor 1 dargestellten eimnanteligen Hyperl 

2. Das In/jxrhoJisrhr Paraholoid. — Es seien S der 
Scheitel uud 6 die zugehörige Scheiieltaugeuiialebene ein> 



Ij Siehe Disacrtatiun , Nr. 17. 
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bolisehen Paraboloides und Iq dk mit 8 und 6 i nciden t en Ge- 

nden dmselbeii und y und X die längs dieser auf 6 flenkreehten Ebenen; 
dann teilt das Paniboloid U* in awei Teile, von denen der eine^ der 
„spitze Teil", in dem spitmn Scheitehnnkelpaar swiachen y und in 
-^yXf und der anderei der j^stompfe Teil^, in dem stumpfen Seheitel- 
winkelpaar zwischen y und 1, m • Xj liegt. Von den beiden 
Symmetrieebenen van 77* feiner lialbiere A den '^y'l und B den 

Wir betraohten nnn einen der dnreih Ä und B nm II* henna- 
gesehnittenen Quadranten; befindet sieb auf ihm etw& ein Halbslarahl 
▼on g^, so legen wir dnreih einen Pudct desadben die Parallel- 
ebene zur B und lassen anf dem Parabehst, den sie mit dem 
spiteen Teil nnseies Quadranten gemeinsam bat, den Punkt X vom 
Unendlichen her bis laufen. Die Winkel xwisehen den Geraden 
l des Paraboloides, weldie sidi in X begegnen, sind gleich den* 
jenigen, welche die etwa durch 8 zur Ebene (ßt) paraUel gelegte 
Ebene e aus y, X ausschneidet^ und deijenige yon ihnen s« mit V be- 
ceichnet, dessen gleicher in -^yX liegt. Bei der Bewegung des X 
dreht sich £ um einen Str^ des Bflscheb (S, A) von A bis 
{d^g^ = Sq und zwar, da X den Seheitel der Parabel nicht erreicht, 
in dem spitzen Winkel dieser beiden Ebenen; der Ton ihr aus -^yX 
ausgeschnittene Winkel wächst dabei nach der Formel (3), die mit 
unwesentlichen Änderungen — f'W-^t s = const., EU = oo — auch 
hier gilt, stetig von 0 bis zu dem Winkel, den -^yX in Bq einzeichnet und 
der, weil J„ yA, stets spitz ist. Mithin durchläuft ^P" bei der ange- 
gebeueu Bewegunp; von X alle Werte von 0 bis zu einem spitzen 
Winkel y^", , d -ii er in A'y erreit lit. Analog hierzu nimmt der Neben- 
winkel vüu 'P ab von n — Wq l)is (), wenn wir X auf dem Parabelast, 
welchen die durch Xq /u A parallel geleerte Ebene z/« mit »lern 
stuuipfen Teil unseres Quadranten gemein hat, \ou aus bis ins 
Unendliche gehen lassen; dabei wächst W selbst von über :r/2 bis it. 

öuiiach erhalten wir auf 77* einen unendlich langen Kurveuzug, 
dessen Punkte X den Werten von '*F Trwischen 0 und n eindeutig zu- 
geordnet sind; er überstreicht, wenn wir X^ unter Mitnahuie von 
nnd //, auf von H aus bis ins Unendliche bewegen, den l)etrachteten 
(^ladnmten, und dabei beschreibt der zu einem Wert von IP* gehörige 
X ein Kurvenstück, welches von einem Punkte einer der beiden Haupt- 
pambeln des II' bis ins Unendliche verläuft. Gleichzeitig dieht sich 
die zu Xq gchruige um von der ö bis zur y, so dafs IPJ, vom 
spitzen Winkel m zwischen g^ und 1^ bis nj2 wächst; mithin überschrei- 
ten die Kurvenstücke, für welche o < y<«/2, die g^, während von 
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den übrige diejenigen f&r 0 < 9^ ^ • ganz snf dem spitzen 
jenigen für x 2 ^ 9^ < « gm «if dm stempfen Ted Qi 
▼erfaleibcB. Hicmn fblgi: 

tms tkr Mdb ladeneä» im UmtMAe e» ^ h r tds «mä m AMm; 

ftwyiitfflfoftfiir jniitiffflfn) (Vtibd^Mofa&^M tf ffl jw. XJlw €jM^ JPtt 
shmtffm Teü PorvMoidb. Die .Iffe die» «ndbioi IWie» 




Fl«. 4 

0 < d < oj rü/Zij7 a«/" (fem sp/Z/cn Teti imd greifm, imnh ^ 
fioeft ^ wj»/ ^'iWm endlichen Stück auf den shimpfen Teil ü 
für h(U im endUdtm Sekeiid de$ FanbM 

Doppdpunkt, 

Bei dem in Fig. 2 dargestellten Ftoabdoid ist 0 — m/Z. 

Eb erübrigt noch eine Bemerknng darüber, wie die vier j 
^Enrve lieh im Uneadlicben Ti«Aii|%Tnmi«^MiftfiMm ■ Jede a 
d>-EiirTe Ton II* bat Tier nnendlieb feme Paukte, die gegi 
durcb die Scbnittgeraden Ton y, X mit einem Rotationflkege 
sor Adiae nnd 9 nun balboi öffirangvwinkel bat (Diaaertation 
Mithm beben immer je zwei «nf Teracbiedenen Seiten der <h 
ebene gelegene Jbite einer ^EorTe einen ibier nnendlicb fenu 
gmnein, wie es in Fig. 4 durcb die übereinstimmenden Zeidien 1 
angedeutet iet^ welcbe an die nach denuelben nnendbeb Same 
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zeigenden Enden der Kurvenäste gesetit nnd. Es sind in dieser Eignr 
diei d-Kurven — för^ — <©, filr'e' = '&j = a), für<ö^ = ^, >(» — 
auf die Ortbograalebmo projizieit und die Aste, die auf der einen 
Seite der letzteran liegen, toU ausgezogen, die anf der anderen Seite 
befindlichen aber nur gestrichelt; die Projektionen Ton X sind 

mit (A\ {B\ (y), (X) bezeichnet Durchlaufen wir die drei Kurven in 
der Reihenfolge tlinop, eo erkennen wir: 

Eme avSifrM emes hfperhoUsdim FwubMdes hUdei emm ekmgm^ 
mermal da$ Unmdlikiie ämMtreäaukn Zvg^ wem d ^ mi gerfSBt 
m gweit je gteeitnäl durt^ dae ünendUt^ gt^ende Züge, wem d > o «stl 

Breslau, den 15. Januar 1901. 



AnUt 4ot MMlwntttik attd »frik. ÜLBaita. DI. 16 
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Das Additioüfitlieorem der elliptischen Funktionei 

geometrischer Form. 



Von P. EoKOTT in Sagan. 

Die biilierigeii Beweise dee Additioiuifheoreiiui gehen -% 
Düferentialgleiehiiiig 

dx dy 

aus und snchen durch analytische oder ^coniotrische Betrachtui 
Integral dietjier Gleichung auizuluidt-n. Die geuiuetrischeu Erört 




beziehen wsk amS die Jfteobieelie ÜBterenehnng Uber die Linie 
Tangenten mehiOTer Kreise^ oder sie faüm. auf der inuneiliin ni 
trischen und der unmittelbaren Amcbaanag weniger sni^faDglidi 
fischen Trigonometrie. Die voiliegende üntersnchnng eoU na 
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klingen Eiiiloitiing, welche die Punkte der Peripherie eines Kreise;^ durch 
das Argument innerhalb des luterralles A' und -j- 2 iK' darstellt, mit 
den einfachsten Mittehi der ebenen Trigonometrie ohne Differential- 
gleichung eine endliche Beziehung zwischen u und r, den Umkehrungs- 
funktionen obiger integrierten Differentiale, aufstellen, die Erleichterungen, 
welche dadurch entstehen, an den Jaco bischen Additionsformeln vor 
Augen führen und zum Schlufs den speüelieu Fall VerdoppeloDg 
des Argomentee eingehender behandeln. 

1* Vothmineikmgm. — In einem Ereiae mit dem liittelpmikte A 
nnd dem Radios h sei ein fester Radios AB geaeiclmet ond ein Stück 
AB = e abgetragen. Durch B sei eine beliebige Sehne gezogen, deren 
Absehnitte mit a ond a* bezeichnet werden sollen. Der sam Sehnen- 
abscknitte a gehörige Centriwinkel CAB beilse a, der zu o' gehörige 
fiberstumpfe Winkel CAB sei Die Dreieckswinkel ABO ond AGB 
sollen nnd y genannt werdoL Dieselben lassen sich wie alle sonst 
an der Figor ▼orkommenden Winkel dorch u ond «' ansdrfit^em. £s 
ist ^ CAC'^ AB - «'+ «, also 



(1) 

(2) ß 

(3) ^ACD 

(4) -^AC'B 

(5) ^acD 

(6) ^CAB' 

(7) -^CB'A 

(8) -^D'AC 

(9) ^DW 

(10) ^CBB 

(11) ^FAB 

(12) ^C'AB 



4B— ^ ?! _ 



8 



-JR- 
« 

.2Ä-(4ü-«')-«'-vii, 
.B-ilBP-.2Ä-?^±^, 



2. BwrsteUung der BreUcksgrofsm durch elliptische JMUmmmh» — 
Betrachten wir das Dreieck ABC^ so ist der Ilicheninhalt desselben 
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a 



l)t'rikt TTi;?" si<-h r' auf dor Pt-ripheric dos KreiBtiS verschoben, : 
veräuderiichy währeud b und c konstant bieibeo. Wir setzen j 



dami ist 

(13) y«»8n(Uy A) oder a = (Jb — c)mUf d. h. bnu = 

(14) F^i^^mminu oder «mdn« .-^L^,- 



a 

6-. 



Der kleinste Wert von a ist 6 — c, der grofete h -| c; der 
Bch wankt die Variable u awiiohen K und K + Nach d 

tfewiuidrlttii Kosinussatzü ist 8m = i- — ^ |/l — .. " D 

- 4fcc 2\/bc k 

- (6 - c)« " 
(15) cnu«= — »iny» 

Ebeiiflo ist coi-J- Vi — »I«> 

(IC) OM^ «=» i'^'**°dn(üV^ diiH—it'coiy ii&d dn(w+ir)' 

(17) »8T-»*dHS £2 I««T- 

Wegen ■= sn (iC + Mj kann man sckreiben 

(18) tg l ^ikmi(u-^ K) oder sn(w + -K) - - ^ tg-^ • 

Weiter i»t - -J-, folgUch 

.b'—c* , 
I — cBti dati 

(^^) (6-c).Bo -^J^ h:^' 

(20) ,_t ^, , 

(21) — . 
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Für die Torliegende üntenachmig ist es toh Widitigkeil, zn 
beobachten, in welcher Weiee sich die einzelnen GiOIsein indem» 
wenn der Punkt 0 dnrch eine konünuierliche Bewegung Aber D' in 
die Lage ytm C kommt Wir wollen C den Gegenpniürt Ton C nennen, 

JBC den GegenstrahL Es ist aa'=6^— c*, aUo 

da aber an (« H- ) jt— ist, so erkennt man, dab bei einem 

Über gange von C za C das Argument um iK' zunimmt. BerQcksichtigt 
man, da£s miu -i- iK') ^ und du (i* + iiC) «» ist, so ent- 
stehen folgende Gleichungen: 

(i3) F^-t— 

sm Y geht über m siny - + ]p — «nd wegen -^^ - - cn(« + K) 
ergiebt sidi 

(24) ^-cn(M + Ä:) oder siny-j^. 

Hin ^ 

cosy wiH cosy^ wcgcn jp^-- tn(tt+iC) ist 

(25) coay — ttn(t« + JT) oder ^'^'^^^j^ 



»cnti 



ina 



».wnd ilio 

(26) 



Beachtet man, dars ,— ,— « — , und berückaichtiirt (12), so 

erhält man 

(27) t«|-tgT *' 

was auch dadurch entsteht, dafs mau in tgy »=■ — »^^^ das Argument 
am iK' Termehrt; es wird nämlich 

dnn 

C28) tg y - 1*—- •= » ^- = ^ r) • 
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Hierdurch sind alle für das Folgende wiehtigen Grölsei 
elliptische Funktionen dargestellt Das Aignmenft « besteht au 
reellen Teile JT, welcher konstuit bleibt^ tmd einem variabkn im 
Teile ix, welcher bei einem YoUatimdigen Umlauf Ton 0 bitSif 

S« Dk geomdriat^ Beäemkmg de» AädUk/nsQiionm äer < 
^EüpHsiSim FwMom^ am Kreiae. — Wir nehmen an, anf der P( 
dea Kreises seien awei Punkte dnrch die Argumente K-^-ix nnd 
bestimmt; der Strahl Ton B ans nach jr+ ix heitse m, der 
strahl m'f die oben definierten Gentriwinkel |» nnd fi'; ahnlic 
die Gr51sen| welche zum Ponkte K + iy gehören, mit n» »' a 
beseichnet werden. Es entsteht nunmehr die BVage, wo de 
JT + i'« + iy liegt. Es soll bewiesen werden, dafii der Gentriw 
den der beweglidie Badius nach dem gesuchten Punkte iC+ 
mit dem festen Badius bildet, gefanden werden kann. Es ist ; 

sn(2Ä'+ tx + »y)- 
1 — k'sji\A ix)iin\K 4- ty) 

Andererseits ist 

/avi- I • \ cn(K4- ix 4- iy) 

Setat man für sa^K-^ix) den Wert ebenso f&r sn 
^ und berdckBichtigt ^4) und (17), so ergiebt sich: 

^ 2 _ b — c' »(/>' — c«) fr — c ' t(^* — C) 

Erweitert man den Bruch rechter Hand mit (h — e)* und sei 
seinen Weri^ so wird 



i(Jb — c) i (6* — c*)« — ■ 

Nun ist mh„^ 2F^ und nü^» femer 5* — = ik 
fin', also (&* — c^* — mti * in'm'; es entsteht sc 

Gleichung 

(29) tg f = ?(»--.^-+^. 

Dadurch kann M gefunden werden, weil alle Gidfimi auf der 
Seite durch m und n g^ben sind. Gleichung (29) drfiek 
dssselbe aus wie ta{u + v), ist also eine trigonometrische f 
Additionstheorems der Sinusamplitude. 
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In ähnlicher Weise wollen wir jetzt den aquTalenten Ausdraek 
des AdditioDstlieorams f&r die flbngen Fanktiomni anfrodieiL 
Es ist 

dn(Ä; + i:r + 2r+ ty) =. 
d B (JC + ix) dn (Jg + ty) — k* an {KJ-üt) hu (K -f i v) cn (g+»x)<a(Jr+«y) 

Hier diTidiere man ZShler und Nenner der rechten Seite dnreh 

sn (JC + ix) BR (K + iy). Nach (24) igt 

^^tli^Ä'ain^, ebenso ^^'y^^^k'ai^, 
SD (Ä -j- tx) 1 ' tn(A + ly) 8 ' 

ferner nach (15) 

cn (Ä" + ix) « — sin Y und cn + iy) — — sin ; 

desliali) wird dfi Zalüer der rechten Seite ^(sin- sin ^ + sin ^ sin 
Im Nenner ist nach (22) 

1 m'n' 

nnd nach (13) 8n(Ä'+ ix) sn(K -\- iy) => also geht die Gldchnng 

über in 

. .,„^.^., -i.(''-c)'(«n-..ny + .myim.-J 
dn ^ÄiC + ,x + Sni'-^iS 

Db enUlicli <iu(2K + ix + iy) - ^^x+tm+i^ ~ 
üty 10 «rtrtaht nntw Berfldteiclitignng T«ni (IS) 

(30) OOS 



i 6c 1 sin ^ Bin ^ -j- «ni^ «01—1 



als gleichwertig mit dem analytischen Ausdruck für dn(u-\-v). 
Weiter ist 

cn(2Jr+«arH-ty)- 

cn (g + ix) cn (JT + »» — »n (iT -f ta;) an (K iy) dn ( K + ix) dnjK + ty) 
— 1 — *• sn" (Ä" + ixj sn« (JC + »y)" 



£ine der ob^^ analoge Transformation fOhrt zu der Formel 

K 

8 



(31) sm -5- - 



(tt V u' v'x' 

COB ^ COB — -|- COS Y COB - \ 

welche gleichwertig mit m(u + v) ist 
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üm endlick den trigonometriiohttii Aosdrack fOr tn(M4 
finden, bemerke man, dab 

^ ' ' * 9J 1 — tD(iC+ ««)tai(Jir+ •y)dii(lC-l-»jr)dn< 

ißt. Hier uivKliuii man ZShler und Nenner durch tai(iL+iÄ)tn( 
und berücksichtigt, dafs wegen (19) 

dn(7r -f»\r) «p(y4- t > l dn ( g + ta) Uh^ 

dn (K + iy) 2 ,7.,, 



femer, dafs wegen (25) 

und wegen (16) dn {K + i-c) =• k' cob ^ , dn (Ä' -f ty) «= k' cos 

aladftnn folgt: 



tn(3JSr+t;r + f» 



ft ' • (6 + c) (co» I CO» I + CO» ^ cw ^) 



3f' 



Nun iei nach (26): - 1 coe ^ - tn (ir+ Jr+ ix + iy) nnd ü;'*- 
■lao 

(32) ccf (»f«)(S.t^.). ^. 

2 bc IcOB ^ 00«^ + COS^ 600 ^ j 

Et ist bemerkenswert^ dab wir diesen Ansdnick andi i 

allgemeinen Beziehung ig ^ ' 2 ^ ~ ^' ^'i'halten könnten. £ 

man nämlich (31) durch (32) und multipliziert mit (29), so 
man, dafs in der That M und M' durch jene Relation Terbond« 
wie schon (27) es rerlangt. 

4. Beweis dee AddHimuäieorems. — In einem Ponkfce B in 
eines Kreises mögen sich zwei Sehnen edmeiden, deren Ahsdmitt 
nnd II, «' keiften. F&llt man Tom Mittelpnokte anf die Sehl 
Senkrechten und h^, 90 ist, wenn man u fttr JET+ix, 
K + iy setit; 

, .6 4- c cn 14 dn tt , .b4>ecn«dav 

= — ^> K"*-^ — 5^, 

I. I 2. .& + cSBwcnvdn« -1- mvcniidn«» 

+ = » — 3 . 
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Ferner 



m 



„ -mn-(b~ c)'( j. 



Die link«' Seite dieser Gleichung uimint je nach Lage der heideu 

M 

Sehnen beUebige W«ite xwiechea — oo und + ^ >o» ^oum aIm tg-y 
gleichgeeetzt werden. Nach (18) giebt es aber immer ein Jf, für 

welches tg ^ = »7: sn(K -\- U) ist, wobei ü die Form K + ij? haben 
mofii. Also entaieht die Gleichuig: 



sn 



^ TO (JT -i- »a;) cn (iC + «y) dn (A' + ip) - f an (A^ -f i v) cn r g -|- tj;) da (g-j- >x) ^ 
" l — k' BD» ^Ä' -f- ix) au' (A" -J- ly^ 

üm ig ak Fnnktion Ton ix nnd «y zn betfeimmen, beachte man, 

dafs für y =^ 0 die rechte Seite in ^ i als" sn (2Ä'4- »a;) 

abergeht; ebenso fQr x 0 in an (2K + iy)] dafs ferner f Or x ^ 0 and 
|f » 0, ebenso wie für ix = — iy die rechte Seite Temehwindet; daraus 
erkennt man, dab %b = ix + iy sein mufs, und man erhlüt dnreh £in- 
fUhrimg Ton u wad v die bekannte Formel: 

Will man die Additionsformein für die übrigen Funktionen be- 
weisen, so bilde man die Ausdrücke (30), (31) und (32) und verfahre 
im übrigen genau so, wie es soeben mit der Funktion sn geschah; 
der Beweis, dals die rechte Seite der Gleichungen kleiner als £in8 ist, 
ist leicht, da das Maximam derselben offenbar dann eintritt, wenn 
» — 6 — c, m' — fr + ebenso » — 6 — c, n'»6-fcisi 

5« Beweis amderer Additimeforndn. — Wir werden in diesem Ab- 
lehnitte an «ini^ea Beispielen seigen, wie die Dantellimg am Kreise 
benntst werden lESon, um andere Additioosformeln, Kombinationen Ton 
den einÜMshen, Herleiten sn kSnnen. Die Beispiele sind entnommen dem 
System von 16 Gleichungen, das Jaoobi in den Ges. W. II, 325 anf- 
gestellt hat, nnd welches Ton Herrn Felix MUlIer in die II. Auflage 
der Enneperachen Yoikanngen S. 199 angenommen ist 
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m) Im Droieck BC'D' ifi: 

/ns\ o' »in BD'C j 



(34) 

Im Dreieck CBIJ' ist 



6 + c 



da — 

_ J 

CO 8 _ 

2 



(86) 



ff 8in CD'B 
fc + c " »in D'CÄ 

^ 00»y 



oder 



Hnhncidcii sicli nun 2 S^^lmon, deren Abschnitte tu und w 
nnd n' und deren Centxiwiukel ^ und fi', resp. v und p' sii 
so ist: 

IM » 9 t MI» t t 



■ i 



SS SS 

ti f , MI» u' 

(6+^» ^» s s + (m:^» s 

Zieht man wa£ beiden Seiten (co8| cos ^ + cos ^ cos 

80 entsteht nach Division mit **** eine Gleichung, d 

Berücksichtigung von (30) und (Sl) fibergeht in: 

(36) _i^«„^«»_, 

WO M den Centriwinkel zum Punkte K. -f «»''^ + und 3f' < 
Gegenpunkte bedeutet Beachtet man (13), (lU) und (24), so 

-* dn(X+ ia;)dn(£^+ 
oder, wenn man A' + » », JiC + *y ^ setzt: 

(37) dn(« + v) + ii^'ai nen« cn(i» + e) » dn« dnv. 
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b) im Dreieck DCB ist -r—— = -^ö^^ odöi' 



(88) 



cos 



Sin ' - 
8 



Im Dreieck C'BI) ist . * ^ $^-2 « odar 

O — C Uli ü 



(39) 



Aof IM imd n angewendet ergiebt dies: 



UV Ii' V* 

cos cos - , , CO» -r tos - 

mn 3 2 m n 2 2 



folglich 

mn . u' . 9' tn'n . u . v it v , it' v' 

{jb^* Sin - Sin y + -^^j:^, sm - sin ^ = cos ^ cos - -f cos cos - • 

Eine der obigen enteprechende Transformation flüirt su der Formel 

(41) cn(ii + v) + m ii dn(tt + 1») — cn «on«. 

r) Etwas umständlicher gestaltot sieh die Kechnun^ bei dem dritten 
Beispiel. £a ist 2 (»»'»' — wn) — (m + wt')(t4' — n) + (n 4- »')^^»t' — 1»), 
also 



- ' — oder = nn 

2b 2 

Demnach wird 



Im Dreieck AFC ist coe-äCP--7^ oder ".7:--rin ^ 

2 o 2 o 2 

Im Dreieck .A^P ist co8<l.BP oder ^ ~^ » aia « 

mC »C m 



, — — B gin _ am — r — 4- gm ■_ wn — 

»u^am^coB jCOflY— 2 a a 



236 P* Kokott: 

Addiert und subtrahkrt man reehto sia^ sm-|co>|^co8 ^ , so 

mau uach eiuer leichteu Lmi'uruiung 

cot ^ cos 7 sm ^ tin ^ 
(42) 1 

CO.J,- «1-5- 

Kun ut nach (16) und (15) 

Iii. •'Ij .».I; . V .k 

G08^-» j^anii, ooB^ «- j^dni^, sin i^-.cn«, nn^^tj^ 

folglich ergiebt sich 

(4d) dnftdn«dn(u + tr) — jb'cnticn9cn(« + t>) — ibT 

d) Als liLics Bcispitil soll die Formel 

diiMdnocn(tt + o) + f (niMBn«"-enficDvd]i(M+ v) 

behandelt werden. 

Verwandelt man in (42) fi in fi' und v in v, io geht 
in K+ix + iy+2iK' tiber, d.h. JT wird 412 + Jf, 1 

4i2 -f -M^'» geht aiöo über in — cob '^'^j sin-^ in — 

die Gleichung heilat abo: 

' » » » 

II V . a . V 

cos ^ cos ~ «in Y 81D ~ 

(44) ^ TÄ'^ ^' 

CM- Mn-p 

oder 

u u' r u r u. » 

OOS ~ cm ^ cos --- cos — cos ^ cos — ocm cos — 

Nun ist tg| . tg'J - - Ä-, ebenao tg ^ tg^ = ~ Ä-, folgjdch kai 

geschrieben werden 

U V 

001 ^ cos - 
2 2 



■» ; «in 2 




cos ^ COB ^ 

2 2 


ik«CO.^ 




. M' 
.m— 


00» Y cot 


2 


Mll 




2 





2 



Nach (38) igt — ^"•^/gfH^» multipliziert man no« 

•i» "in -s- 
2 2 

— h**f so flieM ans den eehon mehrfiach benntaten Formeln 
(46) Gn«cn9dn(tt + i;) — dnttdnt7cn(ti + o)«jb''fln«8nir. 
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6) Ans den angoHUurten Beupielen bmn man leicht erkennen, 
welchen Weg man einaoblagen mnfii, um Additioneforrndn ähnlicher 
Art SU erhaiian. Uan hat nur nötig, durch ein&ehe Beehmuigs- 
operationem Auadrfi<^ Yon der Form der Oleichmigoi (29), (30), (81) 
und (33) hemiskelkn imd tob da ans zu den eUiptieehen Funktionen 
fibersugeheo. Für die ührigen oben enribntem 16 Jaeobiechen 
Gleichungen wird es -wohl genflgen, die in Besng auf den Kreis um- 
gewandelten Formefai unmittelbar unier die Gleichungen in elliptiscfaen 
Funktionen su echreiben. Es sott dies für sechs der Formdn ge- 
ichehen; die übrigen sechs ergeben sich durch Yertanschung Ton u 
mit fr, d.h. von fi mit v besw. ^' mit v*t 

(47) cn t> cü (a + t;) + SU t> dn 14 sn (m + ») = cn u, 

COä —- Hin — 

(48) — cn M 8ii(tt4-«;) an u du t; cii(m -f = -- an ü du m, 

—-^——ir 

S i 

(49) du u cn V ca(M + «) -f-i'^sn t? sn(a + v) = cu u dn v dn(M + v), 

^ ain cos ^ C08 — 
t % 2 2 

^ M' 



im— cos-s- 



(50) dn»dn(M-f v) + Ä^8iiüsnu8n(w-}-v) = duu, 



1 — 8 



(51) dnti8n(«-f t;)—8nucuvdu(tt4-t;) — cuttanv, 



9 . M V M . V . V 

— am — CO» — coa „ im — «in — - 
S 2 2 2 2 2 



f VW» j a t 



(52) 8nt;cn(M4:t^)'- cuvdiittda(tt + f)»--suttdn(u + <0» 



9 pi . u . V 
COt<=-CM-^ Bin -—Sin 



- *'*cos £ oos^eosj cosl . 
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P. Kokott: 



S(-lion eine flüchtige Betrachtung der Formeln zeigt eine 
Symmotno im Aufbau, als die entsprechenden Gleichungen in elli| 
Punktionen sie besitzen. Auch tritt ihre innere Verwaii 
schärfer hervor, wie z. B. der Anblick von (4>^) und (49) 
Set/1 ii;;in nünilieh in (ÖO) ^' statt /u, d. h. verändert man da 
meut iL -f- ix um iK', so ist klar, dafs M in 3/' übergeht. 
aUo (48) die unmittelbare Folge von (;>0), ebenso (4s) die ii 
l)are Folge von (47), was aus der Jacobischen Form durchai 
ohne weit^^res hervorgeht. Indessen soll nicht näher auf di( 
suchong der Verwandtschaft aa dieser ätelie eingegaogea werd 

^ Die Teräoj^pdmg des Jfgmneniet, — Die Ntltslichkeit 
Bcbriebeneii KnisdantoUniig zeigt sich dentiich in der mmmeh 
handebden Tmufonnation 

dy ^ _ 2 dx 



Aas (47) und (4öj folgt 

UV u' v' 

, cos „ CO« -- — COB ^7- COB — 

. M . V . V 2 2 2 2 

tu — — B ur — • UP — — . - 

•in I »in y + Bin ~ «in 5^ 
Weil aber nach (27) tg y • " ' Hi^» eigiebt sie 

. u . »' . y . ä' 

(03) tg — -, ; • 

>/ ^2 a V UV 

COB ~ CO» — — COB - COB - 

SS SS 

Setrt ouui hier (t^v, alio |i' — y', so erhalt mwi: 



. M 



Sne^ain^- 



COB* - — COB' ^ 

s s 



Wir wollen, da der Unterschied zwischen fi und v wegfi 
gemeineohafilichen Buchetaben « einsetzen und A für M » 
dann wird 

. S nn — nn — sin — 

A 2 2 8 



tgf — 



«os*-s — cos'-s- shi*-?- 
S 2 2 

1« 
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Vergleifihi man diesen Anadruck mit der Fomel 

^ A * 4 

SO erkennt man, dab 

gm . — 
8 

ift Der Sinn dieser Formel ist^ da& dem Centriwiiikel a, welcher dem 
Paukte K-^ix angehdri, ein Centriwinkel Ä des Punktes K-{-2ix 
enispiichl^ welcher durch (54) definiert isL Die Transformation, welche 
sor Yerdoppelnng des Tariahlen Teiles des Argnmentes ftthzt, kann 
ibo an%eiklst werden als eine Abbildung zweier im (Ifarigen kon- 
gruenter Sjeise anf einander nach dem Gesetse (54). Der Inhalt der 
Formel ersehöpft völlig die Eigenschaften dieser Transformation. 

üm diese Behauptung zu begründen, beachte man sonSehst, dab 



A -| A-^^ 



tg j — I / ist. Nun ist einerseits nach (15) und (24) 



"TiT " i dB (Ä + ix) » 

"^t irsiicc+««) 



indereiseiti nach (16) 



1 /1 — dn(2A'4- 2tg) a. an (JT -f ix) cp(ir -j- ix) 
Für A + to; — « entsteht die bekannte l'ormel 



(55) 



— dnSu . sn wcnu 

= k 



dnS« da« 



In (53) wollen wir Tom Punkte K. •\- iy zum Qegenpunkte 
K-\- iy -\- iK' übergehen; dann haben wir v' statt Vy v statt v' 

xa setzen. £& geht dann M fiber in M'^ und wir erhalten die Formel 



(66) tg^ 



. Ii. . , 

CtW ^ COB — + COi ^ CO! 

SS' S 8 
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Lassen wir jetzt den Unterschied zwischen ^ und v ftilea. 00 
wieder a imd A ein, so entsteht 

, A' «»•t-"° 2 

*8 ^ a' 

«COt-co> 2 



^ , 2 cos Y C08 — 



oder 

%(90«- 

t 

Aua dem Ver^eich mit der Formel 



OOa*- 00t" — 



««(90°- 4)- \ ^ 



bei gleichzeitigem Zeichenwecliael folgt dßber 
(57) <«(t-4ö») ; 



Dif^se Gleichung enthält ebeulalls das Torhin erwähnte AI 
prinzip. Nun ist 

,^,_45*)-- I =1/ V 

N«cb(25)i.ico.^--->,^^^undmicha^ > 
ferner liefert (24) ^7 ^ cn (2 iC + 2«a;); folglich ist, 



am — - 



-1 / - cn(2ii: -{- 2t j) — 1 ^ f Cit(Jg-f ix) 

V — cii(«Ä+ St«) 4* 1 »«)d>i $») 

oder^ indem man u Six K-\- ix einfährt^ 



— cn _ mi» du « 

Wir gehen jetzt zum Beweise der Formel 



t/ I - wm _ 1 cn{(g4-»)dnj(g+ u) 
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Uber. Zu dieeem Zwecke bilden wir gemäfii (38) 



WO Ji den m + 2td? gehdrigen Strahl bedeutet Das Yerhiltnii der 
lecbten Seite iet sofort aus (30) und (31) unter Gkiehseinmg Ton 
^ und V m bestimmen. Wir erhalten 



worans folgt 



am* „ 4- am" — 



cosfL 



A — (6 — c) CO»« 4- OOS«' a' 4- « «' — a 

Nach (1) andererseits ist sin y =" — co* — 2~ Figur lehrt^ 

F' 

KlHiiaa folgt aus (llj die Beziehung co8PJ.^ = — cos — , 
80 d&ä 

I o — a « -4- a "a 
COS ' • OOS = — ^ * 

Wir erhalten also 



Kaeh (19) ist 

folglicli 

4- c cn (JT 4- tx) <lri {K >jB) _yr|r- -1 / l — an (ig -f 2i .r) 
J» 8n(iC-|-*«) — 1'^*'*^ K 1 + Bn(JE'+ 2ix) 

Setzt man noch K -V 2ix ^ und beachtet r-^i^ = A', so entsteht 

0 € ' • 



(59) n;--^-r 



Zum Schluis wollen wir noch die Herrn itesche Formel 

i ^ (1 H- ") + da <*) 

(60) 

8 

udnqprfk. ntaeOMuHL 17 
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▼erifinenn. Denkt man lich 2Jl + 2t« nnfteEr % so hmUt die 

ia* {K + •'«) " cii « (Jr -f 2 ij) 

Setst miii dafUr die achoii oft bennteten Qidlien ein, so erhi 

(L- if 0 - ■i"T)(' + °°'v)*' 

sin Y COB y tg« y 

Wegen — *° tg ^ • tg - bum man leteen 

«ri.'(-|'-4v)co.-^ttg4: tg(^,--»') 

l o ^ ~ TT 27"^ ~ . ^ 

Wir erhaLten demnach ale trigonomethflches ÄqniTslent von 



(61) " / 




Es läfst sich nun ohne Mühe diese Oleichiing auch aus uiise] 
bildongsformeln herleiten. £s ist nimlich aneh (54) nnd (57) 



A . a a 

~ cos - 
8 2 



Ig ' «ÜO — C08 — 



A. . a' «' ' 

co.- 



woraus 

1*^ CO..:! 



da«|' 



Hit Benntrang Ton (38) eigiebt sieb unmittelbar (61) und dan 
die Hermitesefae FormsL 

öagan, deu 21. Jimi iiiUl. 



/ 
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TnmflformAtton eontinuB danB le triaDgle; 



Par M. £. Lemoine a Paris. ^) 



Je coBflid^ im t^or^niA g&ai6al qnelooiiqiia T qni i'aipliqne an 
iriangle; fl s'aiiliqattft sa triaDgle ABC Fig. (1) qiii » mm aometi A 
an deania da SC et anaai bien an tiiaiigle A^BC qni a aon aomet 
an desaona; aeolement 
fint ramarqner que, 
■i je aopose qne A eefc 
Vintenection am BA^ 
droite fizey d\uie dxoite 
AB mobile antoor de B 
qßif d'aboid eoncbfe aar 
BC, towcn» daoa le aena 
ABC, devient paralUe 
ik CA, puis depaaae cMe 
poniion pour doner le 
trianc^ A^BC dont le 
aomet paaae an dea- 
Bona de BC, fl 6.nj; le- 
marquer, dis-je, qne le 
t&idime T aniTi dana 
cootinnib^ peat 
piendre^ lonqne A eat 
an deaaona de BC^ una 
antra fimne qne la pze- 
nne forme 
BOOTMe qni done ainai 
eome nn antre t^ortme 
r« g^niM, ae t^kki^ 
tut done i tom ka 
triaoglea. Je dia alora 

qae la ttotoie 1« eat le inuufifrmi eonÜm m A da tfoiteie T. 
Aya natnrUement anasi les iransformalMiis emtimiies et 7, 

1) Dans Ic memoire ob! emploj^e Tortografie Bimplifi^ de la Soc. filoLogiqa« 
fran^aiwe adopt«^ par Taateur. 

17* 




Hi^ 1. 
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E, LKitounit: 



6X1 B ei en (7. Nona alons fixer les iiUee per im exemple 
8itii|»le. 

Je snpoee qne daais le t^orteue T il a*agiaM da cerde mscr 
ftriaiigle ABCf eupoeons aiusi qne le point A ae meat eor CA 
le WKU indiqn^ pr^o^denoneiit; daiis les divexB triingles qui ee c 
deronty lee oercles imerUs eeroat au deeeiu de BC et amont 
oentree eor la bissectrioe de Tangle fixe BCA jiuqQ*^ oe qne la c 
mobile Tienne en Bu paral^e a le oerale uucrit devieadia 

pontion le cetde riia^ an deeeoi de BC et tangent anx 
paral^ Ba^ CA et & BC. Si le mouTement eontume ei qne 
consid^ le triangle A^BC dont le eomet A^ est an deatone de 
il eat viaible qne le cerde qni 4tait tont i Phenie le cerde inaci 
trianf^e ABO aera deTenn le eeide ez^inacrit dana Tang^ BA^ 
triangle A^BC. Gome il eat poaaible qne dana J il ne a^agia» 
d'nn cerde ex-inacrit, il eat oertain qne dana ce caa la propoeiti 
■e aera tranaform^ en nne propoeition U aplicable an triangle A 
par anite Ik tona lea trianglea^ et difilrente de T. 

Szaminona maintenant lee changemmta ^pronT^ par lea dei 
tiona dea Omenta dn triangle daaa la kw^gfomialtkm eonttmie 

Si nona paroonrona d*une ia^n eontinne les triaaglea ABC 
le aeoa ABC et par eonaeqnent lea trianglea A^BC dana le 
A^BCf nona Tojona qne BC n'a paa chang^ de eigne, donc da 
iransfornuUkm eonUmie ett A a reate a, maia CA en derenant 
a chang^ de aigne^ de mtaie AB en doTeoant AiB\ donc dana la 
fomation eonithue en il b et c aont devenna — & et » ei C 
pr^c^ anfit certainement ponr d^rminer dana le triangle lee 
tiona de tona lea demente par tranafoniation eontinne en Af pt 
lee fl^menta aont fonctiona de a, b, mala il eat ntile ponr la < 
d'^ndier directement anr la fignie les Tariationa dea prineipam 
menta, nona allona le fidre d*abord directement ponr lea anglea el 
la aurfiice^ nona en d^nirona &cilement lea tranaformationa dea i 
diämenta. 

La valenr de l'angle CAB eat don^ par la rotation anto 
de la droite AC dana le aena ACB jusqu'ä ce qn*Me coincide 
AB dana la figure (1), c*est le aena dea aignillea d*nne m 
la valeur de l'angle CA^B eat don^ par la rotation antoi 
^ de la droite A^C dana le aena A^CB jusqu'i ce qn*Me co 
arec A^JJ^ o^eat le aena inrerae dn pr6eMent; donc, par transfom 
wnHnm A, A deTient — A, On Toit imMatement qne . 
tnangle ABC devient 180 — £ dn triangle A^BC et par anite qne 
la tramformaHon eoM^mua A^B devient 180 —B^C devient 18( 
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Lm BeoB ABC ei A^BC aont des sigiiBs eontndnSy donc 8 se 
Izuufoime fln — 8. 

On Temit qne p, (p — a), (p — h), p — e)ae tFBuforment x^apoo- 
ÜTemcDt mk ^(p^a), - p, ip ~ c), {p — 6). Sans enixer dans de plus 
longB d^taäfli noiui alons r^Bomer en im tableaa les tramfonnatioiui 
enjl, enBeteaCdee prineip«iz demente du triangle. Nom j 
wpklmm B le rajon du owele cureonaerit; r, r«, r« les rayona des 
quatre cerdea tritangeuts; ha, h, K troia hanteun; h, h, h lea 
loogneara des troia biasecbricea iniftieiuea et lä^ K, l'c ci^ dai troia 
bisaectrieea ezt^iecurea^ e> l'angle de Brooard, Ö, öa^ di^ de lea longaema 
412 + f> 4J{ — f«, 4B — 4B — r«; x, y, e lea cooidonäea nonnalea 
triliB^airea coturantes d*im point Tariable; ß, y lea eoordon^ bari' 
coitriques; X, T dea eoord<m^ cart^toea rectaugulairea ou obliquea. 



EMmeats 


Tnmtfonii^» en A 


TraDsfoimäs en B 


T^naform^ en C 


a,b,c 


a, —b, —c 




— a, —b, c 


Ä, B, C, CD 


—A,n—B,x — C,—G} 




7t—A,x—Bi—C,—(o 


(P-C) 


-(p-o),-P,(p-c), 
(p-h) 


(p-a) 


(p— a), 




-8,-B 


-S, ~R 


-5, -B 




Vof ff f 


Tb, — Te, r, — Ta 


— »'6, — »■«, 




— 9m, — d, — dtf—ib 


— d», — d«, — d, — d« 


— d«, — d», — d^ — d 








/«, hj Ic 










— h, — —'le 


~* ^♦j *** ^» 


— — i»l 




y, z 


















-X, r 





KrtoiphiS. — D peut ariver aussi que la frdiisfnr^idtion cmtinue 
reproduise sans changements le teoreme oii la lurmule u. Lea trois 
medianes (Tun triangle sc cmpent en un mcme point, = r rarere, 
a =^ 6 coa C + c cos B soiit trois teoremes ou ibnnuleB dauä ce cas. 
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Le tfoxteie fliuTaiift: La mm de» ptrpmdiadaim Mi» 
emin 0 du eerde eweemerÜ mr les Ms eoüs «Timi irim^ AI 
igtde d 1» Bome du royon du eertk mserü et du eerefe ekeamerU, 
tndoit par la foimole 

deTMoi, inmsfcmd en A: La 9om de$ parpmdieidairea äbaki 
caUre 0 da eerele dreonsarU mr Ub dem eM AS, AC, dimim^ 
perpeadieaUHn äbaiaaA mt BC igtdie la dxfSimx tndm le raj 
cerde ex-üuerii hm et Je roffm da eerde eawaaent, tfioxteie qni 
diut par la fovmide 

— jB + Sr-fir — r« — iZL 

Les tranrfomiaitom contmues m B ci m C donent par ce meme t 

+ « — ra — ü, x-i-ff-s^ft — Jt, 

üotL Ton d^uit 

X — j , eto. 

La formale — nr« + r^r« + fmn tranaformk en A, dum 

(p — a)* — nn» — rr» — rr,. 

La fommle ^.F. ^ ^ Iratuforouie en A, done 



La formulft J 2^(6 — c)' = — 3rd transformee en don 

i[(6-c/-|-(6 + a)> + (c + a)*J-(p--a)« + 3rad^ 

Je sapoae qii*eii reoherohaiit la Talenr dca rajons des kuit 
tang^ts aax troia cerdes ^(a), •^(^)» ^(^)') troiiT^ p 

layon« du couple des oerdM Im tonchaiit tons iroia ext£rieiizei 
toas troia iot^eiireiiiQiit 

, 2p(r B 4 f ~ p) __ 8j>(f ^ 4- r + f) 

^ rrv— ' * sqpTS 

La tramfarmation continue en A operee snr et stir (>" 
imediatpement lee rajons Qat (fa du couple des cercles tangei 
troia oercles don^, le premier oerde de ce couple, tangent ä Te: 
au cercle A{a) et ä rint^rienr des deus autres, le second tai 
rinterieur du cercle Ä{a) et a l'exterieur des deus antres 
, i(p-a){2R-r^-{p-a)] „ ^ g, i - + ( 

1} ^(o) dtfiigmuit le eerele de oentre A et du lajon a, eto. 
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Llperbole qui a ponr fojen £ ei 0 et dont la diüSrence des 
xayons vecienn eet 6 — pMse en ^; en oooidoniee noimalee ^ » 
ponr ^oatiott 



p(p — a)(hp — egy — he(iif — g) + H- ax(b — c)] — 0; 



si on fait !a [r/msfomiatum en A c^te equation se reproduit; si l'on 
fait la fruiusfonHülum en B, la diference des rayons Tecteurs deYient 
leur some 6 -f c et l'on obtient 

(j> - - c) (6y -#) -f c«j + ««(6 + c)] - 0 

Equation de TAipie qni a ponr fojen ^ et (7 et paeie en 

Ia iMM^bmoHon eomtkniug d'niio oonstnietirai gfomftrogmfiqiie 
d'nn probl^e^ conduit anin la oonBtroction gtem^trograiiqae da 
probtoe qni rArolte de la inmrfümaihn etmÜtme da pramier; ainii 

le point de Nagel N a ponr coordouees normales ^ ~ — ^ 

, flon iransfomi emlMm en i< ert: — ^ , ^ ~ ^ , ^ ~ ^ • Toici 

(l abord la oon«tniction gpomf't iografiquc de ele se dediiit de ce 
t^oreme: .Si jmr N je mi-nc des paraüics aus bisscctrices inUrieures du 
ABC, la paraUle ä la hissedrirp de A coiipani CA eti B", AB cn C", la 
paralelc ä la Inssedrire de B coupant AB m C", BC m. A \ la jmralHe ä la 
hisRedrke de C coupant BC en A", CA en B\ on aura, en grandour 
et m signe, BC, CA, AB e'tant directions positivem sur coU's 
parcoimis dans le sens ABC A B" = AC = c — b'^ BC" = BA' «» a — c; 
CA" ^CB' ^h-a (fig. 2). Je trace A{a) qni place C" et B" 
(3Ci + C,). Je txace B(BC")(2C, + Q qni place A'. Je trace 
C{CB')(2C, + Cj) qui place A". Je trace C"A\ A"B' (4 7?^ -f 212,) 
qui se coupent en iV — op.: {AR^-\- 2iJ^ + 70, + SQ), simplicit^: 16f 
exactitude: 11; 2 droites, 3 cerclea. 

Faisone la transforniation cnntinue en A du teorome precedent. 

Le poinfe N deTieut le point ^« dont les coordou^ nomudes soni 



8i par Nm je mene ime paraXäe ä la imednee mtMmre dt A 
eompant CA m % AB m Ca (on Terra plus loin qne ^ et coin- 
cident respectiTement avec et C^, ime paraläe ä la Insseäriet 
taiSnemt de B cmtpami AB m Cä, BC m A^ une paniHe ä la 
Insteän» exlMmare dt C eonpaiU BC m CA m BL, (m aura, en 
gnmdatr d m sigfie AB^^^ACm^-e-^h, BC» ^ BX ^ a e, 
CAU * CBi ^ — h — a, J*ai dit ea grandenr et m tigne, Beolement 
U firat rematqaer qne dana la inmsformaUon eomÜmat en ^ le eene 



P 



p-b 



e 
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B. loHom: 



ABC, vo\r fip;. (1), est devenu le Bens contraire de ce qu'il etai 
mitiveniont, pjir oonsequent (|ue sur la figiire f2^, pour c^^te tra 
mation, 1p poiis positif de JW restant ceiui de ( „-l, et celui d 
■ont ilevemis le aens negatif du teorenie primitif. Cela penr 
voir alors que 6« coincide aveo C' et avec B". Je trace Äic 
coupe Aß en C;' et AC en jB. (3Ci+ C,); je trace BiJSCa 




ooupe en i«; (2Ci + ^(CJB;) qui oaupe BC en A 
eufin je trace CHA^ B^Ai'(4jRi + 21^) qui ee coupent en Na, t 
come j'tti obtom N et sree le meme simbole. 

Si Von TOuUdt obtenir ^ et au Uen d'obtenir Piin ou 1 
il est &cile de Toir qu'on pounit oondnire ]a ooutnictioiL de fi 
n'aToir que 24 pour co^ficient de flmipUcit& 

La parahük inscrite qm tauche la droüe ° « — 0 tc 

wmme au cerde inscrit et ä VeUpm imorüe de Skmer^ pambol 
VSgitaihn est 2:yax{Sa — 2p) ^0, a 9(m fojfor mr le eerde drc 

etcefoyer a pour coordonees j—^, 86^' ib^ip ' ^ 
formtUhn amtinue en A done: La parabole tfuerüfe gm itm 
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dmte + - ^ 0 kmffente emmme au cerde es-nwarU 0« 

et ä Velipse inscrite de Steiner a pour cquatwn 

y - a»(^a + 6 + e) + V^y(2& + a - c) + ye8{2c + a - () - 0 

et poMi" /byer |»m^ ccrcfe arctmscrt^ dont ks coordmtes sont: 

~ 2a 4- 6 -}- 26 -f a — c' Sc + o 6* 

Paril, k IT'aeptembi« 1901. 

Mdmoires ä conaalter: Association Frani^aiBc pour ravancement des scieace« 
Congr^s de Marseille 1891. — Etüde sur une uou?elle transformatiou. Mathesis 1892. 
^ Une rt^e d*aiialogie. NouTellM Aanalei^ jaimcr 189S. 



TrauBformatioii continne duui le tMraMre; 

Pur M. £. liEMOiNB k PaiiB. 

Notatims. Je designe par A, B, C, D les öouieta d mi tetraedre. 
1^ Les faces ABC, BCJ), CDA, LAB seront F^, F^, F^, F^ 
2*. Les angles plans des faa's: 

BDG, CDA, ABD seront Z>., D^, D«, 

CAB, BÄB, DÄC yt A^y A^, A^, 

ABC, ABB, BBC „ B^, B„ B,, 

BCA, BCD, DCA „ C^, C,. 

3^ Les longueun des aräea BC, CA, AB, DA, DB, DG eeront 
a, h, e, a>', V, c\ 

4*. L» diddlres qui ont pour arttet a, "b, e, a', h', c' seront 

A ^ A A A S 

Ofb, a'y h\ c\ 

5". /y.'j ancjlcs que fait um aretf avrr les dats faces qui ne la con- 
tienent pas seront designes chacun jnir la lötre qui desifiriie Tarete, 
fiuivie de la ietre i^ui designe la face considereej il y auia düuc les 
12 augles 

aj;, a^;, a'F^, a F,, 

bF„ hF„ b'F„ b'F„ 

^ /\ y\ y\ 
cF,, cF,, cF^, cF\. 
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S. Lwem; 



6*. Les hauUmn Beront k^, h^, A^, Tiadioe d^ngnant U 
d'oü Um parteat 

7*. Les raifonB d les cetUm dß la tfhtt maarUe tt dm sßrt 
serUes de pr emüre etpke aeront r, r^, r^, r^, r^; o, o^, o^, 0^, 

Les roffom H les üeidns des sßres ex-inserües de seeemk 
(m inseriies dans les emUdes) Beront r«, r!,, rc, o'a, ol, 

8®. Le vclume du tetraedr€f le rojfon de la sßre circonscriU 
centre seront F, JR, 0. 

90. Les aoglei de JJÄ et BC, de I)ß et CA, de DC 
Beront a, ß, y. 

Les hngueurs des droites qui joignent les miUats de DA 
de DB et CA, de BC et AB seront m, ». 

Je faifl toumer le plan BCD autour de BC come 4sh) 
pour fixer les idees je aapoaeni que J) est d'abord au (le5;sus < 
horuontal ABC et qae le monTement de BCD a'^ecliie 1 
mTerse de celui des aiguilleB d'une montre. Tant que D res 
deBBDi de ABC, j'aurai ce qae j'ap^e le premier äai de la 
spr^s avoir pass^ par Tinfini bot AD an moment da panl^ 
AD et du plan mobile, lorsqne ce plan continuera Bon monven 
paBaera au dessooB de ABC en D^ et j*anrai le aeeottd äat de Ii 
qai Gorespondra 4 oe que nouB apelona la tnmsf<mmiltkm eon^NMi 
On Toit de saite que si Ton examine ce qae deriicnent dana le 
^tat certaines proprietes du prämier, ^lea poanmt, relatiTeni 
t^tra^dre ABCD^ considere comme t^tra^dre qnekonqaa, oontc 
A^entfl de oe t^tra^dre qoi ne figoiaient point dans la pi 
^nonc^ pour le premier ^t^ par exemple one proprio da ; 
Aat oü figarait la sfere inacrite i ABCD ae transformera 
proprieie oü figurera la sihin eX'inaerite o^, ä ABCD^. C'est 
gdn^rale de« changementB qn'^proaTent, dana le paasage du 
^tat de la figure an aecond, lea ^l^enta et 1^ propri^fcft da ti 
qni oonatitae 2a inmsfcrmaHm conünm etaD, il y a natoittemei 
lea tranafoimatiMia eontinuea en ii, en J9 et en (X En gaidai 
le Beoond ^tat de la figure lea ecniTentionB de eigne &itea poor 
ments da premier ^tat, on Toit qne^ dana le aecond ^ta^ fhh^ 
a, b, e et que o'i h'f e' deviteent — o', — b', — c'» Conune le 
d*un t^traMre et da t^bra^dre dont fl aerait le aymArique est cc 
ment ddtennin^ par lea aix ardtes a, b, e, a\ b% e* qnand on a 
leara poeitiona reBpeetiTea, on Toit qae le diangemeni de 6, 
en Oy b^ Cf — a% ~ b', ~ c' oonatitae au fand tonte la tnmsfo 
ootnUtMe en D, il reste k en d^reloper lea eona^neneea. 
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F^^, F^, F^, F^ derihieiit F^^ — F^, —F^, — F«; en Afot U tniuh 
fornnation op^rde Ifliise ABC aaiis ehangem«]!!^ nuds dam le» triasi^ei 
BCDf ÄDC, ABB on fidt TespectiTenicoi Im tnmsfoniiAtioiui tt, h*f e' 
en. — h'f c'\ \ c'f c\ — a'; a', h% en — — ft', 

e*e«t-i^dire qu'on op^ mir chacim d'enz la <rafu/bfma^ om^HNie da 
triaogle ^di^ dans la Bote p. 243 relaiiTe au triangle; 

La mime lemarqne doue la taufimiiatioii de tona lea dLftnenta 
qni ne d^pendent que dea A^menta d*mie Iboe, ainai 

All «A» » * * — 

La contiiiuite montra que h^, h^, k^, deTiäoeut — h^, h^, h^, 

Lea fbrmiileB V^^h^- F^=^^h^F^ ete. montrent alora qne V derieat 

— V. B devient — i?, car lee rayong men^s par 0 perpendiouiairement 
ä ABC sollt evidement de sens contraire dans les deus etats de la 

AAA AAA A 

iigara. On voit directement qne a, h, e, a\ b', e devitoent x^tt, 

A A A A A 

x — h, x^c, a, h'j c. 7, «fi ft ne chaagent pas, ce qtii pent ae 
dMoire de la fomale de Obaalea 6F— { * a * a' * ein«. 

II nous reste a exaniiner ce que devit-nent r, r^, r^, r^, r«, r^, rc'. 

EtabÜBbüiiS Oll ropelons d'abord deus propositions uecessaires. 

I. On fait que b il y a une sfere iuscritr dans an conible, c'est que 
la some des deus faoes (fui n'ont png Tait-te de ce comble pour cote est 
plus grande que la some des deus autres. 

IT. Soit un triangle ABC iig. (1). M point de son plan, point 
dont les di8taTic4?s a BC, CAf AB eont respectivement x, y, e. Soit 
DM peipendiculaire an plan ABC men^e par M. Je dis qa'il j 
aoxa tonjonia nn point J sur DM a, partir dnqnel si Ton prend im 
point D tel que MD"^ M^, la aome de deus des thangles DCB, 
DCA, DAB sera ploa giande que la some du troisi^me triangle et 
de ABC. £n efet, posons MD = t. Les raports des surfacea dea 
troia triangles DCB, DCAf DAB sont ^videment les mömea qne 
lea raporta de 

•y^'- »v^' 

qni tendent inddfinimeni Ten a, c quand t oroit ind^finiment 8i 
Bona anpoaoBa qne a aoit le plus graad dea cot^i de ABC ü avffiza 
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de d^montrer qn' k partir d'one oertaine yalear oa ponr 
les Talenn d« I ploi gnndfls qne (|: 



Ge qui ert Evident puisqne les dem membres de l'in^eliy d^ 
ooiistuDeiit qnind i croit et qn'on a & la limite^ ponr oo, 5 - 
Lei dem ib^rtniei piMdents montareiit qne je pens ad 
en opdrant la inm^ormaiim eonÜimß en D, qne le tftniMte 
qae, arBtit le paaeige k Vbaßm de D, lee fcroii sfbee meerit« 
lea comblei^ le aont certaixieiiieiit dane lea comblea SCf CA, A 
a donc dana notre ipoi^: 

*I^F, + F. + F^-F^ »^-F. + F.-F^-F,, 

Lea cinq premi^s formules eont eyideinent generales, mai 
pouvons dire que les 3 demieres le sont anaai, c'eat-ä-dire o 
independameni de notre precedente ipotese sur la position 
Oft, o'c dans lea oombles BC, CA, ÄB'^ il sufit pour cela de n 
»"a, fr, Tg come poBitifs 81 0«, Oj, Og sont daoB lea combles B( 
AB et comme negatifs a' üa aont dans lea comblea DA, DB, L 
Taleora de eea rayona changeant alors de signe en paaaant par 

Lea Taleiura de r, r^, r^, r^, r«, ri, r« tir^ de oea dqnatioi 
mfetent de Toir qne par la transformatum contkmB e» D eea nj 
changwnt reBpeotiTement en r^, r«, rl, r«, r, r^, r^, 

On ^blifait de mime la iransformaUm eoHÜmie m A, et 
en C; aeolement il y a rnie renuurqne eaaentlMe & fure. D; 
marohe aniTie ponr ^tablir la turansformaUm eoiUkim en D nona 
anpoa^ lea pointa O0, 0', daaa lea comblea BC, CA, AB\ 
^tablir la tianafoxmation continne en A par ezemple, ila doiro: 
aapoa&i dana lea comblea BC, BD, CD, c*eat4-diie qne nona ap« 
r«, —ri, ^r't ce que nona arona apeU r», rl, r« ponr etal 
tnuiaformation continne en D, 
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Exemples. — 1. Ia formide miTante qui, nree hob notetiona^ ert 
cMß qne C»t»lan • don^ dans leo Nourdles Ännales 1847 p. 2&5 

^(7 ~ ^ 7"^ T T ~ T 

et ies trois aatres aualogues, donent par transformation coBtinae en D 

1 1 \ 1 1,1 3 

v»-« «'t V »"i 

2. Si Fön apMe Oi» les mteneetionfl de Äo, Boj Co, Do 

aTec Im fiusei opos^ Ik i^, D; a^, b^, c^, df les points de 
mAatlt de k «ftoe iiiBerite arec lee faßOB F^, i^^, i^^; F^, F, les 
Tdnmee des t^tra^dres a^biC^d^, a^h^c^d^ on a^) 

■j^ a n e a 



9r» K» 



La transformatioii oonUnne en D apliqu^ ä ces dens fbrnmles 
dene, saus qa'fl soit besoin de s'arüer k d^finir Fi^, F,^: 



Qn aoxait de mdme, par iransformdtUm conHme fok. A, Vx^, F,. efce. 

Nona ponTom aussi apliqoer la Im^sfotmaiiUm con^nm 4 tronver Ies 
Telamea analogaes des t^trabdree oorespondants aox sf^res des combles. 
Soienfc par ezemple poor la sf^ inacrite dans Tuu des oombles JBC 
en AD Vi^t, V^^* les Tolnmea corespondantB 4 Vi, F^, on a 

" (F, + + F,) (F, + - F^)(F, -\- F, - F^)^F^ + F, ~ F^) > 
9f!F» 



^f" IF^F^F^F^ 



l) Voir Erueat Genty N. A. 1880 p. 6S7 et 1881 p. »42. 
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Pir fruNMfoniiatfm eo MÜm i e «n D ooiu obtiondrcmi 

" + F, - F^)(F, H- F, - fI)(f/+ - F»)(F. + 

Ce 80ut de uoiiveaus teorönies qu'il ne sentit pas aussi sii 
(leiTioutrer par une autre voie et dout l euouce d'aüleurs eikt ete 
nient devine. 

Voici un tableau des principaux elements de tetraedres /rai 
en D, m A, en Ii et en C. (Voir p. 255.) 

Dans leg quatre transfoniiations V et Ii devieiient — V < 
u, ß, y devienent -t f.. .t ^j, a - y, enfin /, m, n ne cliang' 

Dans la trant»i'oriuütiou continue a]jluiiHve au triangle les e 
dones niontrent quo les expressioub aiialytiques se transfornient 
un {)oiut 3/ peuvent corespondre trois transfornies ('(»iitinüs M^, 
Pour la transformation conimue apliquee au tetraedre uous uiuu 
dans quelques detail». 

Si X, y, £f t Bont ies coordonees normales absolues d im [> 
on a ZV= xF„-^ yFf,-\' tF^] ßupoions (jue f, <f , ry, i 
les fonctious des elements du tetra^idre qui duiit nt x, y, ^, t et 
fay 9^ar ^'a » ^i^^ deviencnt ff (ff tl', 0 quand on leur up 

tramfurmaiwn continue en D. Si Ton transf&rme cvntinuemefi 
1 ei^uuiiun prec^dente, ^le devient 

- 3F- -f^F, - q>,F, - t,F, + e^F,, 

d'oü Ton conclut qu'il j a un point dont les coordon^s i 
t^traedriques absolues sont f^, g-^, i' ;, — Oj, c'est le transfom 
de Jf. D 7 anni le transforme en A dont les coordon* 
~fü9 9«; ^a» ^af ^® tnuufomw en £ et le transformi en C, 

let transfonn^s Continus de iC de premiert 

Je pcQS conclure de ce qui pr^de que si ime proprio 
triqne eti ezprim^ en coordonees tetra^driqaes normales par 1*4 
0{Xf y, M, t, P, ^, . .) et qne je d^gne par ft, 12^ . . 
deri^ent P, Q, R par transformaHon etmünm en D, T« 
^(Xf y, Sf —tfP^Q^E4*.,)'^0 reprtiBenten la proprio p 
intitsfnrniee en D. 

J'ai i^ele M^, M^, M^f tramsform^ emtums de 1^ 
da point M, ile oorespondent aus trois iransformes amtii 
peuTent exister pour an point da triangle, mais, dans le tto 
peat 7 en avoir d'aatres. En ^et, reprenons l'^oation 
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250 ImoiiiB: IVuiifonuAtion continue dan> le Mtnidxe. 

ci op^na rar ^ U tmnsfcrmaiim eomHme m nont «uoni 

Ce qm montre qn'il j a im point 3/^ dont les coordonees a 
sont — /i„ -f <Paaf + ^rf«> — ^4mi ü j Ä de m^me les poiuto J 
dont let coordonees sont f^,^, - «jp^^, +1(^4»» + ^ fdc* 9>dcy - fd, 
obtenus en kansformant en ^ et en C U m^e ^oation. 
iramrformaU eu Dp B, C T^iiation 

etc., 011 retoiiiherait sur 3fj, 3fj, Ce sont ce» trois poiutfl q» 

apelons traiisformes Continus de M dp seeonde esper. 

A un point Jf, a une propriete dou4e peuvent donc core 
7 points ou 7 propri^tes par transformation continue. Ainsi au 
de coordonees r, r, r, r corespondent les 4 centres des sfferes ei-i 
de premiere esp^ce 0^, o^,, o., 0^ et les 3 centres Cb| O», de 
de seeonde eapece intcritea dans les combies. 

Paris, le 17 septembre 190L 

Mi^moirf^ k consultpr: AMOciatioo fnui|,^aiso poor rAvancement des 
Congres du Besanvon ladä. 
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Neue LdmfttEe ttber die Wvmln algebialselier 

GleicliiiDgen. 

Von G. IsBNiauBB in Tnm, 

Zu jed«r ganzen rationalen Funktion einer komplexen Tariabeln 
lifiit eieh eine gewisee komplexe Eonstente engeben, die ihr in eigen- 
tfflmliolier Weise angehört und eme lehr merkwürdige Eigenaeheft be- 
bübL Die Art dieser Angehörigkeit kann Teranichaalielit werden mit 
Hülfe der bekannten, Ton Möbias in seinem „barycentrisehen Calcnl'' 
an Grande gelegten TonteiUnng. 

Sei die erwähnte Funktion mit f(z) bezeichnet, so hat (lie Glei 
chnng f(x) = 0 eine endliche Anzahl von Wurzeln, die Funktion / j m 
der Zahlenebene eine endliche Anzahl von Verschwindungspunkten. 
Diese denken wir uns, jeden an seinem Ort, als gleich echwere Massen- 
punkte, dann besitzt das System einen Schwerimiikt, und ebeu dieser 
Schwerpunkt kennzeichnet durch seine Lage (Iit; vorhin erwähnte 
komplexe Konstuute, die uis eine der Funktion f(x) eigentüuiiich zuge- 
hörige Gröfse betrachtet werden k inn. In diesem Sinne bezeichne ich 
sie mit dem Namen .^Schwerpiuikt der I'uiikiioti /(ic)" oder auch 
jfSchtverpunkt der Ghkhung f{x) = 0." 

T)u-ser Schwerpunkt nun haftet der Funktion an mit einer merk- 
würdigen Beharrlichkeit, welche sich ausspricht in dem Satzb: 

Der Schwerpunkt einer ganzen rationalen Funktion bleibt unver- 
ändert, mag man diesdbe beliebig oft di/ferenUieren, oder utUer freier 
WM der InkgrakonakongUinkii inkgrierm, oder mtch iterieren. 

Um diesen Sati za beweisen, setsen wir: 
f(x) — «" + + qxi)x*-' + (ft 4- ä,t)Ä"-* + • • • + jPi» + g.« 
nnd beseidinen die n Wnneln der Gleidmng f{x) 0 mit + /S^t, 

AmUt dar MMkMMtilt oad Fhgrtili. lXI.e«Aha^ HL 18 
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258 Issxuuku: 

+ ß^if c. + fini. Nun folgt am den BttMumgea swiiehf 
Eoeffisieiiteii und don Wnnebi eiiier Okichnn^ dab 

A + 2i« = - («i + Ä» + «8 + + • • • + «• + M, 

ako 

— A'"«i + <4H Ha«; ~2i='/Ji + A + -- + /3»- 

Mithin hat der Bchwerpmikt aller Wimebi die Koordinaten — 
nnd — i ■ «i, 

Beaetchnet man dm KoefiBzienten ji^ + 9ti ^nn mit f 

der Schwerpunkt der Gleichung in der Zahlenebene den Platz — 
Diese Eigenschaft läfst sieh «o aussprechen: 

Hilfssatz. Wenn mau den Koeffizienten de^ zunthöehsten < 
einer Gleichung durch die Gradeahl dersdben dividiert, den durch 
Quotienten bezeichneten Punkt der Zaiilenebene mit dem Nuüpunkt ve. 
und die erhaltene Strecke über den NuUpunkt hinaus um sich selb, 
län^ert, so trifft man auf den Scliwerpunkt der Gleichung. Oder 1 
Der ScJiwerpunkt eitier Gleichung nten Grades äquilün-ieri den ntt 
vom So^fusimtm des Mweithöckstm Gliedes auf ^ NuU. 

Wenn daa hSclute Glied der Funktion f(x) noch mit dem '. 

ÜQ ))ehafbet ist, so muls statt des obigen Ausdrucks — — • oi 

— - • ^ geeetat werden. 

Nach Ableitung des Torstehenden Hülfssatzes beweist sie 
in Rede stehende Satz sehr einfach. Es sei allgemein: 

f(x) fl^a" + Ol«*-* + OiOJ""* H- • • • H- 0« — 0, 

mithin die Lage des Schwerpunktes * dann üeiert die D: 
tiation: 

iiao«"-* + (ii- l)a|af-«H-(ii — 2)a,«"'«H + a.-.i - 

woraus sich wiederum die La^e des Schwerpunktes bestimi] 

— ^tvi — • Er ist alao nicht yerindert worden. 



wie die erete, kami eine folgende Differentiati 
liage des Sehweiptmktea TerBchieben. Das Oleiche gilt offenbi 
der Integration, nnd die Integrationakonstante kann dabei kein« 
fielen, weil aie — aach wenn die Integration mit einer Fu 
ersten Grades beginnt — niemals Koeffiaient des höchsten oder 
höchsten Gliedes werden kann. 
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Nun bleibt noch die Iteration zu behandeln. Sei wiederum 

■0 erbSlt man dvxcli Iteration: 

Bei der £iiiwickelimg dieser Reihe brauchen wir uns blob sa 
kftnunem um diejenigen beiden Glieder^ welche die hoehaten Potenzen 
Ton alao a^**^ und x^—^ enthalten. Demnach genflgt es 2a sehreiben: 

fif{3:)) = ao(ag«<*^ + nal-^a^af^"^ + •••) + 1- a» 

— aS + *a<«^ + na5ajar"'-^ + H «m. 

Selmn wir diese Funktion gleidi NnU, dindieten dnieh den Koefift- 
aenten des ersten Gliedes nnd beachten, dab jetst n' den Qiad der 
Gleichung beseichnel^ so ergiebt sich für die Lage des Scfaweiiranktes 
die Grdlse: 

Er ist also auch durch die Iteration nicht von der Stelle gerückt 
worden; zu beachten ist aber noch ein besonderer Einzelfall. Findet 
nümlich das Iterationsverfahren nicht auf die Gleichung f{_x) = 0 An- 
wendung, sondern^ was Öfter vorkommt, auf die Gleichung x = f{x) 
und ist dabei fix) vom zweiten Grade, also etwa gleich a^x* a^x -\- a^^ 
so hat die Gleichung x = f{x) nach dem obigen Hilfasatz den Schwer- 

pimkt — ^f^* Iteration liefert das Ergebnis: 

X =- fUW) = Uf^ialx^ -f- ^Uf^Uj^x^ -}-...) -f flj = alx' + 2a^a^x^ + 1- o, , 

also: 

ojar* + 2a}a|2;' + • • • — a? + % " 0, 

Demnach ist jetst die Lage des Sehwerpunktes beseicbnet durch die 
Gidffle: 

Er ist also verschoben, kann aber durch keine folgende Iteration noch 
weiter verschoben werden. Denn bei der Gleichung{?lorm x = f{x) hat 
die vor «iem (Tleichheitszeichen stehende Grölpo .r nur dann einen Ein- 
flufs auf die Lage des Schwerpunktes, wenn nie einen Einflufs auf den 
Koefhzieuten des zweithöchsten Gliedes hat^ also wenn f{x) quadratisch 
und noch nicht iteriert ist — 

18* 
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Zum ftohlnwifl fllga ieh noch tanm wdtoran Stte bä, dem 
web lieh m dem Hilftwlii lofort ergieliL Wenn ani einer Ofei 
»ten Qndee dueh p—ende ?!iBft1inmg «üier neuen ünbeibimi 
Glied nut der (» — l)feen Potens dieeer Unbekannten entfBint i 
pflegt nun die Okiehnng eine j^redniierte'' in nennen, und Ton 
gflt der 8eli: 

Wird wgmd eme gegebene CRMmg mifttiM, $o erleU 
Uidm AAem t» der ZakÜHebene daduri^ eine eMe FimMeeretk 
dafe der Sdkverpunki der Oiek^ung auf die NuU m liegen kaum 

Trier, den 26. April 1901. 
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Die GdseUe der schwarzen StraMung und ihre 

Terwendnng. 

Von 0. LuMMEH m Charloitenborg. 

(FOKtMtaOllg.) 

3. ExperintenteUe Verwirklichung der sdnvarzen Strahlung von 
— 180^ Cds. bis 2(m^ (Jels. und darüber. — Zar Verwirklichung tles 
schwarzen Körpers bedienten wir uns für niedere Temperaturen 
doppelwandiger Gefäfse, deren Zwischenranm durch den Dampf sieden- 
den Wassers, durch Eiü, iestt; KDlileiisäure, flüssige Luft etc. auf 
übf rjill gleuhnuifsiger Temperatur erhalten wurde. ^) Das innere Gefäfa 
diente als Straiilungsraum und kommunizierte durch ein Rohr mit der 
äuTseren Luft. Auf diese Weise erhält man die schwarze Strahlung 
innerhalb der Temperaturen yon 100° bis — 180* C. 

Zur Erreichnn^ höherer Temperaturen war man auf Salpeterhädor 
angewiesen, welche bei etwa 230° C beginnen und bestenfalit» noch bei 
700" C anwendbar smd. Darüber kmaujs mufste mau ^uni Chamotte- 
ofen greifen, der vermittelst Kohle- oder Gasfeuerung geheizt wird. 
Abgesehen davon, dafs man über eine Temperatur von 1400® C kaum 
}Hn auskommt, stellen sich bei dieser Art der Feuerung zwei wesentliche 
Schwierigkeiten ein. 

Einmal ist es, wie erwähnt, selbst mit Hilfe eines doppelwandigen 
Chamotteofüiis unmöglich, im strahlenden Hohlkörper eine vollkommen 
gleichmälkige Temperaturverteilung zu erreichen; femer verursacht die 
intensive Gasfeuerung mancherlei Ühelstände und bringt starke Tem- 
peraturschwanlvimgen mit sich, die z.umal bei Messungen im Spektrum 
sehr störend auf (iie t inpündlichea bolometrischen wie galvanometrischen 
Me&apparate einwirken. 

Diese Übelstände sind beseitigt durch die Konstruktion des in Fig. 1 
bis 3 abgebildeten j^elektrisch gegltlhten'' schwarzen Körpers^, welcher 

1) 0. Lummer und E. Fringüheim: „Die Strahlung eines Bchwanen 
KSipe» iwisehsn 100 und ISOO« C.** Wl^. Ann. M, 806— ilO, 1897. 

1) 0. Lnmmer und F. Knrlbanm. Abb. d. Fhji. (4) 5, 689—886, 1901. 
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bereits bei p]rörtenmg d»'" Stt^fa n sp}ien Gesetzes erwälüit \V(>r(le: 
Wie schon der Naiü«' a:i<l( .iti ii ^rH, diont bei diesem schwüi/en K 
der elektrische Str in ;tls liLv/j\\u'\\ü. Ein etwa O.Ol nun dickes P 
blech wird zn eint rii < vliiiderTiuLiitr! von 4 cni Durchmesser und -! 
Lantr«' trcformt, mdi m ih- lliuider des Blechcis im KiittllpisireVdä> 
saiü n;. !i;/eschw('iist weitim l )iiniit die Stromlinien parallel derC'}li 
acLse verlaufen sind au die Enden des Platincylinders nngsum di 
Platinbleeltt' lugt^schweifst. An diese dickeren liohran.^iitze sim 
/uleituugsi)leche b (Fig. 3) gescliweifst, die zu den Klemniliacke 
des Stuiivä führen, denen der elektrische Strom durch dicke K&b€ 
geführt wird (Fig. 2). 

In diesen Heizmantel aus dünnem Platinblech pafyt enjj 
schliefsend das innere der beiden in Fig. 1 gezeichneten Hohr« 
schwer schmeisbarer Masse, welches die schwan&e Strahlung liefere 

Dieses von der Egl. Porzellanmanufaktur in Charlottenbarg 
gestellte Rohr von 2 mm Wandstärke tragt fest eingebrannt in e 




rig. i. 



Mitte die Querwand 7 und die Diapliratrmen 1 bis (i, welche 
Strablungsraum vor allzustarker Abküiiiuiig durch die eindrinj 
Lufl schützen sollen. Die Querwand 7 hat zwei Locher, durch w 
die Drahte des Le Chatelierschen Thermoelementes eingeführt we 
dessen Lötstelle A sich im Strablungsraum nahe der Querwand be£ 
Die Diaphragmen a, h, c und ä tragen Porzellauröhrchen, und 
enthalten die Drähte de« Elementes. 

Das Innere des Strahlungf^roiires ist mittels einer Mischung 
Chrom-Nickel- und Kobaltox>d geschwärzt, weiche Schwärzung t 
Temperaturen über 1500° C Stand hält. 

Der Platinheizmantel ist so viel länger als das Stniliiunge 
dafs das hintere Ende tlach zusammengedrückt, das vordf^re Kiide 
konisch verjüngt werden kann, um noch gerade der aus dem vorde 
engsten Diaphragma 1 austretenden Strahlung freien Durchgau; 
gestatten (vgl. Fig. 1). 

Zum Schutz gegen den Wännererlust dorch Ausstrahlung ist 
das Platinrohr an beiden Enden eng anliegend je ein King Ji (Fj 
geschoben und über diese Hinge wiederum ein passendes Röhl 
feuerfester Masse, sodaüs zwischen beiden Bohren ein Luftraum 
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steht. Zum weiteren Schate ist dieses Überstülprohr noch mit Asbest- 
pappe umgeben. 

Die Lufthülle ist erforderlich, will man den Körper mit einem 
Strom TOB weniger als 100 Amp. Stärke auf die höchste zulässige 
Tempentor von 1620'* C bringen. Oberhalb dieser Temperatur beginnt 
die yerwandte schwer schmelzbare Poraellanmasse weich su werden. 




71«. t. 



Auch fängt diese Masse dann an leitend zu werden, sodafs dae Thermo- 
element beim Wenden des Heizstromes einen Unterschied Yon etwa 
25'' erreicht. 

Aus Figg. 2 und 3 ist die Montierimg und StromzufQhrung dieses 
schwarzen Körpers (K) ersichtlich. Die mit Stellsehrauben Tersehene 
Schieferplatte trägt zwei Paar 
Klemmbacken ans Messing, deren 
Einrichtung aus der Fig. 2 genügend 
zu erkennen ist. Fig. 3 zeigt den 
montierten schwarzen Körper noch 
iwtpmfcl^ yon vom gesehen, sodai's man 
in die strahlende Öffiiong blickt. 

Die erreichte Temperaturgleich- 
heit des die „schwarze^ Strahlung 

liefernden Hohlraumes (5, 6, 7) ist eine überraschende. Zur Beurteilung 
der Temperaturrerteilung bedient man sich mit Vorteil der MdUgkeUa- 
verteüung im Innern des strahlenden Hohlnuunee. 

Im gleichtemperierten Hohlraum müssen bekanntlich alle Hellig- 
keitfonterschiede yerschwinden. Da nun die Helligkeit rapid mit der 
Temperator zonimmt (vgl. Arch. 1, 81), so setzen sich die kleinsten 
Tempea at uri Ui terschiede in relativ grofse Helligkeitsdifferenzen um. 
Wenn also, wie bei diesem Strdblnngskörper im stationären Zustande^ 




vi«.a 
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im strahlenden Hohlranm 5, 6, 7 weder die Blende 6 noch das The 
element E sich vom Hintergrund (Querwand) abheben, so ist der Sc 
berechtigt, dafs die aus diesem Hohlraum kommende Strahlung 
sächlich die „schwarz^ Strahlung darstellt, und zwar von derjei 
Temperatur, welche das Thermoelement anzeigt. 

Zur Festlegung der „strahlungstheoretischen" Temperatur 
und zur Entscheidung der Frage, ob den Gesetzen der schw. 
Strahlung, welche wir zum Teil erst noch kennen lernen werden 
Bedeutung von Naturgesetzen zukommt, d h, ob sie beliebig < 
poliert werden dürfen, war es erwünscht, die schwarze Strahlunj 
möglichst hoher Temperatur zu verwirklichen. Es war von vomh 




Flg 4 

klar, dafs oberhalb des Platinschmebspunktes (etwa 1750** C) das 
rohr zugleich auch zum Strahlungsrohr gemacht werden mufste. 
Substanzen konnten hierbei nur die sogenannten „Leiter zweiter Kl 
wie sie in der Nernstlampe Verwendung finden, und die Kohle i 
tracht kommen, welche freilich die unangenehme Eigenschaft h 
der Luft bei hoher Glut schnell zu verbrennen. 

Aus verschiedenen Gründen erschien schliefslich die Kohle al 
geeignetste Material zur Konstruktion hochtemperierter schwarzer K- 
Um die Verbrennung des elektrisch geheizten Kohlerohres zu verhii 
wird das Kohlerohr in einem möglichst dicht nach aufsen abgeschlos 
Luftraum geglüht. Aus der Fig. 4 ist die Konstruktion des : 
Kohlekörpers wohl ohne weiteres ersichtlich. 

Obwohl der innere cylindrische Hohlraum des Strahlungsr 
mit der atmosphärischen Luft in Verbindung steht, gelingt es 
ein kaum 1 mm dickes Kohlerohr genügend lange Zeit zu glühen, 
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dftiB die WanditSrke sich wesentlich Sndert Es iit dieeer Umstud 
deswegen gOngtig, weil diekwandigeie Rohie bei den uns zur Yeifllgmig 
fliehenden Stromtttrken Ton SOO Amp. nicht Kof die gewQnflehten 
hohen Tempemtoien sn erhitmn wSren. 

Zur Ernelong einer möi^chst konitantai Tenperttiir kommen 
ench hier nur Akknmniatorenatardme in Betnehi Bisher hsben wir 
mit diesem ,^ohl€k6ipei^ eine Temperator Ton etwa 2000^ 0 enraieht 
und hoffen, durch Anwendung dünnwandigerer Kohlerohre noch be- 
deutend h5her sa kommen. Die dünnwandige Stneke des Hsisrohiesy 
welche den StrahlnngBiBom nmschlielM^ ist durch Drehen auf der Dreh- 
bank aus dem dickwandigen Kohlerohre gewonnen worden. Die Pfeile 
seigen den Gang des Stickstofb an, mit dem das iuneze Kohlerohr 
durehspttlt werden kann.*) 

Mittelst des isoliert eingeführten Thermoelranentes, dessen Lötstelle 
T sieh kura Tor dem als Querwand dienenden Kohlepfropf befinde^ 
ist die Temperatur beeten&lls bis aum Platinsehmelzpunkt meüshsi'. 
Will man die schwane Strahlung höherer Temperatur untersuchen, so 
lälst man das Thennoelement gana fort und benutrt die Strahlungs- 
gesetie selbsti um aus ihnen die Temperatur an emcthliefsen.^ Wir 
kommen hierauf spftter ausfBhilich zurllek. 

4, Versudi cur Df^monstrathn der Kirchhoff sehen HoMraumtlieorie 
— Kirchhoff liat ans s( mt m (it set/. von der Absorption und Emis<^!on 
des Lichtes die Folgerung abgeli itt't, dafs in einem gleiditemperierten 
Hoiilrniuii «Tsteiis die mdmduclh'ii Strablunq^foitzenschaften der yer- 
sehit-tU nstr-n Kr)rper') versch^viiidon, sodars diese aWh gleichhdl erscheinen, 
und dais iVrnfr ihr Strahluugsvermögen ^^loich ist domjfnic^pn des 
Bchwfinren Kür|)» rs von der Temperatur <1« Hohlraumes. Um diese 
Konseijnonz auch emcm gröfseren Kreise anschaulich zu machen, be- 
diene 11 Ii mich der in Fig. 5 skizzierten Versuchsanordnung. In dem 
doppf l wendigen Ghamotteofen CD befindet sich der klpiiie Porzellan- 
iiegel j>^, welcher durch die Heizspiralen £±' bis auf heile Eotgiut 



1) Näheres siehe im Thiltigkeitsbericht der Physik. Tecbn. Reichsanstalt im 
Jahre 1901, abgedruckt in ZS. f. lustrkde. 1902, S. 120 ff. Kürzlich ist es der 
Firma Gebr. Siemens & Co. in Charlottenborg geloagen, solche dflnawandige 
KoUerolire anter Anwendnng von 400 Atm. Draek direkt la pieMea. Aneh hat 
tidl graeigt, dab die BpQlung mit Stickstoff fortg^lawen werden kann. 

9) 0. Lammer und E. Pringsheim: Temperaturbeetimmnag mit Hilfe der 
Sfccahlungsgesetze. Physik. ZS 3. Jahrg., Nr. 5, p, *»7^1(H), 1901. 

8) Ausgenommen sind die lumineacierenden Substanzen, deren .Strahlungs- 
vermögen nicht eine bloHse Funktion der Temperatur ist. IrrtümlicherweiBe dehnte 
Kirchhoff obigen flats auch «nf diese Sahitaaiea am (vgl Arch. (S) 1, 64). 
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erkitzt werden kann. Die Blenden mm und uu schützen den 
ebenso wie der durchbrochene Deckel des Ofenf nach Möglichkeit 
den Wänaeverlust durch Ausstrahlung und gegen die Abkühlo 
folge des Eindringens kalter Luft. Trotz der relativ primitiv« 
ordnaDg herrscht im Innern des Heizofens doch eine nahe gleichi 
Temperatur, sodab wenigstens die untere Wand und der Bod 
Tiegels gleichtemperiett sind, worauf es allein ankommt. I 

Chamotte eingebetteten Spiral 
aus Nickeldraht gewickelt vo 
1 Quadratmillimeter Querschn 
haben eine Lange von etwa 8 
Beginnt man mit einem Hei 
von 10 Amp. und überlaC 
„Glühtopf' sich selbst, so 
infolge steigender Temperat 
Widerstand der Heizspiralen ; 
die Stromstärke ab, sodafs be: 
Rotglut sieh eine Art stat 
Zustand ganz von selbst eint 
üm die Hohlraumtheorie 1 
hoffs zu demonstrieren, zie 
auf dem Boden des Ti^ 
kalten Zustande mit Hilfe TOt 
und Tinte Strichfigaren, etwa 
und Radien, wie es die F 
andeutet. Wir wissen, dafs 
tu dicke Tintenstriche, welcb 
auf ein blankes Platinblech g 
hat, Jidl auf dunklem Grw 
scheinen, sobald man das 
blech bis zum Selbstleuchten 
(vgl. 2, 167 des Arch.). Ebenso verhalten sich die auf ungli 
Porzellan gezogenen Tintenstriche; auch sie heben sich in der 
hitze als helle Schriftzüge auf dunklerem Grunde henror. Es 
dies daher, dafs das beim Verdampfen der Tinte znrflckbh 
Eisenoxyduloxyd anch im QlOhzustande wie bei Zimmertemj 
die liichtwellen weniger gut reflektiert als Platin und Po 
es thun, sodafs die Tintenstriche besser absorbieren und stärke] 
tieren. Anders ist die Erscheinung im gleichtempraierten Hol 
Hat sich ein statiomirer Zustand eingestellt und man blidct du 
öfihnng M des Ofens in das Innere des Tiegels, so sieht ma 
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gleichmäfsig helle Fläche, von den Tintenstridieii jedoch keine Spur! 
£s macht also den Anschein, als ob die beschriebenen and un- 
beschriebenen Stellen das gleiche EmissionsTennogen hätten, oder als 
ob das Eisenoxydnlozyd verdampft wäre (vgl. die Versuche von 
St. John, 2, 169 des Arch.). Beides ist nicht der FaU. Denn man 
braucht nur das Wärmegleichgewidit im Tiegel zu stören, nm sich von 
der ICxistenz der Tintenstriche zu überzeugen. Führt man z. B. das 
dickwandige Metallrohr Ii (in Fig. 2 ]nmktlert ^ezeicfanei) in das Innrae 
des Tiegels ein, bis dafs es fast den Boden berührt, so erscheinen auch 
die Tintenstriche wieder hell (Mif dumMereni Grunde, ganz wie bei einer 
freifltrahlenden Fläche. Sobald man aber das Rohr wieder entfernt und 
einige Zeit wartet, bis der stationäre Zustand eingetreten ist, sind 
auch die Striche wieder verschwunden, und der Boden wie die Wände 
des Tiegels scheinen eine einzige helle Fläche zu bilden. 

Dab die Körper im Hohlraum ihre individuellen Unterschiede in 
Besag auf Reflexion und Absorption nicht verlieren, ist jedenfidle sicher. 

Ebenso sicher ist aber, dafs von den beschriebenen wie nichtr 
beschriebenen Stellen pro Flächeneinheit nnd Zeitelement die gleiche 
£nergie zum Auge s^mt Dieser Effekt ist also nur dann möf^ch, 
wenn im gleichtemperierten Hohlraum jedem Körper soviel an „er- 
borgter'' Strahlung m seiner Eigenstrahlung geffigt wird, als er infolge 
seines ReflexionsrenndgenB weniger emittiert wie der schwarze Kdrper 
gleicher Temperatur (ygl. 2, 167 des ArcL). Sobald der Hohlraum ge- 
nttgemd geschlossen und gleichtemperiert ist, herrecht in ihm die 
,i,iehwarze'' Strahlang, und alle nichisehwarzen Körper werden durcK 
Beflezion dieser Strahlung wenigstsos im Effekt zu schwarzen EOipem 
geetempelt. 

Den Einflulh der yierborgten*^ Strahlung durch Reflexion ersieht 
man recht dentiich audh aus folgendem Experiment Übt man das 
Metallrohr IL ISngere Zeit im OfiBn, so erscheinen nach dem Heraus- 
ziehen des Rohres die Striche sogar ämkd amtf "MRem Orw/nde! Es 
flndet diese Erscheinung ihre Erklärung nur, wenn man annimmt^ dals 
bei Anwesenheit des Rohres im Ofen die Wlbide desselben heifser 
woden als der Bodra; denn nur dann kSnnen die besser reflektierenden 
Fliehen (die nichtbesdiriebenen) durch erborgte Strshlung mehr ge^ 
Winnen ids die stSrker strahlenden, aber schlechter reflektierenden 
Tintenatriche. 

Es läfst sich nun leicht der Moment abpassen, dafe heim aln 
weeheelnden Hineinstecken und Herausziehen des Rohres die Tinten- 
striche abwechselnd hell auf dunklem oder dunkel auf hellem Ghrunde 
erscheinen, dazwischen aber ToUkommen yerschwiaden. Um diese 
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,yümkehnmg^ der Striche auch objekÜT zu demonstri«^, 
ich oberhalb der ttiahlenden OflFnang M eine KonTexlinse va 
25 cm Brennweite an, irelobe auf einem 80 cm darQber befin> 
schräg gwteUten Schirm tin TcrgidiMiiea Abbild die Tieg» 
cotwiift. 

6. EsdsimB dtB Maxwell-Bariolitdim JAardmdBeB Id 8ln 
Vorgänge», — Dmoh die oben bespioehenen Sttdünngerenac 
^eichtemperieiten HoUkogeln ist snm eisten Male mit Sit 
daigeihia worden, defo die ^jKimanB 8M3mi^ dae £ 
Boltsmsnniche G^eeeti tbatdfa^eh befolgt: 

«• 

(1) J Sidl - const T*- ff 



geniärs welchem die (iesaratstrahluiig proportional ist der vierten 
der absoluten Temperatur. Man kann dieses Gesetz als das Funde 
gesetz der schwarzen Strahlung bezeichnen. Solange man str 
Sub8tan7,on dem Experimente unterwarf, welche wie Platin i; 
Metallox} in iliren Strahlungseigenschaften vom schwarzen 
betrachtlich abweichen, konnte man daher unmöglich die Gl 
dieses Fundamentalgesctzes erweisen. 

Nur vom j^rauen ' Körper durfte man erwarten, dafs er da* 
der schwarzen Strahlung befolgen würde. Wenn für diesen 
auch das Emissionsvermögen {Ei) kleiner ist als dasjenige ( 
schwarzen Körpers, so ist laut Definition sein AbsorptionsTcrmo^ 
für alle Wellen eine Konstante. Der „graue" Körper absorljie 
nach reiativ alle Strahlen im gleichen Prozentsatz. Ist aber ff 
Körper Ai » const, so erhält man för ihn aus dem Kirchho 
Gesetze: 

(2) El - ArSi 

durch Integration: 



(3) 



/5 SD 
EidX - j AiSidk = Ai J SidXj 



also bie auf den Weit der Konetanten ÜiateBehlich dae Stefan- 
manniehe Geseta: 

(4) J EidX - CT*. 



Ob OS solche grauen Kdrper giebt? Bieber iet jeden&Ua nodi 
dem £zperimenfee sogfinglieh gemacht worden. 
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Alle a&d«ren Stnliliii^kdiper aind sMfw, d. h. n» i«flekti«t«ii 
dM Stralikii Tenoliiodener Wellmlange yenehiedeii stark; fBr sie ist 
alio Ai eine Fanktioa der WellenKage. HienHiB folgt notwendig dah 
diese etlektiTeii ESiper dem Stefansoheii Geeeiie nickt gekorehen 
kfianeiL Nur fiJla 

wäre, könnte gieiclifalls das Stef ansehe Gesetz erfüllt sein. Diese 
BediiigTing erheischt aber, dafs sich das Abaorptiuasvermügeji stark mit 
der Temperatur ändert, was nicht der l<ali ist. 

Am selektivsten von allen festen, feuerbestiindip^en Substanzen 
scheint das blanke Platin zu sein, da bei ihm das Absurptiüiisveriiiugeu 
für die verschiedenen Wellen um mehr als 5007© variiert. Ein anderer 
Ausdruck für die stark selektive Eigenschaft des blanken Piatins ist 
die Thatsache, dafs seine GJesamtstraiiluiig innerhalb weiter Grenzen 
proportional zur fünften Potenx der absoluten Temperatur fortschreitet. 
Beim Eisenoxyd uud bei ähnlichen nichtblanken Körpern liegt die Potenz 
Bwischen 4 und 5; wir sehen also, dafs nur der schwarze Korper die 
vierte Potenz befolgt, fjrriau wie es von Boltzmann auf theoretischem 
Wege vorhergesagt wordtn war. Es dürfte daher nicht zu gewagt er- 
scheinen, wenn man aus der experimentellen Bestätigung der Boltz- 
mannschen Theorie umgekehrt auch auf die Gültigkeit der ihr zu 
(Srunde liegeuden Hypothese vom Atherdruck schliefst! Diese bisher 
wenig betonte Schluisfolgerung war es gerade, welche laut persönlicher 
Mitteilung Herrn Boltzmann lebhaft für unsere Gesamtstrahlungs- 
Versuche mit dem sch^sarzen Körper interessierte und ika einst selbst 
zum Experimente groiien iiefs (vgl. 2, 166 desi Arrh 

Der Boltzmannsche Beweis beruht, wie wir sahen, auf der An- 
wendung des zueileu liauptsat'/es der mpclmuisrlien Wärinetheorie in 
Bezug auf Strahlungsvorgänge und auf der Folgerung aus der elektro- 
magnetischen Lichttlieorip, dfifs ein Strahl auf die FUu lioneinln'it bei 
senkiecbter Iiicidenz einen Ih-uck ausübt, welcher «j^leicli ist der in der 
Volumenemliüit in Gestnlt dieser Strahlung enthalteueu J'^iu^r^j^io. ^) Schon 
vor Maxweil hatte übrigens Bartoli*) auf Grund therm od ynamischer 
Betrachtungen gleichfalls die Existenz eines ,,Lichtdni( kes ' nach- 
gewieseiL Nach Boltzmann') und Goldkammer ist der Druük bei 



1) CI. Maxwell; A treatise of electricity and magnetunn Art 70S. 1S7S. 
DeoUche übergetzung von B. Weinstein. Berlin 1883. 

8) Bartoli: „^opra i movimenti prodotti dalla luce e dal calore.*' Le 
Honnier 1876. Exners Bepert d. Phjs. 

S) L. Boltimann. Wied. Ann. 22 , 201—284. 1884. 
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0. LomcxK: 



vMommena' JUflexion d&ppdt so grofs wie im, wdeher anf ein 
howmm ahsor^nermde „schwan»^ Fliehe Mugellbt wird. XhSk der 
Hanptmte der mechanischett Wtoietiieorie anf die hier aUein 
traeht kommende ^Temperatorstrahlung^ anwendbar und anch fSi 
Wellen gflltig iai, folgt rar Eridens ana der GUlti^eit dee I 
hoffaehoi Geiebea ond der daraoa geragenen Sehlfiase (Hob 
theorie ete.). Demnach aind die Besnttate fOr die Oeaamtabrahln 
schwanen Kioipeia ala ein eklatanter Beweis für die Eziate] 
Äiherdnickea nicht nor^ sondern anch ftlr die ans der eUktroj 
tischen Lichttheorie gefolgerte Grdlse dieses Druckes anrasehen. 

Als StfltM für diese Schlofsfolgerong können die YetstK 
Lebedews') angesehen werden. Schon Maxwell selbst h 
direkten experimentellen Nachweis ftr möglich hingestellt nn 
schiedene Experimentatoren haben sieh bemflht, den Druck ra i 
Aber erst Lebedew ist ea^ wenn auch nach langen^ Tcrgeblichc 
suchen, gelungen, eine mechanische Strahlungswirkmig nachzn- 
welche die Existenz des Ätherdrucks sehr wahrscheinlich mad 
auch der QrÖAenordnong nach mit der Hazwellschen Theorii 
einstimmt Trotzdem möchte ich, bei aUer Hochachtung ti 
experimentellen Leistung Lebe de ws, TorlBufig wenigstens d 
weiskraft der Strahlungsrersuche höher anschlagen als diejeni 
direkten DruckmesBung.*) Wie dem aber auch sei, jedenfsJils 
BiistHnit des Ätherdruckes als soweit erwiesen zu betrachten, da 
ihn bei der Erldirung von Phänomenen hennziehen dar^ die bid 
durch vage Hypothesen eine Lösung ftmden. Dahin gehört die 
tflmliche Form der Komäeiuikweife, deien Richtung Ton der Son 
man auf eine abstolsende Kraft elektrischen Ursprungs schob 
anch nur einen Anhaltspunkt über das Yorhandensein einer elekt 
Irfulung der Kometenmasse zu haben. Sehr viel einfuher ist c 
nähme einer abstolsenden Kraft, weiche Ton der Sonne infolg 
Strahlung auf die inJaerst fein Terteilte Materie der Kometen» 
ausgeübt wird. Thats&dilich lehren die Ton Lebedew*), Arrbc 
und in exakterer Weise ron Sohwarzschild^) angestellten 1 
nungen, dab der Maxwell-B artolische Ätherdmek als Haupti 
bei der Bildung der eigentümlichen Fonnen der Kometensehw« 
zusehen ist 



1) P. Lel.cdow. Ann. d. Physik Bd. VI, p. 433-468. 

2) Vgl. auch M. Thieeen: Verhdlgn. d. Dout«ch phjB. Ge«. 177 

3) P. L»'}u>flow. Wied. Ann 4o, 29*i-~-"J7, 1892 

4) Svautu Arrheuius. Physik. ZS. Ii. Jahrg. Heft Ö n. 7. 

6) K. Schwazsichild. 8itigsb«r.d.MflBeluAkad. 1001, Heft lU, p 2i 
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6* MasBemmn^nmg (QravUaiUm) und Massenäbäofsuiig (Äther- 
ArutJe): — Darch die Ezistanz deo StrahlmigBdiiiekeSy welch«n die Musen 
infolge ihrer Temperaior auf einoiiider snifibeiv kommt in die Betrech- 
tnng der Haturrorginge ein ganz neues Moment, insofern ab der 
Massenffmtieftwy infolge der Kewtonsdien Sdiwerkraft eine Massen- 
obstofsung infolge der Tempeiatiustnüilmig oder des Ätherdmckes ent- 
gegenwirkt 

F&Ut eine ebene Welle senkrecht Siof eine vollkommen schwane 
Ebene, dann erleidet diese einen Drack in Riditang der Strahlen, der 
^eieh ist der in der Yolnmeneinheit enthaltenen Energie E des Wellen- 
rages. Eine ToUkonunen seAKurse Kugel vom Badins ^ fingt einen 
Strahlenbfischel vom Qaendmiit ab; auf sie wirkt also der Dnck: 

(1) 2> - q^xE, 

Diesem Strahluugsdruck wirkt die Amiehnngskraft infolge der 
Schwere entgegen. Diese Kraft ist gleicli der Mass» der Kugel mal 
der Beschleunigung, welche sie infolge der Anziehung durch die 
Strahlun^quelle erhält. Bezeichnen wir die Beschleunigung mit G und 
daa spezifische Gewicht des Eugebnaterials mit so erhalten wir dem- 
nach für die Anziehungskrafti: 

(2) S'^^^^xsG. 

Falls wie bei der Einwirkung der Sonne auf die Planeten die 
Entfernung r beider grofs ist, wirken sowohl die Druckkraft wie die 
Schwerkraft umgekehrt ])roportional dem Quaurat der Entfernung. 
Dieses Gesetz bleibt für die Schwerkraft erhalten, bis der Planet an 
die Sonnenoberliacho !ieniuiüekt; dagegen hört die Gültigkeit dieses 
Gesetzes für die Druckkraft soh<in früher auf, da sich in der Sonnen- 
nahe die Energie nicht mehr auf konzentrischen Kugelschaleu aus- 
breitet. Mit Ausnahme dieses Grenzfalles ist somit die rcsultifrnule 
Kraß F unahhaH(jt(i vun dtr Entfernung, also eine für jedm KorjHr 
cJtin (iktn-isfisrhr Knnstautc. Drin km wir die Resultierende aus inBruch- 
teiieu der »Schwerkraft, so erhalten wir: 

d. h. die zur Geltung kommende resultierende Kraft hängt bei ge- 
gebener Strahlungsquelle nur ab von dem spezifischen Gewicht s und 
dem Uatlius q des bestrahlten Körpers. 

• Wir wollen die Gröfse der llesultierenden in Bezug auf die SoHnen- 
Strahlung berechnen. 
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Ist S die gMtmte BtrahlungmiMige, welche die Sonseos' 

in der Bichtucg ilvrer Fort]>flaiizimg pro Zeiteinheit einer sei 
dazu stehendeu schwarzem ]< läche zuführen und t; die Lichtgesdü* 
keit| 8o wird die im Voiamenelemcfii enthAlftene Enei^e od 
MAXwelliche Ätherdmok: 

Die fySolarkonsianU^ betrage 3 gr Kalorieen pro Quadratcentiniei 
Minute; alio wird der Erdoberfläche in jeder Sekunde die Energie 

^ " 60 lec cm* SM lee em" 

eni^lirt. Die laohtgeMshwindiglceit iet « - 8 * 10'" ^ ; alio c 

Wir iiir den Atlierdruck au der Erdoberfläche: 

p 0,06 10»» cm» gT_ 

oder raad: 



(4) £-0,7. 10-* 



cm sec' 



DiTidieren wir dieee GvOISm durch die FBUbewdüeonigung an dt 
g — 9S0|6 cm/sec', eo erhalten wir die Dmeidcnft in (hammge* 
ausgedrückt: 

Die Druckkraft 2> auf die ediwane Kugel Tom Badina ^ 1 
Bomit: p . _ 2ß . 10-* Dyne. 

Ehe wir cur numeriadien Berechnung der auf die Kugel aus; 
Annehungskraft flhergahen, wollen wir den Druck berechnen, 
Sonnenainlikn auf die gesamte SrdoberflSche auaftbea. Lmt 
iat der Druck pro Quadtaimeler rund 7s mg. Du- IQnlradiug 
etwaa Uber 6000 km (genau 6367 km); alao fingt die Erdi 
Strehlencylinder Tom Querschnitt ^-;r -» 36 • 10* • 10* • sr » 11 
Quadratmeter ab. Der Druck auf die sla schwane Fläche g 
Erdoberfliche wird demnach: 

1 . 113 . 10^^ mg - 75 • 10« kg = 7,5 . 10* Tonnen. 

Dieser Druck wichs^ wie erwihn^ umgekehrt proportional zum i 
der Entfernung. Da die Entfernung der Erde Ton der 8oni 
216 Sonnenradien betrig^ so würde der Druck der Sonnenatrab 
Flacheneinheit an der ObeiflSche der Sonne rund (216)' — 47 C 
so groib sein als an der Erdoberflache, also etwa 3,5 • 10* Ton 
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Wbb mm die AnMiektmffskraß infolge der Sohweie betrifft, so igt 
laeli dieee sn berechnen, wenn wir die Beschkanignng O kernten, 
welche ein Körper durch die Schwerkraft der Somie erhalt Ans der 
Behngeeehwindigteit v der Erde und ihrer Enifemnng r Ton der Sonne 
folgt die von der Sonne anf die Erde an^eflbte Normalkraft oder die 
Sonnenftoeeleration: 

r 

Seisen wir « — 3 ' 10«— und die Entfemniiff i2- 15- 10» cm. BO 

wird denmach: 

W ^ - 15 . 10" "" ^'^ 



In Bezog auf die Erde wird aläu die Anziehungskraft: 

S^i If^^sG - 6 . 10" (Djue) 

oder in Grammgewiohten ansgedrflekt nmd: 

Ä = 6 . 10«^ gr Gew. - 6 • 10»« Tonnen. 

Die Anxiehung der Sonne auf die Erde infolge dar Schwerkraft Über- 
wiegt also bedeutend die Abetoieang infolge des Strahlungsdruckea. 

Um za erfiduen, wann beide Kräfte einander gleich werden, gehen 
wir auf die Gleichung (2) fttr die resultierende Kraft surttck. Mit 
Hilfe der Werte Ton E und G erhalten wir ab Ausdruck f&r die 
Reenltierende in Bexug auf einen Körper Tom Radius ^em und vom 
speiifischen Gewicht s dea Wert: 

V 1 _ 3 0,7 ♦ lo;^* 

oder rund: 

(7) 

Hiemus folgt das interessante Resultat, dala der Druck gleich der 
Schwerkraft wird, dab sich also die Haasenanaiehung seitens der Sonne 
und die Abstolsung infolge der SonnenstFahlung gerade aufheben, fiiUs 
daa Produkt ^8 » 10~^ ist 3etaen wir das speaLBsche Gewicht « » 1, 
ao tritt dieser Fall bei einem Radius Ton q » 10~*cm-»0/K)lmm— 1|» 
ein. Frei im Räume rorhandene WasaerinpfAm würden also an- 
gezogen werden, frei schweben oder abgestolsen werden, je nachdem 
ihr Radiui grölaer, kleiner oder gleich Ift wäre. Hiernach würden 
alao gerade die Tropfehen, deren Grofse Ton der Ordnung der Wellen- 
U&nge ist, weder abgestoliMii noch angezogen. Tröpfchen rom Radius 

AnbtT der UwXbamMk md Vbjttk. UL BsOw. ÜX. 19 
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besv. wfirdcn ilygfa iiadi der daxgdegten Theorie 
mit eioer Kraft abgeetoliea werden, wddie die Sdiwerkisft der 
am dae Zehnfache bexir. B^Mdertfotke fibertriilL 

Au diees Theorie and tob Lebedew') und Arrhenim^ S< 
gesogoi worda snf di« Koiutttntiim und BUduig der KomeCemd 
Ehe wir ihrem GedeakengiBge lolgeD, wollen wir die Bedixi( 
prüfen, unler denen die eriialkenen BeeoHate gflltig nad. 

Der in (7) fSr die resultierende EnA F m^gaatellie Aoedn 
miter der etübchweigenden VoiMimetnmg gewonnen worden, d 
beeinflnftte Kugd rom Badioe |i die guiae von ihrer ÄquiTaleB 
p'ar abge&ngene StnUnngsenergie anch thataichÜch abeorbierl 
weder Energie refldEÜert noch heftgL Die ersfcere Bedingung ist 
&Ua die Kogel im KirehhoffaeheD Sinne abaolut zäacairM u 
sweiten Bedingung wird aber nnr genügt, weim die Dimenei 
Kugel groJa tat gegenüber der Lange der anf&Uenden WeUea 
wird F=0 gemSia der obigen Tlieorie nnr für den Fall, d 
Kugelradim etwa 1 |i betragt, alao tqu der Grüiaenordnnng der 1 
länge der «w^'rimalaw StraUongwnergie der Sonne iat Beka 
liegt das Energienuudmnm der Sonnenatiahlung nach den Vea 
Langleys im gelbgrünen Teil des Normalspektrams, für da 
naser Auge am empfindlichsten ist Und soll die Abstofirong < 
aiehung überwiegen {F < 0), dann moJa der Kogeliadiiia aoga 
1 f( herabsinken. Gerade bei so kleinen Kügelcihen aber d 
flofs der Beugnug an sich bemerklich an machen, und dieser 
nmsomehr, je kleiner der Kugelradins im Vergleidi aar WcU 
wirdL Da aber a priori klar \9iy dafs bei genügender Kleinh 
bengeuden Schirms die Liehtbeweguug um denselben heramgeht 
anch im „geometrischen Schatten" Lichtenergie vorhanden ist, 
jene einfache Theorie unter Vernachlässigung der Beugung ge 
auf gültig zu sein, wo sie anfangt bei ihrer Anweadnng auf die '. 
der Kometenschweife interessant zu werden. Diese Theorie leb 
die Abetofsnng mit abnehmender Gröfse des Kugolradius stetig 
aus den bektinnten Erfahrungssätzen der Beugung kann man srl 
dafs dagegen bei sehr kleinen Kugelradien der Ätherdruck wiei 
schwinden, die resultierende Kraft F also positiv werden i 
Schwerkraft über den Strahl ungsdruck wieder überwiegen niul 
Urteil über die Gröfse der Tröpfchen, bei der die Abstoiöuijg 



1) r. LebeUew. Rapports »u Congrüs luteruat de Phfs. Paris, t 
Villars, 1900. 
i) a. a. 0. 
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in die Anziehang flbergehi, kann man aber nur durch eine genaue 
Theorie unter Beracknchtigung der Beugung gewinnen. Dieae Theorie 
iat kflniich Ton K Sehwaraiehild^) gegeben worden. 

Die Theorie rou K. Sr/ncarzschild: — Um einen mnximaJen 
Wert für die Druckkraft zu gewinnen, stellt Scbwarzschi Id iu der 
citierteii Arbeit seine Berechnung hu unter der Vorausnetzung, dafs 
die beeinflufste Kugel eine absolut spiegelnde Oberfläche hat. Wie 
schon erwähnt, erfälirt eine vollkommen spiegelnde Ebene bei senk- 
rechter Incideuz einen doppelt so grofsen Druck wie eine vollkommen 
absorbierende, sch^sarze Ebene. Gleichwohl lehrt eine einfache Be- 
rechnung, dafs eine vollkommen gpiegelnde Kugel vom Küdius^», welcher 
grofs im Vergleich zur Wellenlänge ist, genau denselben Druck 
erfährt (p-jr) wie eine ebenso grofse schwarze Kugel. Nach Sciiwarz- 
schild ist also der Druck auf eine spiegelnde Kugel vom Kadius q 
gleich Q^TcEf wenn E wieder die im Volomenelement enthaltene 
Knergie ist. 

In dem anderen Orenzfall, • der Kngelradins p stJbsi ff^en die 
WelietUänife noch klein ist, wird der Atherdruck dagegen: 

(8) rüj,'^,£. 

Für den Grenzfall, dafs der Kugciradius sehr klein im \ ergleich zur 
Wellenlänge wird, berechnet SchwurÄSchild auch die Intensität des 
difi'us zerstreuten Lichtes und findet das von Lord Kayleigh') für 
durchsichtiijr Kürperchen abgeleitete Resultat, dafs diese Intensität um- 
gekehrt proportional der ricrteu Potenz der VVellonliinge ist. 

Am interessantesten sind die Ilesultate für Kugeln viui der Gröfsrn- 
vrdmwfi <trr Wcllcnlängey welche in der folgenden Tabelle wieder- 
gegeben sind. In ihr bedeutet V da.s \ erhältuis des wirksamen Ather- 
druckes D zui uuii allenden bezw. abgefangenen Energie xq'E'^ aufscr- 

dem iat snr Abküiznng p — gesetzt worden. £b wird demnach 

daa YerbaltniB F gleich 1 für lehr grofae Engeb, wahrend es für lehr 
kleine Werte von ^ laut GL (8) gleich wird. Amsh für diese 

Chrolae sind einige Werte berechnet, welche zeigen, dala der Ausdruck (8) 
fOr alle Werte Ton ^ 0 bis ^ « XI12 noch ziemlich richtige Resultate 
liefert 



1) K. Schwarzschild: ,|J)er Druck dos Liclitfn suif kloine Kugeln und die 
Arrbeniassche Theorie der Kometenschweife." Mönch. Akad. Ber. 1901, Heft III, 
p. 293—338. 

2) Lord Kayleigh. Philoa. Magazine 1671. 

1>* 
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U. Lummm: 
Tabelle. 



« 2 p» 
i 


1 


1, 

1. 


KV. 




}/2 


2 


4 






0,16 


0,22 


0,32 


0,45 


0,04 


ipJ7 




j 0,018 


0,35 


1,07 


2,42 


2,10 


1,31 


1,22 




0,018 


0,29 


4,67 








1 



AuH ilicsor Tiil>ellt • rkeimt mun aufserdem, dafe der aus der eia 
Thonrie gefolgerte Druck D {rrxE oder F= 1 mit feiner 'tenat 
von -■">"„ etwa bis lierah zu Kugeln von % Well^'Tiliiii-i ti 1';m]ius n 
\V»'rtf liefert. AUgemein gilt dalier: ,,T)üs \'erii!iltius V des wirk 
Druckes zur aufgefangenen Euergienienge Q':fE steigt von de 
grofse Kugeln urütigon Wert Eins langsam an, wenn man den 
radiu8 verkleinert. Ist dieser bis auf etwa % Wollenliiuge ges 
so erfolgt ein rapides Anwachsen von V, welches bei Welle 
Itadius zu einem Maximum gleich 'JS^ führt, ßei weiterer Verkleii 
von Q sinkt V noch rapider ab, als es vorher angestiegen ist 
Q ^ A/10 ist es bereÜH wieder unter die Einheit herabgesunke 
nimmt alsbald verschwindende Werte an.'' 

Mit Hilfe dieses Kesnltates und unter der .\unahme, dais < 
samte SonmeDstnüilang ans gelbgrOnen Wellen besteht („Nonnr 
dafs das spesifische Gewicht der Kngelmaterie gleich 1 ist, and d 
Solarkonstante 2,5 betrSgt, zieht Schwarz sc hild folgenden wie 
Sdildk auf das YerhSltais W der Dnickkraft stir Schwerkrai 
NonuäfaU wtrd der Drud^ des SannefdicMes ^ekh der Schcerhn 
hatd der Kuffdradim bis auf l^^ö X oder 0^5 n kerabsinkL Bei i 
Verldeifieruiiiff der Kugd utädhat der Drudt iä>er die Sdußerhrafl . 
bis er sie hei einem KußdradiiHS von 0J5X'^0fi9(i um dtts : 
übertrifft Von diesem MaximakBert smkt der Dntdt sAmeU 
md wird bereits für den Kmgdradws OfißX « (^,035 wieder der t 
kraß gleidif um sich da$m rasdi der NvH eu ftöftem. 

In Wirklichkeit bestellt aber die Sonnensinliliuig aus Well« 
OfoJaen. Unter BenntKnng der Lang lej sehen Messongen fil 
Verteilung der Energie im Spektrum der Sonne erhalt Schwarz 
das Resultat^ dafs infolge dieser Energiererteilimg der Haztinalwe 
des Verhältnisses TT anf die Hälfte des f&r den Normal&ll g 
Wertes, also auf etwa 10 reduziert wird. 
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7. Ämcendung der Äfherdrucktkeorie amif die GrstaU ätr Kometen. — 
Auf Gnmd der TOigetragenen TLeorie vom Athefdruck arbeiten sieh 
also stets die Massenanuehiuig infolge der Schwere und die Abstorsung 
infolge der Tempenktnratrahlnug entgegen^ and die Reraltierende beider 
Krifto hängt bei genfigender Entfernung beider Korper von einander 
lediglich ab Ton der GxSfse tmd dem spezifischen Gewicht der Körper. 
Denken wir nna also eine Strahlangsquelle, s. B. die Sonne, und aolser 
ihr in genügender Entfernung eine Kugel von gewisser Masse mit der 
Anfimgsgeschwindigkeit Noll gegeben, so wird diese Kngel zur Sonne 
in geradliniger Bahn angezogen werden, frei schweben bleiben oder 
Ton der Sonne in geradUai^;^ Bahn al^pstoliMn werden, je nachdem 
die Resultierende awischen der Schwerkraft und dem wirksamen Äther- 
drock positiT, gleich Null oder DflgaÜT ist 

Hat aber die Kugel eine Ton Null Terschiedene Aniangsgeschwindig^ 
keit, so wird die Kugel in einem Kegelschnitt sieh der Sonne nShem, 
in der anfSng^chen Bid&tnng geradlinig weiter eilen oder in einer 
Hyperbel Ton der Sonne sich entfernen, je nachdem, die Sdiwerkraft 
grofser, ^eich oder kleiner als die Druckkraft der Sonne ist 

Die Planeten unseres Sonnensystems bew^en sich in Ellipsen um 
die Sonne, in deren einem Brennpunkte die Sonne steht Die Besul- 
tierende beider wirksamen Kräfte ist hier also paUio; thatsachlich 
lehrt eine einftche Berechnung^ dafii bei aUen Körpern Ton der Qidlke 
«der Planeten die Dm<äkraft gegenüber der SchweAraft yerschwindend 
klein ist Ob der Ätberdmck mitwirkt oder nicht, kommt in diesem 
Falle piaktiseh anf dasselbe hinaus, und die aus den Bahnelementen 
unter Zugrundelegung des Newtonschen GiaTitationsgesetaes be- 
rechneten Massen der Planeten dürften kaum geSndert werden, wenn 
man aufeer der Schwerkraft auch die Druckkraft der Strahlung be- 
rücksichtigte. Dies ist anders bei einem Körper Ton so geringer Masse, 
dals gerade eben noch die Resultierende beider Krifte positiv bleibt 
Hier dürfte die Aulsenchtlassung der abstolsenden Kraft und die 
alleinige Berücksichtigung der Newtonschen Schwerkraft zu fcdsfätm 
Resultaten in Bezug auf die Mane der bewegteu Korper fBhren, eine 
Folgerung, welche meines Wissens noch nirgends hervorgehoben 
worden ist 

Wie grois die Druckkraft gegenüber der Schwerkraft ist, liÜst sich 
schlechterdings nicht sagen, wenn nicht aus anderweitigen Daten die 
Qröfse des bewegten Körpers und seine Didite bekannt sind. Denn da 
beide Kräfte dem gleichen Entfemungsgesetz gehorchen, so behÜt ein 
KÜrper seine planetarische Bahn um die Sonne dauernd bei, die er 
einmal infolge seiner anfäugliohen Geschwindigkeit und anfSnglichen 
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Entfeninnjj Ton der Soiino unter dem Emflufs der ResultiereiKteu 
beiden Kräfto iiii^eiioiiiuien hatte, nir Ibin fiuch dir IxcsultirrctK 
Da die liesultierende aber erst bei Kfirprrn von der GnUVenon 
der WeUenlanpe des wirksamen Lichtes Null wird, go konnte di 
heripe Nichtherücksiclitifzunp' d'^s Struhlung^sdruckes keinen wesent 
Schaden anricliten. Die i-vinlüliruiig des Strahhinj^sdnickes ii 
Afitronomie hat also die ^iiusti^'e Folge, au th«n bislierij^eu astronomi 
Erkeiiut>iii88en praktisch niclits /.u iiudem, während sie geeipi» 
binlier rätselhafte Erscheixiimgeii anfanklaren und aof bekannte 
gilnge zurückzuführen. 

Dahin gehören die • i'^entOmllchen Erscheinungen, welch 
Kometen darbieten. Um die merkwürdige Gestalt und Richtuu 
Kometenschweife zu erkliireu, mufste man eine ahstofsendc Kraf 
führen, welche dem Gesetz von der Massenanziehung derartig ' 
spricht, dafs man sie elektrischen Ladungen zuschreiben zu n 
glaul)te, ohne freilich für diese Annahme genügende Anhaltspunl 
haben. Nach den Berechnungen von Bredichin'i muTs die absto 
Kraft der Sonne die Schwerkraft um das 1,5- bis 18 fache übert 
will man auch die gestrecktesten Kometenschweife erklären. U 
von der Sonne auf die Schweifmaterie ausgeübte Abstofsung m 
der Atherdrucktheorie zu erklären, braucht man nur anzunehmen 
die Kometenschweife aus lauter kleinen Körperchen oder Küi^« 
bestehen. Da bei diesen das Verhältnis von Anziehung infolg 
Schwere und von Abstofsung infolge der Sonnenstrahhmg led 
eine Funktion der Gröfse und des spezifischen Gewichts der Sc! 
materie ist, so wird die Eesultierende für die ▼erschieden g 
Korpercheu eine gans T^chiedeiie sein. 

Denken wir uns einmal, es werde eine in elliptischer Bah 
die Sonne eilende Weltkugel durch irfjeiid welche Einflüsse kleine 
kleiner. Dann ändert sich infolge Abnahme der liesultierenden 
wirksamen Kräfte dauernd die Bahn, diese geht in andere und f 
Ellipsen bzw. Kegelschnitte über, bis bei genügender Kleinheit die 
in tangentialer Richtnng zur augenblicklichen Bahn forteilt^ um be 
kleinerer Gröise in einer Hyperbel konvex zur Tangente von der i 
abgestofsen zu werden. Dteie nach einander folgenden Zoatände w 
ichzeitig eintreten, wenn ein in elliptischer Bahn um die I 
kreisender Körper plötzlieh in Stücke der verschiedensten tiröHw 
lallt Alle diejenigen Teile^ welche genOgend grols sind, werdtM 



1 Bri (h'chin: „R<Jviuon des valeun numäriqae* de la fovoe 
Leipiig, Vor«. 1886. Ann. de TObierv. de Meaeou 1886. 
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ttrsprOngUeheii Balm folgen. Welches irt die Grolse dieser Stöcke? 
Nehmen wir an, imaere Astronomen könnten die Änderung einer Buhn 
tms ihren Zeitbeetimmongen etc. merken^ faUs die Schwerkraft sich 
nur tun jö2öö ändeitei dann würden ftlr die Aslronomen alle diejenigen 
Teile der nrsprOnf^ioheiL Bahn fb^en, deren Badina grolaer als 1 cm 
ist. Dabei ist das spezifische Gewicht ^eich 1 geaelai Alle kleineren 
Stfieke werden andere Bahnen einschlagen nnd swar ebenfalls Ellipsen, 
bsw. ParabehL nnd Hyperbeln von immer grofserer Exeentnzitat| je 
naher ihre Radien dem kritischen Wert liegen, ftir welchen die Besol- 
tierende J' — 0 ist. Es findet dannatih eine Stremmg ML Die Teilchen 
mit dem kritischen Radius eilen in tangentialer Richtung sur ursprüng- 
lichen Bahn fort nnd trennen diejenigen Körper, weldie auch nach 
dem Zerfidl der Zentralbewegung um die Sonne folgen, von denjenigen 
Teilchen, wdohe sich mit der Zeit dauwnd von ihr entfnnen. Zu den 
sbgestofsenen Teilchen gehören alle diejenigen, fltr welche die Reenl' 
tierende negativ ist, also nach der Schwarzschild sehen Berechnung 
nur diejenigen Körperchen, deren Radien zwischen l und 0,15 X 
gelegen smd, welche Strecke wir als „kritische Zone'' bezeidmen 
wollen. Bei den noch klemeren Teilchen soll wieder die Schwerkraft 
überwiegNi, sodafs auch sie elUptisehe bzw. paiaboUsche und hyper- 
bolische Bahnen um die Sonne beschreibm mülsten. 

Zerfallt also ein Planetoid in einen Haufen von Köiperchen jeder 
Grolke, dann wird sich im weiteren Verlauf ein Komet mit »Kopf und 
„Schweift bilden mflssen. Alle Teilchen, deren GiÖlse oberhalb und 
unterhalb der hHHsehe» Zone gelten ist, werden in den ▼erschiedensten 
Kegelschnitten ihren Weg um die Sonne fortsetzen, und Ton ihnen werden 
nur diejenigen die ursprüngliche Bahn beibehalten, dermi Radius gröfser 
als 1 cm ist. Diese bilden den „Kopf" des Kometm* Alle Teilchen 
dagegm, deren Radien innerhalb der „kritischen Zone^ liegen, werden 
aus dem Verbände ausgestolsen und solange von der Sonne fortgetrieben, 
bis sie durch irgendwelche Umstände so klein geworden sind, dab 
auch fOr sie wieder die Schwerkraft überwiegt. Dann verwandelt sich 
auch bei ihnen wieder die Abstoisung in eine Anziehung und sie eilen 
in Kegelschnit&urven der Sonne zu. 

Ob der Strahlungsdmok auch eine Rolle gespielt hat bei der 
Bfldung der leuchtenden Naehtwolken, welche man nach dem Aus- 
bruch des Krakatoa 1886 in enormen Höhen beobachten konnte? 
Auch sie sind jedenfaUs von soidi winzigen, an Staubkemen konden- 
sierten Wassertropfchen gebildet gewesen. Die herrlichen Dämmerung- 
erseheinungen, welche durch die Krakstoastaubwolken in der NShe 
unserer Erdoberflache damals herrorgerufen wurden, lassen ebenfalls 
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0. Lraam: 



auf die Kleinheit dieeer Partikeicheu Ton der Grö£9e der Weileuli 
schlielseii. 

Auch dürl'to aus dieser Atherdruoktheorie hervorgehen, dals 
Sonne zwar ihre kleinstt'ti Partikelchou, z. B. kondonsiei-te Damj'i 
Gasteüchen^ weit ron sich fortzuschk'iidern vermag, dafs aber gl« 
wohl diese schliefslich wieder zu ihr zurückkehren werden, wem 
eine gewisse Kleinheit überschritten haben. Nur diejenigen Körperc 
deren Gröfse innerhalb der „kritischen Zone" liegen, und welche t 
Gröfse beim Passieren der Sonnenatmosphäre auch beibehalten, we 
dauernd abgestofsen und eilen in den unendUchen Weltenraum hii 

Denken wir ims nun einen am Himmel auftretenden Kom 
durch Zerfall eines Körpers entstanden, so wird er den oben gesckilde 
Proasels von neuem durchmachen, sobald er der Sonne nahe gt 
kommt. Infrdge der Sonnennähe wird notwendig durch die enc 
Strahlung der Sonne ein Zerfall der Kometenteilchen eintreten, nn 
wird eine Streuung bezw. Schweifbüdung in dem gesehüderten S 
Btaitfinden. Thatsächlich beobachtet man auch, dalB sich der £oin< 
schweif bei Annähenmg an die Sonne oft ins Ungriteure rerläni 
wobei gleichzeitig f^eine Helligkeit bedeutend amnunml So konnte 
Komet Yon 1882 selbst am hellen Tage gesehen werden, bis sein 1 
in der Sonnenscheibe verschwanden war! Findet aber in der ^nn 
nahe ein derartiger Zerfall in Teilchen der verschiedensten Gröise & 
dann ist waeh eine notwendige Folge, dafs der Schweif von der S< 
ahgewmiet sein toxSm* Je weiter sich der Komet von der Sonne 
femt, um so geringer wird die Einwirkung der Strahlung, bis C 
haupt kein Zerfall mehr eintritt. Gleichseitig weichen dir Bahnen 
verschiedenen Teilchen immer mehr von einander ab, und die F 
davon ist, dals schliefslich nur noch die den Kopf bildenden gröls 
Stücke beisammen bleiben. Bei mehrfacher Wiederholung dieses 
fidiprosesseSy denen die prrwdisch wiederkehrenden Kometen natürlic 
weise tmterwoifen sind, muis somit eine Anfiatong des Komete 
einen Stemschnuppenring eintreten. 

Es ist jetzt nur noch die Frage zu diskntieten, ob in den 
obaehtet^^n Kometen Kdrperchen von der Dimension der Wellenli 
und darunter TOrkommen. Diese Fr^e ist zu bejahen, da mau ( 
Aulafs hat, anzunehmen, dafs der bewegliche oder gleichsam „tiücht 
Teil der Kometen aus Kohlenwasserstoffen besteht, die sich in F 
feinster Kügeichen an kosmischen Stanbpartikelchen als Kondensati 
kerne niederschli^jen, Durch Zersetzung der Kohlenwasserstoffe wei 
diese Kügelchen zumal in der tSonneimähe verdampfen und sich 
kleinem; die ansgestolsenen Dämpfe der höher siedenden Kohienwsf 
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Stoffe weiden sich wieder kondennaen, erentaeU reinen EoUenatoff 
oder Rufii abecbeiden, nnd so dürfte tieli die Sehweifbildnng, die 
Schweifriditung und die Sehweifverliiigenuig bei Anniherong an die 
Scnme leicht erklären. Nur ein Widersprach bliebe noch zn losen. 
Wahrend nimlich Bredichin Ans der Fonn der gestrecAteBlien Kometen- 
schweife auf eine Abstolsung schlielaen zu mfissen ^ubt, welohe die 
Schwerkraft um das 18feehe flbertnfil^ ergiebt die Sehwarssehildsohe 
Berechnung fttr das VerhSltnis beider Enilte bestenfalls die Zahl 10. 
Dabei ist aber zu bedenken, dab das spesifisehe Gewicht der Eohlen- 
wisserstoffe nur 0,8 betragt, und dafs femer die Solarkonstante nach 
Langley gleich 8, nach Angstrom sogar ^eich 4 au setsen ist, während 
öe bei der Bereitung ron Schwarasehild nur gleich 2,5 angmommen 
wir. Auch dflrfte die Sonnenstrahlung im freien Äther an Liiensitat 
diqenige in der Nahe der Eidoberfliche noch übertreffen. Aus alledem 
glaube auoh ich, daß die Zurüdtfiikrung der an den Emeien hedbadUeten 
Jhttofsungskräfte auf den Lrudt der SotmensMihmg im Berekh der 
MSgUdikeU hegt, und dafs die KomeienAeorie mm Lehedew und 
Ärrhenius emsler BeaMmg ufert isL (Forle, folgt.) 

Charlotteuburg, im Juni 1902. 
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RezensioneiL 



Jacques Hadamard. La sörie de Taylor et son prolong«oiakt 

lytique. Paris C. Xaud 1901. VIU und 100 S. 

Das Priii/i]> dri aiuilytisrhen Fortset/nnp einer Potenzreihe nii 
geheueu Ki'ftn/,ienteü war durch Weiers trafs uud Meray zwar vollko 
definiert uud in seiner grundlegenden Bedeutung für die Fuuktiunc 
seither allgemein anerkannt worden; im Grunde genommen ist man 
Jahrzehnte lang fiber jene DefinUiom selbst nicht hinansgekommen: es 
durehauH an analyti'^elien Hülfsmitteln, tun dieselbe ftir die weitere 
hildung der allfremeinen Funkfiononlchre ausreichend nutzbar zu m 
Herrn Hadamard gebührt das Verdienst, dnrrh seine 1892 publ 
Abhandlung: J\s,'^ai sur Vt'ludt dts fotictions donme.s jnir Imr dvcdoy^ 
de Taylor^) dem fraglichen Probleme in iiiTserst erfolgreicher Weise 
getreten lu sein und zu weiteren Untersuchungen in dieser Bichtut 
geregt zu haben. Er bat sich neuerdings der dankenswerten Mfihe 
zo^on. dio in7.wi*5r-hrn nifirlitiq' anf^pwarbsprif T/itl-Tntur ühiT d^rt frap 
(!<'l,'fri--taiid zu sichten und die bisher gewonnenen Ergebnisse sam 
Methoden, welche zu ihnen geführt haben, in übersiehtlicber und an 
lieber Weise msammenzufossen. Bei dem allgemeinen und aktuellen 
esse, welche diese H.Mhe Sehrift zweifellos beanspruchen darf, ms 
folgende, von einigen kriti^' bm Hemerkongen (in Form von Fufsnote 
gleitete, gedrängte Darsffllunu iiiros wesentlichen Inlialts manchem 
dieser Zeitschrift vjpllpirht nirht nnwillkomraen erscheinen. 

I.') Von dem Begritie der /tol<rmorphen (nach Cauchjs Termin« 
8ffHekti8tAm\ d. h. wohldefinierten und im kompleien Sinne diflferensie 
Funktion f(x) ausgehend, gelangt Herr H. vwmittelst der Gaucb.^ 
Darstellung von f{x) durch ein Tvandintegral zur Taylorschen Rrih 
hiermit zum Begriffe der atuUiflischm Funktion im Weierstraf 
Sinne.*) 



1) Joum. de maih (4) 8 (189.J), p. 101—186. 

2) Die Niumoeni I bis X des Textes entaprecfaeB den zehn Kapite 

H.schen Baches. 

S) Unter den iSingnUiritäten, deren eine tmalyUmite FunkHon f^hig '\»\ 
Herr II auf S 9 auch solche an, welche in einem Flnt'hetiatürkr ülierall dicht 
U^diatribuees dang du aires singulieref'). Diese Auadruckaweise scheint mi 
korrekt; xnm mindMten wideniprichf; nie der im allgemeinen aceeptierfcen ^ 
strar«ch''n n<'''iiitiün ilfM* siiKjidäirn Sfrllm fintT analj'tischen trinkt 
(rr^nzBtellen des Stetigkeitsbereichs iMath. Werke B« p. 16). Singuiäre ± 
üiidse können daher sehr woU fflr einen arMbietwdIen Aufd/mA^ mda a 
eine otialyiMefte FtttiAftofi vorhanden sein: hier erscheinen lediglich die 
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II. Wird sodann eine Tay lo reche Beihe ^ (a? [ «) = ^a»i — 

mit emlltdiaw Konvergentkr^ C als FutüctiomdemeiU nur Definition von 
f(x) zu Grnnde gelegt, so entitebt zonftchst die Hanpt^ge: Benta&t f(x) 
überhaupt eine analytische Fortsebnmg und, wenn dies der Fall ist, wie hat 
man oine Stelle ß innerhalb C zu wilhlcn, damit ^ {x | a,ß) mit Sicherheit 
eine sDiche liefprt? Da aber die Möglichkeit, mit Hülfo einer solchen 
„ahgchiiftcn" Reihe (:r | a, |5) den Ki-eis C zu überschreiten, ein/.ig und 

allein davon abhän^ ob $ (:r | a) in der Verlüngei-ung der Linie aß auf C 
eine mutffMre Stelle besitzt, und andererseits die Beredmung und Diskussion 
yon f{x) mit Hülfe einer Reihe von der FcHrm | a,^), zumal bei 
weiterer Fortsetzung des fraglichen Verfahrens, auf unüberwindliche Kom- 
plikationen führt, so resultieren aus der obigen Frage sofort die folgenden zwei: 

1) Wie bestimmt man aus dem Bildungsgesetzp, genauer gesagt, aus 
gewissen Grtnseigensrfiaßm der Koeffizienten tt,„ die auf C gelegenen und 
eventuell aucli die sonstigen shignlarvn Stellen von /'{^'j'- 

2) Welche analytischen iiüJt'snüttcl stehen aufser dem angedeuteten 
t^hkUungsprotess^ me VeifÜgung, um f{x) aufserhafb C tn definiezen 
bezw. zu berechnen? 

Die Beantwortong der Frage l), welche naturgemäfii deijenigen von 2) 

voranzugehen hat, bietet anßserordentliehc Schwierigkeiten, wenn man be- 
züglich der Auswahl der a,„ vollste Allgemeinheit walten Iflfst. Andererseits 
gewinnt man nur Resultate vprhHltnisraafsig speziellen Charakters, wenn 
man die Om iu der Weise eiuüchriiukt, dals nur besonderu, relativ einlache 
SingularitSten auf C sum Vorschein kommen. Ein befiriedifpender Mittelweg 
zwischen den veischiedenen, ans diesen beiden Oesichtspilokten entspringenden 
Methoden ist bisher noch nicht gefunden worden. 

nL Die zur Beantwortung der Frage 1) zunächst erforderliche Fest- 
stellung des wahren Konvergenzradins B von ^M,„af* liefert der bekannte 
Ganchysdie Sats, wonadi allgemein: 

(1) i2 = li^|ya„.f") 
nnd $pt»ksU: 

(2) J?«lim!^', 

ftdlen ds »mguläre, wfthrend f{x\ im Innern flberhanpt ntcAl exitHkH, Für den 

Ausdruck „airr sitiguliirt'''^ wäre daher zwcoknui fsiger die soutüt fil 'liehe 'auch von 
Uerro H. auf p. 5 als gleichbedeutend gebrauchte) Bezeichnung ^pace lacunaire" 
sn enbetitnieren. 

1) Herr H. 1>edient sieh zur Bezeichnung des oberen Limes („limite mpc'rieure 
petur m infini**) der von mir eiiigefShrten Schreibweise: Im m». Wenn aber auf 

macD 

p Ifi, Fiifsnofe 3' gesagt \-. in!, daf^ in anderen rntersuohun^ren lim»,,, dasjenige 
XU bedeuten habe^ waa wir oben Grenze der Um zu bezeichnen pflegen, so 
will mir dieser üras Infflent «ncweckmftfdg encheinen. Ich denke, man sollte 
das Zeichen lim durchaus für einen wirklichen Lini'S CretKirrrt. IJäiifutujssfdle 
reservieren und inabesondere alles vermeiden , was zu einer Konfusion der defi- 
mtioosmUau streng jjesc^edeoen (ef. £ncyklop&dic p. 72) Begriffe: oberer Ximes 
Qod obere Uttnse beitragen könnte. 
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falls dieser lettie Gieustwert existiert. Existiert überdies auch lim — 

so ist Xq allemal eine sinffttlüre Stell»' (FaTtry\ aVier Irineswegs (w 
allerer, von Herrn Lecornu falsch formulierter und uuzulänglich hewi 

Sats besagt) die emtig» auf C gelegene (Beispiel: $ (jc) — + lg (1 

Ebensowieiug bcaiichti wenn die Hmti^ smgnlire Stelle von 

]j]n — ?^ ni ezistiereo (Sati tob Hadaraard: Kap. TU, 2). 

Ein zweiter Fall, in welchem die Koeffizienten unmittelbi 
Existenz einer bestimmten singiilären Stelle, nämlich x «= /2, erkennen 
ergiebt sich , wenn die zum mindesten für m ^ dnichweg rce 
^Osind.») 

Znr Aufstellung eines allgemeinen Kriteriums daf&r, ob eine bosti 
auf C gelegene Stelle Xq fflr f (j) = 1^ i A eine reguläre bezw. sh, 
sei — wobei ohne wesontlichf» BrscliriinkiinLr dnr Allppirioinheit a 
R = \ und zunB<*hi!it am h Xq — 1 angenommen werden kann — 
sodann die Bemerknng, dafs das eine oder andere der Fall ist, je 
dem bei positivem ^ < 1 der KonTertgensradins tob $ (je | 
l-f»/ 1 |-* 

lim 1 y — /•<"■> {ß} ! > (1 - /S) bezw. — (1 — /3) austUUt. Die hiera 
die mtendikkt Heihe 

(3) ii/*^'"wl= ^" ~ 



entspringende, schwer diskutable Bedingung lädst sich dorch Aussch 
der Ar den fraglidien Chwnswert als unwesentlich sich erweisenden 
in die entsprechende für: 




(wo p emlKcA) 



transfonnieren und Ar die eventneU« Feststellung des slNgFultfren Gh» 

▼on x^l bezw. (mit Hfilfe dar Substitution von ß - tf^' ftlr ^) von x 
verwerten f Tlrulamard). Eine weitr-ro Vereinfachung des fraglichei 
drucke« gewinnt HeiT Fabry dun'h Aufsuchung des Noxmud-TcYm^. (v\„ 
und Division mit diesem letzteren. Indem er sodann zunächst die 
In den Voideiignind stellt: „Wann ist der Punkt je » 1 ein regidärm 
langt er durch Benutinng des ümstandes, dafe ein reguHäftr Punkt 
memals is<>li>rf anftroten kann, sondern stets die Existens eines aus 
r^fiMrm Punktea bestehenden C-Bogem erfordert, au «nem allge 

1) Die hierauf bezügliche Zitatnummer (84; auf p. 20 wäre richtigei 
(86) 7.U ersetzen: in (84) wird lediglich der von mir in bewiesene, fl 
zuerst wohl von Herrn Vivanii in (iS7) ohne fieweif benfltske Sats auf Ftm 
zweier Variablen übertragen. 

2) (t)„. bedeutet dea von Hemu H. mit bezeichneten Binonual* 
zienten: - — ' 1~ — ** "i" ^) . 
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Theorem, weldies dann in zahlreichen Fällen erkennen ob der Punkt«— 1 

bezw. auch x = e*" ' ein singulärer ist Die Existenz solcher regulärer Jitigctt 
erweist andererseits Herr Leau, indem er vermittelst des Ausdruckes (3) 
von der Regulahiät einer unbegreu/.Wn Folge vou Polenzreihen auf diejenige 
einer in bestimmter Weise daraus zusammengesetzten Poteuzreihe schliefst, 
nnd gewinnt auf diese Weise anliwr ▼endiiedenen, sehon von Hemi H. 
auf aodezem (s. VH) bewiesenen Sätzen das bemerkenswerte Resultat, 

da& Poteiunrelhen von der Form ^ <p • af", ^ g (m) • af (wo tp (t) 

regulär für < = 0, g {t) eine ganze, bezüglich ihres Unendlidiwerdens für 
I <| oo an gewisse Besehrttnkangen geknüpfte Fnnkttoxi) auf dem Einb^dts- 
kreis owsscMm/UIcA die singnlSi« Stelle 1 besitaen. 

Ein vorteilhafteres Kriterium zur BeurteUnng des regolären bezw. 
singulären Verhaltens von uls rJas aus (S) resultierende, niimlich 

ein solches, das von vornherein nur eine endliche Anzahl von Om outliült, 
ergiebt sich durch geeignete Substitution einer neuen Veränderlichen für ar, 

insbesondere mit Hülfe der bekannten Eulorschen Transformation*): ^"^4^ 

(Fal)rv, 1^ Lindelüf). Dieso Methode gestattet, einen grofsen Teil der 
zuvor erwähnten lie.saltate merklich einfacher abzuleiten und in mehrfacher 
Hinsicht zu erweitem. 

IV. Auf die ExistüUü vou Potenzreihen, für welche jede Stelle des 
Konvergenzkreises eine singulüre ist, und die somit überhaupt keine ana- 
tjÜBcbe Fortsetzung besitsen, wurde man Mutni^) anfinerkBam dnreh das 
Yeriialten gewisser Modulfunktionen und sodann durch den von Weierstrafs 



1) Ich 8elb«t halx' in einer vom November 1897 datlerton Arlieit (Math. 
Ann. 60 [18ü8J, p. 4ö8; zuerst aul den Nutzen die.scr Transformation für die Tiieurie 
der analjtiechen FortBetzung aufmerksam gemacht und dieselbe a. a. 0. für ein 
F]>e7ielles Problem der vorliegenden .\rt verwertet. An dem Ahsddusse der dort 
ausdrücklich angekündigten, bcreitb vor längerer Zeit begonnenen aJlgemcineren 
Unterauchungeu wurde ich leider damals durch meine Mitarbeit au der Encyklo- 
pfidie der Math Wiss. verhindert: im Jahre \W.m erschienen dann bereits dit> voll- 
kommen gleit he Ziele verfolgenden Arlxnteu der Herren Fabry und Lindulöf, 
welche völlig unabhängig von mir, und, wie es scheint, att«ib von einander, auf die 
Benutzung des niuTili^-hpri 'iriinrfnr»><laiikens verfallen waren. 

2) Diener, wie mir scheint, viu Herrn H. nicht genügend hervorKubobeue 
(vielmehr durch die gleichzeitig Erwähnung der viel neueren ^(OmetUtn» fumtknne^ 
einigermafsen verdunkelte) Thatbestand ersclieint mir dnntm von besonderem 
Interesse, weil er ein überaus lehrreiches Beispiel dafür bietet, wie gewisjae ein- 
fache, ja so zu sagen BelbstversttndUche mathematische Wahrheiten zuweilen aut 
ftnsaent komplizierten Umwegen entdeckt worden sind. Auch ha lte i ch es nicht 

fftr ganz korrekt, wenn Herr H. jenen Modalfunktionen die Beihe^^a"* ■ x''^ als 

ertUt Beispiel gegenüberstellt, an welchem die Nicht-Fort*etzbarkeit dirclf aus 
den Eigenschaften der Potemrtihe erkannt worden »ei. Auch hier beruiite diese 
Erkenntnis auf einem sonAchst ganz andere und zwar wesentlich schwierigere 
Ziele verfolgenden Umwege, dem Nachweise der totalen Nicht- Differenzierbarkeit 

der trigonometrischen Reihe cos (W eierstrafs, Math. Werke II, 

p. 222 = Bcrl. Berichte 1880. [.. 741), während das für die Erledigung der vor- 

Uegtnde» Frage ausreichende and typische Verhalten der JRotewnreihe^^a'^jB'''", 

wonach ^leidiseitig mtto;» 1 auch aUeEinheitswnneln der Poim jj^*"» 1 1,2, 8,. . .) 
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bemerkten l'mstand, daia der reelle Theil von ^^ a"x'' für t — e'' h 

eipneter Einsi hränkung voo a, b nirgends nach t differenzierbar ist. 
im Aubclilusüe hieran von verschiedenen Autoren aufgefundenen allgeme: 
Typwk mcht-diiSBreiuderlMrer trigonometrischer Bnhen (Dsrboai, Gellf 
Lerch^}), BOfwie von Potenireihen, deren Absolutwerte in der K&he 
Stelle von C nnbegrenit wiohaen (Lerch), liefern analog geartete Bei 

denen andeieraeite solche geganflbemtehen, die, -wie ^a^a^* (1^1 

Fredholm), auf C durchweg noch Derivirte jeder Ordnung besitzen, 
hiermit gewissermafsen die beiden äufsersten Möglichkeiten des frag 
Verhaltens be/^'irhn' t, /oigt » ino penatipro Überlegung, dafs die 
Fortsetzbar keil gera«lezu als Ikyd, die Foiibct&baiketi als spezieller Fa 
zusehen ist ( Pringsheim Borel, FabryV Als ein allgemeines Kril 

fiii- die Xii lit - Fortsetzbarkeil der Reihe ^^<i„X m ilndet Herr Fahr 

Bedingung lun (Cw-f i — Cm) i^deiu zuvor schon Herr Hada 

die engere Bedingnng; lim — > 0 angegeben und Herr '. 

diese letstere sa der folgenden erweitert hatte: lim — -^-7= — >> 

sin^f'irr Stellen stin müssen, erst später bemerkt wurtlo Ein»' fnt'^pri 
modifizierte, analoge Eigenachaft ist ja schliefilich auch für die von Weiert 
zvmftehBt mit Wime der T^rmwformathmlheorie (Werke n, p 226) ab nid 

setzbar erkannte Modulfimktion ^4 (0 | g) 1 -j- a^^wj'"' ganz direkt nachv 

1 

(cf. Meray, Bullet, des sc. math. (2) 12 (188HJ, p. 248). 

1) Hier fehlt der Name Dini, dessen wichtige (die wesentlichen, viel 
von Herrn Lerch angegebenen Typen «chon enthaltende) Arbeit: 8u oleum ft 
che in tutto un interralto non hanno mai derivata (Ann. di matem. (2) 8 
p. 121; vergl. auch: Fondamenti [187Öj, ^ 119 -129; im Litteratumachweiae hiiit 
zu zitieren ^cwe«en wftre. Aneh BoTlte wohl die unter Nr. {hl) zitierte 
hinter (26) eingeschoben werden. 

2) Der ei^M ntli lie Grundgedanke meines Beweises für den fragliche 
scheint mir niciu ^.ui/. exakt wiedergegeben zu »ein. Da ich die n&mliche 
^'uiiz zutreffende Darstellung auch bei Herrn Borel {Mein, sur les series diva 
iHi»9, p. 59) gefunden habe, so sei es mir gestattet, etwas näher hierauf ein/.u 

Nach HermH.undß. soll meinBeweiBetwafolgendermafsen lauten: l8t/"(j)=^ 

willkürlich vorgelegt, BO kann man allemal setzen: fix) y (x^ -|- (/" (j) — ; 
qp(x) irgend eine nidU- fortsetzbare Potenzroihe bedeutet. 80U 9,ho f {x) fort 
sein, so müssen die Singularitäten von qp ix} und if{x) — qp( J")) sich in hinroicli 
Mafse kompensieren, was nicht zu erwarten steht, wenn fix) wirklich will' 
gedacht wird. — In Wahrheit schliefse ich aber, wie mir scheint, weit priifj 

lülf.,'*MHit'rmaf»en: Man kann auf unendlich viele Arten aus f{x)=^^a^^ x 

nicht- fortf etzbare Hcilie qp (x) = ^j^p ^^"^ beraushebe^i;'\siA9inrk'^{x)==^ 

die Reihe der übrigbleibenden lerme, so kann f {x) ^ tf {x) {x) otfen1> 
fortnetzbar sein, wenn die a , a so ineinander greifen, dafs die Singula 

von qp (x) und ip {x) sich hinlänglich kompensieren^ was doch offenbar nur u 
i«t, wenn swiadien den a„ , a , , alm Behliefiilidi tSx die Gesamtheit c 

•cftr 4MSwl2e RelaUonm hestdien. 
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giebt aber aaoh sehr allgemeine Tjpen nicht-fortaetKbarer Beihen Yoa der 
Fonn ^ <p (m) »a^, wo die 9(1») durchweg von NuU vent^iedm imd ^(i) 
eine ofMi^üwAe Funktion too < iit.') 

V. Besitzt f{x) ^^jamixf" auf C einen etMigm, einfachen JPoi a, so 
igt allemaP): 

Der Satz ist uHdtMtar, wenn der Grenzwert (5) so ntttaade kommt, daft 
|iIm+i — OmI <l*f wo A < 0. Besitzt /'(or) inoerlialb oner gewisBen Um- 
gebung von X = 0 nur die (p -|- 1) einfa^hm Afe «j, • • a^^-i, wo durch- 
weg j tt, I <C «, -j I ' und eventuell auch rnchrpr»» «, /u je cinrni mehrfachen 
Pole ziisammeniaUen dürfeUi so tritt an die Stelle der iieiation (6) die 
folgeude : 

(6) lim iy^«H#i - K • «t • • • |~*. 

wo 7)», p eine aus Om, Om+i, dn+Sp zusammengesetzte Sjrmmetrieohe 

!)( ff rininante bedeutet; dabei kann noch lim durch Um ersetzt werdoa, wenn 

durchweg j < | cty^x j. 

Auch (licsfis Resultat ist untvr (/»»eigneten Einschränkungen umkehrbar 
und kann alsdann zur Charakttrisierung der auf C und, sofern sich in der 
Umgebung von C überhaupt nur polare Unst'ctigkeiten Hudeu, auch der 
omßeHktlb C gelegenen Pole dienen. 

Der Fall, dafs f(x) auf C aneh andere als polare Unetetigkeiten be- 
sitzt, kann nach einer im Prinzipe von Darboux herrfOurenden Metbode be- 
handelt wcnrden, bei welcher der Index der niedrigsten, unendlich werdenden 

Dcrivicrtcn und die Art ihres ITnendlichwerdmis den Ausschlag gipht üm 
iu dieüter Richtung möglichst allgemoiue liesultato xu erhalten, erweist es 
sich als zweckmäßig, die Liou ville-Riemannschen Denviertcn mit bc- 
üiAigem redien Index nx D^f {x) und zugleich eine mit ^ f {x) bezeichnete 

ModifikeMon derselben einzuftthren. Beide Operationen werden zunftchst 



1) Cbrigenfl kann man die Kxistt-n/. «lerartif?er Reihen sehr leicht in folgender 
Weige erkennen. Bedeutet^^^a^o;'" ii>rt'iid »'iut; furt^Ubare Reihe mit durchweg 
um Null verschiedfnen Koeffiaienten , m wühle man irgend ein*» nicht- fortaetzbare 
Reihe vom Typu8^^^6^ wo die b^ lediglich der Beschränkung' unterließen : 

j (f^ ~i~ j ^ ^ ^' ^/Vr ~ — '^^H^' ^^^^^^^ man alsdann eine analjrtische 
Funktion ip{t) derart, dafs: 

9(pJ^a^ + b^, im flbrigen — a^, wenn m+j»^, 

•0 iat offenbar (m) • 9* eine Reihe von der verlangten Art. 
S) Gilt auch Bis den Fall eines n-fachen Poles, 
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durch gewisse hetü m mt e Inkgrait bezw. deren Differentialquotieiiteii nx 
definiert und tfeehen lodann va f (a?) =° OriVm in der 



(7) j5:/(x)_$:-piif±-^«,^-. ijrt*)-^«."-«.^ 



Ferner wird als Ordnung von fiT) auf C be/w. dem C- Bogen {f^x 
obere Grenze co der ZnhltMi u » in^a-lührt, für welche Dj" f{x) emilich, 

und limitiert^) ist: die letztere Forderung soll b^agen, dafs für jed 



/CO« 



Zwieehen der (anf den gamßm Krne (7 beillglicben) OnimHi^vx 
und dem Koeffizienten Om besteht eJsdann die nierkwflrdige Relation: 

welche aussagt, dafs «Icr Kooreigens- bezw. Diverfeni-CSiarakter von^ 

mit denjenigen von ^^w**"' llbereimrtimmt 

Definiert triau schliel'slicli noch als Ordnung von /*(a:) in eiueiu ein 
C-Punkte die Ordnung fllr einen nnendÜcb kleinen, den Paukt i 
fassenden Bogen, so stimmt dieselbe mit dem gew&mUdim Begrifl 

Ordnungszahl überein, wenn f{x) für x ^ so wie 
un<'ndlich wird (wo ( '"o) fndUch und von Null verschieden ist 
höchstens loffttrithmisrh unondlitli wird hptw. von?chwindetX Auch i«1 
umgekehrt die GesaintrOrdnougs^hl auf C nichts anderes als die Ma 
Ordnung aller auf C befindlichen siugul&ren 8teIl«L Diese Bern« 
kann dasu dienen, wn f{T) fftr jede reguläre Stelle von C als Orei 
eines gewissen Poroms (also auch durch eine nach Polynomen 
schreitende Kt llie) dar7U!rt<^]lon , falls w <C 'x; ist, sowie auch einen 
ausdruck iu den a,,, zur Berechnung <1<m- SingularitUten u von der In 
vorkommenden Ordnung X unzugeben, lalis l\x) in der Umgebung 

die Form besitzt: (t — ttf- • {lg {x ~ a)y - {x — a) (wo: ^^0;. 

Fall, <lafs f{x) auf C eine rht-'fnr uml zwar tce^mfUrhe Singnlaritflt 
sitzt, kann mit Hülfe der Euier scheu Transformation behandelt w 
weuu « isoliert ist {^Le lioj)*), allgemeiner mit Hülfe eines von 



1) Mit diesem AuAdrucko will ich Herrn H.b Bezeichnung „d ieai 
wiedergeben Eine einigermafsen wrirtlicliere (''hersetzung, wie etwa ,,) 
.schränkler Süncankungt' erweist sidi als uuzweckmikfsig, da dieser letzter 
druck bereit« eine bestimmte- und v.wax etwas engere Bedeuhmg gewonn 
uT. Knrykloiiridie II, p. 4(1} .lt_'«lf Funktion mif beschränkter SdtwankuHrj i> 
auch „«t icitri fini", das Umgekehrte scheint aber zum mindesten ntdit nachgt 
S) Die abrtgen Untezvnehnngen dieeee Kapitels atatnmen dnrdiweg von 
Hadamard. 
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Appell henrlthrtadeii flatn^ andi wenn a eine HäufungstMU m woI^K' 
hiJb C gdegenm SingiilarititMi ist 

TL Auf die Tontehanden, der BetHmimmg der mmgMtm &dUn 
widmoten üntersuchungen folgen nun solche über die Herstellung der 
anaitfihrhen Fortsetgung^ nnd swar zunächst amkiitt|»fend au den Frobeniua- 
scheu Satz: 

(10) /(l) = lim^a-.«*-lim^ij~l 

and die durch Iteratioa sich ergehenden analogen Sätze von Hoelder, all 
erste Beispiele für die legitime Verwertung einer divergenten Reihe zur 
Berechnung von f(x). Eine direkte Yerallgemeinerung der betreffenden 
Qrenzprozesse bietet Boreis ,M>Mte gAiöraiig^': 

(11) f(x) ^j^^-^* ^«"^ ' "^W» («m(*)-«« + «»x*-f - 

WO « zeell und positiT, 9 («) » ^> Cm«" eine gmtge Funktion (gewdhnlieh 

0 

(f (a) und die hierauf gegründete Theorie der „aummierbaren diver- 

ffentm Beilteuf. Eine andere Metbode (Stieltjes, Pad4) besteht in der 
ürnfbranug tob 9(*) einen feä^n&mdk oder dn heeUmmke JMegrei 
(Stieltjea). Als weitfaragendstc Methode erweist sich aber die Trans- 
formation von ^ (j) in eine nach Polynomen fortschreitende Reihe. Ein 
für reelle stetige Funktionen von Weierstrafs bewiesenes Theorem ge- 
sittet nämlich die folgende Verallgemeinerung: „Jedes in einem beliebig 
gestalteten Bereiche holomorphe fix) lllsfc sich daselbit durch eine Beiha 
von FotifHOmen (Appell, Hilbert, Painlev^) oder auch ▼<» roMoneHm 
Funktionen (Bunge) darstellen." Die vm-kliche Herstellung solcher PolTnom- 
entwickelungen unter der Voraussetzung, dais /'(x) lediglich durch ein 

FunktionaelemeDt ^ 0««^ (beaw. ^ On (« — ^^T) definiert ist, wird io- 

dann durch ein Fundamental-Theorexn Ton Hittag-Leffler geliefert» 
uXmUioh: ^ ^ 

(12) rW-J;^^!*'^*'' 

e 0 



wobei als GeltungsberMch ein sogenannter 8km eraeheinti d. h. das gesamte 
Bbenengebiet, welches nach Ansnheidnng geradliniger'^ singuliren 

Punkten u in der Richtung 0« nach 00 gezogener Schnitte La llbfig bleibt; 
die Y^*^ sind numerische, yon den unabhängige Konstanten, welche auch 
a priori gewählt werden können. 

Den zunächst ziemlich konipli/i- rteu M 1 ttag-Lefflerschen Beweis 
haben (zum Teil ohne n&here Kenntnis desselben) die Herreu Painleve, 

1) Allgemeiner kann man für die Z« aneh iigendweldie andere von den « 

in? Unendlic^u sirli erstreckende Kurven substituieren, deren Pimkte aus den- 

Ieoigen einer von der stelle 1 aus ins Unendliche gezogenen Motterkurve (ohne 
)oppelpunkt) durch Multiplikation mit a entstehen (Leau). 

Anhlv Sw Matbwuflfc aa« SMe. DL B«ia«. ZU SO 
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Lean imd Borel wesentlkih TttreinllKht Letzterer gabt TOn dflr Bemei 
«08, dab anf Gnmd der Canebysolieti Belatuwen: 

(18) f^j)^^^^——^ a««_^___. 

die Avfitellfiiig der Entwickeliing (12) lediglxeh von der entq^rediend« 
YZT^ ftbUbigt Hat man nimlidi «ine aoloke gefiondeii, etwa: 

(14) r^-^'S^M*-*^ (^.1*.. 



(wu auf nnendlicli viele Arten, t. B. mit QiUii der oben erwfhntm 
von Bunge, Painlev^ and Hilbert enielt werden kann), so fblgt: 

woraus dann durch Multiplikation mit fi^g) - dl und Integration über : 
eine die Stelle x umsi-hli»'f.sonde, aber keinen der rfUiiltiUni L schnei 

Kurve (S mit Bcrückäicbtiguug von (13) unmittelbar die Formel (12 
▼oigeki 

Obichon das fragliobe Theorem fttr die Berechmmg der mg 

Punkte zunächst keinen Anbalt bietet, so liefert dasselbe, zumal im Ani 
an die (miteinander sehr verwandten) Beweismethoden von Mittag-Li 
und Loau immerhin geeiguet«' Hilfsmitt*?!, um die friiht^r erwähnten Me' 
tnr Aufündung von au/serhaib C gelegenen Siuguluii täten merklich 
weitem.*) So ergiebt eicb z B. anf dieeem Wege, daft die in (U 

Wiiliiiteu Reihen: ^^, (p(~) .x"\^^g (m)-x"' ^auTserdom nüch:^^, lg fp 

im Endlichen') überhaupt nur die singoläre Stelle 2 ■» 1 besitzen (I 

VII. Nicht selten lassen sieb Eigenschaften einer Potei 

/(x)»» ^^OmS^ aus denjenigen einer anderen, dasn in irgeadwelcber Be£ 

ste h enden; <p (x) o^df* ableiten — viee versa; s. B. wenn gesetst 

q>{x) — x"lJlt{x), ^lf{x). Durob YeraUgemeinening der in: 



1) D. h. wenn die Linie Ox den geometrischen Ort der z-Punkte (also s 
lieb die Kurve S) nicht schneidet. 

2) Ein an daa obige Theorem direkt anBchUefBendes Kriterium zur Feste 
der auf irgend einem Strahle (0, oc) dem Nullpunkte nfijiihstffelegenen Singi 
hat neueraings Herr Mittag-Leffler angegeben: C. B. IM (IS. Angost 
p. S67. 

S) Bei Herrn H., p. US, heifat es, in diesem Zusammenhange wohl niel 
Icurrekt : ,,(ian8 tout le plan**, übrigens wJlre hier auch noch bezüglich ih 
Torhandenea vendUedeimt Zweige Ton f (x) eine der FuDmote 1) auf p. 69 t 

BeoMrknng sn machen. Beispiel: ^ = ^ % i — ^ ^' 
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nition der letzteren Symbole dienlichen Integrale gelangt Herr H. zu der 
Festsetzung: 

1 I 

(16) 9(«)= (0 • rt*«) • «UieftHch /* H*) • • «»a^ 

and sodann zu dem folgenden Satze: nv{x) besitzt in der ganzen Ebene 
Mekttena^) die Singularitäten Ton /'(o:)", der n. a. audi wiederum die 
in (m) und CVT) erwilinteii Leauselien Besoltate und andere Ihnlich ge- 
artete liefert (Le Boy). 

Das von Poincar^ für die Theorie der gmum Funktionen mit ürfolg 
Terwendete Integral: 

(17) Jtr* •F(tx)' dt {F (x) eine ganze Funktion) 



stellt, soweit es konvergiert, eine analytische Funktion von « dar und 
liefert f&r die spezielle Wahl 

(18) J-W-^^ia-a?" 

0 

^wegen: J^^*~* * — die Beiiehung: 
e 

(19) f{x)'^Jtr''F{tx)'di (wo; /•(«)- ^a,aJ"), 

d. h. /(d;) iit mit Htilfe der ,/is8oeiiert€n" Funktion F{») durah ein be- 
stimmtes bitegnl ausgedrückt (Borel), welches übrigens nur eine andere 

Fonn des Oiensanadrucks (11) »ur J Summ iermg der dinfergeiUen SeUte^OmS^ 

danieUt*) und im allgemeinen einen über C binausreichendon polygonalen 
Konvprp'pnzbezirk P besitzt: jenes Integral giebt dann in P din analvti^'olio 
Fortsei -'ung von /"(r) und liefert, aurh ge^visso Kriterien zur Berechnung 
singiütirer Stellen. Andere integral darstcilungen dieser Art sind von Borel, 
SerTant, Desaint ftlr analoge Zwecke Terwertet worden, den aUgemeineten 

Typus: J*F(f) • 0 (x, t) ■ dt bat Herr Pincherle ausführlich untersucht 

Auf Iute^H](inrstAllun(7Pn von Potonzreihen bemhen auch die ersten 
Beweise der folgenden beiden Sätze: 
„Ist 

nnd bezeichnet man mit «a» ßf» die singul&ren Stellen von /'(x), F(x)y so 
hat 9(«) hikMmt die aingulinn Stellen «ißfi (Hadamard). Die Nator 

1) Auch hier gilt das am Schlüsse der vorigen Folsnote Cresagte. 

8) Dies hUto vielleieht p. 67 ansdifloUioh hervoiseheben worden adton. 
Vergl. im übrigen: Bore 1, Joon. de math. (6) S (189«)« p. IM. Ann. de l*Boole 
noxm. (S) 16 (1899), p. &6. 

SO* 
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dieser Singnlahtüteu a^ßft (elDSchliefslicb des Versehwindens einer sc 
Singularität) hängt in bestimmter Weise von derjenigen der axy 
(Borel). 

und bezeichnet man mit a^, ßf, die singul&ren Stellen von /'(^l, 
hat <p (x) höchMtm die «iiigalikraii Stellen ui + /S^** (Hurwits, Pinch 
Deir Agnola). 

Durch wiederholte Anwendung des ersten dieser beiden Sfttze ei 
sich ein entsprechender Satz für Reihen von der Form^^ • und &< 

flir^ P(a.) • wo F ein Polynom p*^ GndM. Mit Hille des C 

ftbergaagee p (x. gelangte dann Herr Leaa nocli m gewittes En 
mögen der in (III) und (VI) crwlhnten Resultate. 

VUL FaTst man die Umfonnungen, welche bisher zur Untena« 

von — y fluaf* nngewendet worden (Bnbetitation «aer neuen 

laderiieben, Derivation mit beliebigen Index, Einflihnuig ton Litegn 
piQMBMn} in de« Schema nuaaunen: 

(ÄO) 9 (/•(*)), 

wo A eine der aBgeflUitien Opwatioaea bedeutet, so genügen dieee lets 
dnrehweg dem mMtMImn^ GeeeCae: 

(21) A (/; {X) + u (^)) " ^ ifx (•^)) + ^ (/t 

und küuueu darnach als spezielle FäUe der durch diese Fuuktioualglpi« 
charakterisierten allgemeinen Klasse von Operationen autgeiaXst werden^ v 
yon Pineherle als äüginbidwt Operalitmm^ von Bonriet als aääHHiivt (b 
Mfieore) TromamiiMkmn beeeiehnet nnd ansfthrlich studiert worden s 
Herr Pinoberle gelangte auf diesem Wege u. a. zu sehr einfacbei 
weisen der am Schlüsse von (VIT) aiiget'Qhrtou Sätze von Hadamarc 
Hurwitz (letztere mit Aulhebung der von Horm Hurwitz ursprüj 
gemachten Emschräukung, dafs die aa, ß^ lauter einfache Pole sein sollt 
Es werde mm femer mit A~^ die an ^ imene Operation bexei 
und angenommen, dab dieselbe ein eindeutiges Resultat giebt, also: 

(22) A-^{q>{x?i^f(x). 

Denkt man sieh in Gleichung (20^ für f alle Funktionen eine 
wissen Funktiousbereichee') S eingesetzt (z. B. alle Potenzreihen^^ 

1; Dabei iüt hkr immer von „analytischen'' 1 ranBiuutationen die Bede, 
solchen, bei denen Ä <fx), soweit dieser Ansdniek flbedianpt einen ffinn hat 
mal eine analytische Funktion vorstellt. 

2) Eine elementare Darstellung dieser Beweise findet man bei O. Viv 
Tema dflle funtümi aneüiticke (Hilano, 1901), p. :i50, 860. 

3) Für die genancre Gruncilegung der auf p 75 v sn Herrn H. eingeführt« 

griffe „espace foiicttaHmt' und ,/chamjm fonctimnei ' wäre wohl noch aui Pinch 
ul eonoefto di piano in Ufte spofM» ad tfi/fntle dimm»io$ii (Bend. Aeead. Bt 
30. Jan. hiosaweisen geweeen. 
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deren Konvergenzradins eine gewistS Zahl R übersteigt), so entspricht ein 
gewisser Bereich 8' von Funktionen (p. Ist dann S' ganz in S enthalten 
und kleiner als 5, so besitzt für solche (p, welche dem Bereich (S — 
angehören, die Gleichung (20) keim dem Bereiche S angehörige Lösung /'. 
Diese (yon Herrn Pincherle als Degenereszenz der betreffenden Trans- 
mntatioii beseidmete) EventailitBt gestattet dinn in dem als Beispiel mn' 
geführten lUle den folgenden Schlafs: die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, dafs (p dem Bereiche 6" angehört, sind auch notwendig 
und hinreichend dafür, dafs /' einen Konvergenzradius > E besitzt. Sub- 
stituiert man also in (22) solche 9, welche niclU dem Bereiche S' an- 
gehdren, so kOnnen auch nur solche f zom Vorschein kommen, welche nicht 
dem Bewieiie 8 angdiSraa, d. h» Potenaneihen, deren Eonveiigeimradiue 
^B: nuä es laBMO mclk unter Umständen fibar diese letzteren noch spe- 
ziellere Aussagen machen , falls man die cp gerade dem Bereiche {S — S') 
entnimmt. Durch geeignete Spezialisierung der Operation Ä lafst sich 7.. B. 
ans der Gesamtheit der für | 2; | > i? konvergierenden Potenzreihen das 
ToUsttndige System deijenigen konstruieren, welche auf dem Kreise 
I z I «JZ bestimmteD Bingolaritttenchanlcter besitsen. 

TX. Ist fim j ^ oü, so dii ergiert^^ (1^1^ fUr jedes von Null 

verschiedene o;, definiert also zunächst überhaupt keine bestimmte Funktion. 
Die Frage, wie man eine solche Beihe nichtsdestoweniger für die Definition 
einer analytisohen Funktion T«rweiien kann, gewinnt lediglidi dadnroh eine 
Bedeutung, dafs Reihen dieser Art durch rein formale Entwickelmig woU 
definierter arithmetischer Ausdrücke (z. B. bestimmter Integrale) znm Vor- 
sehein kommen oder, ebenfalls rein formal, gewissen DifTerentiHlgleichungen 
genüge leisten. Der letztere Umstand führt zunächst zur Ersetzung der 
^▼ergenten Potenzreihe durch einen konvergenten Kettenbrnch*) (Laguerre; 
TergL aucWYI): Pad^). Das analoge Verfolmo bat Btieltjes auf Bsihen 

der Ponn^ (— l)"'Cm • ar-'" (CU reell und positiv) angewendet und neben 
der KettenbracbdarsteUung eine solche von der Foru^y^—— angegeben, 

wo ^ (u) dorok das imendHohe Gisicknngisystemi • ^(«) - du — 

0 

(m «0, 1, 2, . . .) definiert ist Herr Borel hat das fragliche Problem 
dahin foimnUerti / (x) so m bestimmen, dals lim f(x) •» a^, lim j^^"*) («) » ml 0« 

(m = 1, 2, 3, . . .), sofern x auf einen gewissen Winkel mit dam Scheitel 0 
beschrankt wird. Durch sedna Methode der Summation divergenter Beihen 

findet er LOsnng in der Fonn (e£ Oleiohung (1 9)) : /j (x) -~Je-*'F{tx)dt^ 

wenn wiederum F{x) = am-r"' die a,^x"' assoziierte Pünktion 

bedeutet; es giebt dann aber noch unendlich viele andere Lösungen, z. B. 



1) Diese Methode findet doh schon bei Euler; cf. Encyklopädie I, p. 110, 
Fnlsnole M4. 
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f{x)^f^(x)-\-C'e «. Auch die Entwiekeliiiig naeh Polynomen i 
di« LSsting der Yoriiegtndm Frage rerwertet word«n (Borel).^) 

Bin »nderes h'urber gehöriges Problem, n&mlich: „Wie liisi u 
Weierstrafssche Hogriff der Hnalytiscben Fortsetzung in der Wei 
wettern, dafs auch für analytisch«» Funktionen, die jetst als nü^t-forii 
erscheinen, eine FortseUung cmd» utig de6nirt werden kann ?" — ha' 
keine irgendwie befriedigende L{^uDg gefunden. Auch die Übertxagm 
in I — ^Ym behandelten Fragen und Methoden aof Bethen, die nach a 
Funktionen, alf ganzen Potenzen fortschreiten (Darboux, Servant^, 
auf Potenzreiben mit mchrrriu Veriinderlichen (Lcmaire, Painleve, 
mann, Lerch) ist über bescheidene Anfänge noch nicht hinausgekc 

X. Eine Anwendung bähen zunächst die Mittag- Lefflerschen Po 
entwickf'lun^'en hei der Integration von DiiFerentiaigleithungen der I)^ 
gefunden (Volterra), Da femer jeder Pol von F{x)~^ eine Nullsie 
F{x)j so können die Hadamardschen Resultate von Kap. V nnmi 
aar Berechnung der KoIlateUen ganser rationaler oder tranasei 
Funktionen dienen, im letcteren Flelle, falls die Anzahl der unendl 
anrh tnr Auffindung von Relationen rwischon dem Wat-h'^tuTn der a 
dem asymptotischen Vorhalten der Reihenknet^izientpn ( Hadamar d), 
artige aayniptotiäche Wertbestimmungen ergeben sieb auch für die KoetB 
nidtt beständig konvergierender Potenzreiben aus der Natur der auf 
legenen ringoliren Stellen. Die l&iterien tBct die Kiehi-Forteetahark« 
Potenzreihen lassen sich unmittelbar in solche umsetzen, welche au 
oh eine tr\<j(momdri-(lt( Reihe eine a«a/y/i<fr//r Funktion definiert ode 
(wohf'i auch im ht:terrti Falle die unbeschränkte Differenzierbarke 
banden sein kann). Daraus lüfst sich u. a. erschUefsen, dafs gewisse p 
Differentialgleichungen mit analjftisehm KoefBxienten lediglich nicht-ana 
Losungen aiüaaeen (Borel). 

Eine Ergänzung der Iiier mitgeteilten, im wesentlichen auf 
Eigenschaften der Keiheu-Koeftizienten beruhenden Untersuchungen 
diejenigen, bei welchen deren <irithmetische Natur in den Vordergrun 
dahin gehört vor allem d^ von Eisenstein ausgtiäprochene, von B 
bewieswe 8ata ttber die Koeffizienten einer welche Wune 

algebraischen Qleichung ist, und dessen tou Tschebyecheff ausgespi 
(aber, wie es scheint, nirgends bewiesene) Erweiterung'), die ein a 
Kriterium dafür gieht, dafs ''^(.r) aus einer endlichen Anzahl von a" 
sehen Funktionen, Kxponentiai-Funktionen und Logaritlimen zusa 
gesetzt ist; femer eine Anzahl ähnlicher Sätze über die Integrale g 
Differential- Olachnngen (F. Gomes Teixeira, Horwitz, Pinc! 
Es ▼eidient bemerkt zu werden, dab ein Sata von dem eb«a anged 
Charakter, nämlich über die üriihmcii«3t€ Beechaffenheit der Koefi 
von Potenzreihen, welche meromofpA« Funktionen darstellen betw. 



1) Hier steht auf p. 85, Zeile 3 von unten das unverständliche Zitat 
9) ffier wäre unter (9i) aufser Heines Arbeit im 46. Bande dea J 

Math- Tor allem auch diejenige im 48. Bande p. 267—275 zu ! 

femer: Hermite, Proceed. of tbe Lood. Math. Soc. VII (1876), p. 17S. 
3) Eine auf den Fall gewisser spezieller transcendenter Gleichnngea 

Uche Erweiterang giebt Heine, Haaob. der Kugelf., a. AofL, 1 (1878), p. 
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stellen können, ganz direkt aus einem der in V erwähnten Hadamard- 
sehen S&tie hergeleitsi wtßidm kum ^orel). 

In euum Sdilobwort kommt ^nr H. ni folgendem Beeultat: Dae 
Problem der anaijfiitekm Fortsetzung erscheint durdi Mittag-Lefflers 
Theorem im wcsrritlin'hpn relö??!; dasjenige der Bestimmung der Singulari- 
täten nur für eine immerhin ansehnliche Reihe besonderer Fälle, in denen 
sich die Resultate ganz Terschiedenartiger Methoden begegnen. Als beson- 
dere wirksame HüflBmittel haben sieh äe VeraU^emeinerang des Grenzwert- 
Begriffes mid die Einftthnmg der Transmutationen erwiesen. Die Hanpt- 
sehwierigksit für weitere Untersuchungen besteht in einer geeigneten 
Umgrenzung des in seiner vollen AllgHnu inheit kaum zugSncrlichpn Problems: 
in dieser Hinsicht wäre es schon als ein bemerkenswerter Fortschritt anzu- 
sehen, wenn es gelänge, den Fall der Nicht-Fortsetzbarkeit von 2.amX* 
durch Formnlierung geeigneter Bedingungen tob TonilMrein de&utiT ansr 
sosebeiden. 

Sofiel über den Inhalt der vorliegenden Schrift. Die Gruppierung 
des weitverzweigten Stoffes ist YrT-troffHoh, T^arstellung überall klar und 
durchsichtig. Besen r! er p Erwtlhnung verdient das aufaerordentlich reich- 
haltige, sorgfaltig geurdnote Litteraturverzeichnis. 

]>ie von mir gegen einige Einielbeiten gemachten Einwendungen 
endieinen nlativ geringfügig nnd sind keinesfalls dasn angethan, die Vor- 
sBge des interessanten nnd lehnreiehen Bnehes in nennenswerter Weise au 
nundern. 

T)or Vollständigkeit halber will ich schliefsiich noch einige Druckfohler 
anmerken, die mir bei der Lektüre aufgefallen sind: Auf p. 19, Zeile 3 
von unten Hes: nP^emier^ statt „second", dagegen Zsole 7 Ton unten: „Sflwud" 
sUtt «tff«iicr*. — Auf p. 27 GL (22) ist reohts der Faktor (- XY binm- 
raft^ — Auf p. 28, Fu&n. (1), Zeile 3 Hes: statt JA% — 

Auf p. S4 ist nicht ersichtlich, worauf die Fufsnote (l) sich bezieht — 
Auf p. 42, Zeile 8, 9, desgl. Fufsnote (l), Zeile 3 lies: re numern"- 
statt y/iu numero pri-cident"- \ femer Zeile 12 des Textes: „iy^o. statt 
jio. i". — Aul p. 81, Zeile 16 lies: h statt X\ desgl. Zeile 17: A«, o 
statt Im^O. — Auf p. 96, Zeile 10 Ton unten lies: ,4» f«^' ^tt 
^ores — Auf p. 99, Fulsnote, Zeile 3, lies: „cÄ. X, No. ST' statt: 
^ 2^ No, 1**. — Im Inhaltsveneiebnis Ton Kap. IV. fehlt Nr. 8. 

Mtlndien, Mira 1902. ALrano Pwngshbiii. 



E. BuieL Le90iui eur les sdilw dlmcoiit««. Paris 1901, Oanthier- 
Tillaxs. TI + 182 S. S<>. 

Die Theorie der divergenten Reihen macht eigenartige Wandlungen 
durch. Während in dem „naiven" Zeitalter der höheron Analysis, den Zeiten 
von Leihniz, Bernoulli, Euler u. a. mit den unendlichen Reihen wie 
mit endlichen Gebilden operiert wurde, trat in dem ,>mtt8chen** Zeitalter, 
TOT allem infolge der Arbeiten Ton Abel und Canobj eine starke Reaktion 
ein. Die Bmhen wurden in konveigente und divergente Reihen unterschieden 
und der Schwerpunkt auf ^ir konvergenten Reihen gelegt, während die 
divergenten sich nur bei wenigen Gelegenheiten, wiR in der Theorie der 
Gammafunktionen und in einem gewissen Teile der theoretischen Physik als 
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nützlich und anwendbar zeigten. Hierin ial nun in den letzten Zeiten 
WaDdlvog eingetretea. Dudi dit Arbeiten d«r Htrren Poineare 
Siielijes, denmi sich bald solche T<ai Ham Borel n. a. anschlösset 
die Aofinerksamkeit der Mathematiker neuerdings in erhöhtem Mafse 
GeVtilfl^^n der divergenten Reihen rugemandt worden. Es hat sieh < 
diese Arbt-iten gezeigt, dafs die divergenten iveihen in nützlicher Wei*; 
die Theorie gewisser DifTereatialgleichungen, sowie für die gesamt« Funkli 
ÜMOr» vormuidt wodan ktann, dab ae Bereeliiniiigeii ndisBen, di 
anderen Theorien auf Schwierigkeiten siofsen. Es ist der Zweck un< 
Aufgabe des vorliegenden Werkes, den Leser über den Stand der heu 
ErV'^nntnis auf diesem ebenso wichtigen wie intpre?«Hnf*^n (lohiofo zn « 
tieren und zu gleicher Zeit di© Eichtung anzugeben, m weUiier die 
Wickelung dieser Theorie fortschreitet. Teilweise geht das Werk übei 
äkbHdevtMi Balmifliii hinras. Dit Icteton Befarulttangen, die ndi tm 
Mittag - LefflersdiMi EntwickelongeD bendm, gdiflgraa mur teilwei 
das Qebiet der divergenten Reihen, werdm aber gawilk ▼«! viden I 

mit beson<?«^r<»r Frerxlf^ bfpTÜfsl wer*1«>Ti 

Das mhaJtreiche Buch ist elegant und trisch geschrieben und wird ! 
dasa beitragen f das Interesse für diese neuen Theorien in weitere i 
tu teBigen. 

OewinanDAban als PkograauB aiallt Harr Boral in einar lin 
historiflch-pbiloM^liiMiliaB Einleitung folgendoi 8ati auf: 

Emer jrdcn divergenten Beihe soll eine Gröfse so zugeordnet m 
(Inf« die Sub.f*if'ftfon derselbm on Stdh' der Jidhc bei den getcöhnlid^ev 
nungcn stets odrr foM mmn exakte Jiesnltaie suläfst. Zwei Operat 
werden hierbei von vornherein ausgeschlossen. Erstens darf die Anorc 
der Glieder nicht gelodert werden und sweitens darf eine AniaU am 
ander folgender Glieder nicht nnendlieh oft doreh ihre Summe ersetzt w< 
Die Durchftihmng dieses Programms erstreckt sich tlber fünf Kapitel, 
Inhalt wenigstens teilweise fnlp^ndermafsen charakterisiert werden i 

Das erste Kapitel behandelt die tmfmptoiischen Eeihen und kDiij 
seinem wesentlichen Teile an einige Untersuchungen von Herrn i^oiu 
an. Et aei eine FonUiMi J(x) gegeben und die BdnrSckalnng: 

die auch divergent sein kann : dann stellt dieae Entwickelong die Fuo 
asymptotisch dar, wenn die DiÜ^erenx 

mit wachaendem « Ton der Ordnung gr" unendUeh klein wird, d. b. 
sich dar KuU nihert, oder also J{x) die Form hat: 
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Es wird nach dem Yorgang^e von StioUjes gezeigt, wie bei gegeb^nf^m J(x) 
die etwa dazu gehörenden Worto von C bestimmt werden können. Bei 
diesen Zuordnungen zeigt es sich, daXs ein und derselben Reihe mehrere 
Ftanktioiieii sugeMdn^ wiarden kfiimtii, flin« üiMb«Blwit) die nntar UmBtladen 
dnrdi Humaalune weiterar Bedingimgeii für die Tnoktioii J(x) gehoben 
werden kann. Auf diese ai^ymptotischen Beiben werden die Grondopentionen 
der Addition, Multiplikation und Division angewendet und ebenso d^ren 
Integration und Differentiation untersucht. Dann aber wird im Ansclilufs an 
Untersuchungen yon Herrn Kneser eine Anwendung auf die asymptotische 
Dufltellimg der Integnle der Differentialgleichung 

»"+(««+^+5+-->'+(»*+ «+?+•••)*-" 

gegeben, wobei die in dieser Gleichung auftretenden Reihen für grofse Werte 
Ton X kooTeigent sein sollen. Die Koefftdenten werden reell aagenommen 
nnd nur reelle Werte von x in Betracht zogen. Die Theorie dieser Diffe> 
renti«lgleiohungen wird auf solche von der Form sorftckgefiUirt: 

oc 

wobei <p(jr) für x — oo gegen NuU konvergiert und das Integral J(p{x)dx 

einen Sinn hat. Die Untersuchung wird im wesentlichen geometrisch an??- 
geführt und in Bezug auf weitere Anwendungen auf die Arbeiten der Herren 
Kneser und Horn verwiesen. 

Das Bweite Kapitel beschäftigt sich In erster Lime mit' einigen Unter- 
suchnngen von Stieltjes. Derselbe hat die Funktionen Ton $ nntersoeht, 
welche durah KettenbrOche von der Fozm daxgestellt weorden: 

1 

, 1 

a,r-| 

••'+0,,-+-., 

wobei die Gröfsen a positiv sind. Wenn die Reihe divergent ist, so 

definiert der Kett^nbruch eine analytische Funktion, deren singulare i^unkte 
den negativen Teil der reellen Achse ausfüllen. In diesem Umstand liegt 
eine Beschrttnkung der Anwemdbaikeit der Theorie von Stieltjes. Andrsr* 
seiti kaiu der Kettenbnieh in eine nnendliche Reihe entwickelt werden: 

Die €hp56«i c rind positiv nnd ktenenf wenn audi in komplizierter Weise, 

durch die Grüften a dargestellt werden, während umgekehrt die Berechnung 

der Gröfsen a durch die Gröfsen c eine einfache ist. Nun kann es vor- 
kommen, dafs die unendliche Reihe dirrrgont, der Kettenbruch dagegen kon- 
vergent ist — in dif^an Falle soll der divergenten Meihe der Wert des 
Kettmbruchs als Summe zugeordnet werden. Da das Operieren mit Ketten- 
brttchen kein ein&ehes ist, so führt Stieltjes an dessen Stelle ein be^ 
stimmte« Integral ein. Dieses bestimmte Inte|^ ergiebt durch Entwickelnng 
die unendliche Reihe, und umgekehrt; wenn die divergent« Reihe ge- 
geben ist^ kann das bestimmte Integral mit Hilfe eines Kettenbruchs gebildet 
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wrrdpH. Die hierl>pi stattfindenden Beiiflitmgen wer<1*»!i ranäc-hst im 
Schlafs an die St ieltjesichen ünter^uchimgea studiert, sodann aber ver 
gemeinert und für die Iniegration von Differeatüügleichungen verwertet 

IW B e h w trpga lct der VtAmnAnagm im 4ritt«a Kapitols liegt in 
folgend«!! ObolegiiiigMi. 

Sei + + tt, + • • • eine belisbip. K- :he, 3^ die Somme dmr n - 
ersten Qliedor, dna kfoii wir den Aoedrock an Grande 

Mu kann diesen Aosdnick als veimUgemeiaerte Qrenie der 2&ablenreihe 

ansehen — im Falle der konTogenten Beflun f&Ut «r mit dem gewOhnlic 

Grensb^riff nisammen, im anderen Falle ist er neu. Diese GrOlse s i 
durch ein unmittelbar auhustellcndes bestimmtes Integral ausgedrückt 
dasselbe einen Wert, fo nennt Ilcrr Borel die Keihe + 4- »/j + 
sHtnmii^har, s ihm Wtrt. ihre Sutnme. Ähnlich wie in der gewöhnlic 
Reihentiidorie werden zwei Arten von summierbaren Reihen unterschie 
die absoiiä tannueibarsn and die mcM äbaehä smuaierlwren. Die Üb 
suchnng beedvtnkt sich auf die eiste KttepMie, Ar welche die ein£uli 
Bechenoperationen abgeleitet werden. 

Hezr Borel wendet sich sodann m Seihen Ton der Fom: 

bei denen also noeh eine Tsrinble GrSfse t an&alten ist Er beweist 
fondnmentalen Ldirsatz den folgenden: Man nehme an, dafs die Beohe 
solut sununierbar sei f!br einen Punkt M mit den Kowdinnton c 
ist sie ahoolut somnierbar fUr die Funkte 

s — ^^*»5 9<t 

es stellt feraar ihn Sninme eine auljtiadia IVnildioB dir, walehe ka 
singnlftren Punkt im beise hat, der tiber OM als Dnndunesser besohrii 
ist. (0 der NoUpnnkt) Im Anscblufs an diesen Sati werden ähnlich 

bei den vnrie'-n spi^ziellen Reihen die Operationen auseinandergesetzt, 
man mit donirügen Rtiihcn vornehmen kanOi und dann einige Anwendoi 
uuf die Diferentialgleichungen gegeben. 

Du vierte and fttofte Kapitel besehlftigen sidi mit einer fondameDt 
Frage der Fnnktionentheorie. Weierstrafs hat die Definition der aoa 
sehen Funktion gegeben und zwar auf Grund der Potenzreihe. Diese 
finition, sowie die Darstellung der Funktionen in einzelnen Punkten 
Ebene ist theoretiseh einwandfrei, praktisch dagegen wenig anwendbar, 
die Fortsetzungen der Potenzreihen zu grofseu Schwierigkeiten iukreiu 
treten nun die Theorien ein, die in den beiden letzten Kapiteln anseinan 
gesetst werden. Znntdist definiert Bmr Borel in einer Ton der früh 
▼ersdiiedenen Weise, was unter der Summe einer Potenzrsihe, deren 1 
TerfennadiuB Ton Noll verschieden ist, in einem Punkte ß'^g^m. Tont 
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iat, wenn aufserhalb des Konvergenzbezirkes gelegen ist. Es soll das 
nämlich dir Wni .«e?w, den die entsprechende ntmlytischc Fxmkdon in diesem 
Punkie annintml, und zwar setzt Herr Borel als Weg im allgemeinen den 
gflradUnigMi ▼on 0 Üb voraus. Bi« Hauptfrige ist dann, in welfih«i 
Pnalcteii die Beihen aibaolut atuniiiierbar nnd, so swar, dafa die beiden ge- 
gebenen Summendefinitionen znsttnmenfaUen. Hezr Borel findet fttr die 
entspreclicnden Punkte das Innere resp. die Begrenznng eines eigenartig 
ItPCTren/ton Polygons, welches jedenfalls dm Konvergenzbezirk in jedem nicht 
biugulären Punkte überächreitet. In diesem Polygon kann dann die Summe 
der Potenseilie nadi dwi Uethoden dea Torigen Paragraphen berecbnet 
werden, ein Besoltat, auf deaaen ^^eUigkeit kaum aufinerksam gemaeht 
TO werden braucbt. 

Pa (l;is Innere des Polygons bisweilen den Konvergenzbezirk nicht viel 
übers( hr> itft, 80 verallgemeinert Herr Borel sein Verfahren und kommt 
dadurch zur Summation der Taylor sehen Beihe in einem viel ausgedehnteren 
Bereiehe — ein YerfUireo, welches fkeOieb, wie Hezr Borel selbst bemalet, 
in dnigen Ponkten bei der praktischen DnrchfAhrung an Sdiwierigkeiien f&hri 

Anwendungen auf die Bestimmung der singolären Punkte einer vor- 
gelegten Potenzreihe bpsrhlir'fsen das inhaltreiche Kapital, nnd zwar knüpfen 
diese Anwendungen an Arbeiten der Herreu A. Pringsheim, Le Roy und 
Leau an. 

In TflUig anderer Weise behandelt Herr Mittag- Leffler dasselbe 
Problem. Derselbe denkt sich den Nnllpnnkt mit allen singottren Punkten 

einer analytischen Fimktion durch gerade Linien verbimden und schliefst 
die Fortsf't/iin».' df^rsplbon bis in d'> ünendlirhkfit von der Ebene aus. Das 
auf dipsem Wug*; • utstehende metrische (i tüMe nennt er einen Stern 
und zeigt, dafs und wie eine aualy tische Funktion durch eine uueudliche 
Beibe von Polynomen dargestellt werden kann, die im Innarn eines jeden 
im Innern des Sterns gelegenen Bereiches glnchm&fsig konre^ert Die Kon- 
struktion der Polynome ist eine euifa<^e und durchsichtige tmd erfordert 
nur di*> Kenntnis der DifFerentialquotionfm im Nullpunkt. Diese schönen 
Untersuchungen werden TmnUchst im fünften Kapitel wiedergegeben, sodann 
aber zeigt Herr Borel im AnschluTs au Arbeit«n der Herren liunge, Hilbert 
und PninloT^, wie derartige Darstellungen von der Art der Mittag- 
Lefflerscben in unendlicher FOUe gegeben werden können. Freüidi ist daa 
Büdungsgesetz im allgemeinen nicht so durchsichtig wie bei Mittag-Leffler. 

Einige Bemerkungen über die Beziehimgen der Mittag-Lefflerschen 
Entwickelung zu der Theorie der divergenteu^Reihen schliefsen das inhaltreiche 
Werk, dessen Lektüre empfohlen werden kann. 

Dresden. M. Krause. 



Fr. Anteuheinier, Eiementarbuoh der Differential- und Integral- 
reotmung mit zahlreichen Anwendungen aus der Analysis, Geometrie, 
Medianik und Physik; für habere Lehranstalten und den Selbstantem(dit 
Ffinfte verbesserte Auflage, bearbeitet von Alfred Donadt. Leipsig 
1901 , Beruh. Friedr. Voigt. X -f 602 S. 8«. 

Die Eigentümlichkeit des Lehrbuchs von Autenheimer liegt erstens 
in der greisen Menge ausführlich durchgerechneter Aufgaben aus den ver- 
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grhioflfnsten Gebir'trn, insbesondere anr^h aus der analyti?rh*»n nnd teehnisr! 
Mechanik, Physik und Oeod&sie; sodann wird in dem Buche ein eigenii 
liches ökonomieprinüp befolgt, das man auch vom rein wissenacbaftlid 
8U]id|iiiakt nur t^mpatliudi himIhii kMUk Der VerfiMMr itellt < 
(hrandiati saf , jede cuueliie Aufgabe mit dem geriogei mSglichen A 
wunde an theoretischen Hilfsmitteln zu lOeen wd dem Leser bei jeder ^ 
getra/rnnrn Lehre lobeld wie möglich la leigeii, was mit ihr geleii 
werden kann. 

Hieraus ergiebt sich eine ungewöhnliche Anordnung des Stoffes, 
nenerdingB in Werken tod ifaidicber Tendcos naehgeahmt wörden ist Nadi • 
enien Elemeniea der Differentialredhmmg und der BeüieiiäieoRe, bei dei 
fiber erste Abltttmigen nicht hinausgegangen wird , folgt iofort eil» grSIf 

Sanimlnn^ wohl ppwShltcr Maximums- nnd Minimumsanfgaben; femf»r 
üblichen Konstruktionen von Tangenten u. dgl. Sodann wird zum Be^ 
des Integrals und zu den einfachsten Integrationen übergegangen, und 1 
zeigt idioii, dab mit den erwacb«ien theoretiadieB HlUftmittda f 
Menge der interewanteeten Anfgajien behandelt werden kann. Die i 
folgenden Abschnitte bilden den wertvollen Kern dee Werkes; sie hanc 
von der Rektifikation und Quadratur ebener Kurven, Ton der Kubatur und K* 
j)lanation der Rotationsflächen, von der Bestimmung der Schwerpunkte i 
Trilgheit«momente, von verschiedenen dynamischen Auigabeo, insbesondere c 
Mea Fall mit und ohne Widentand, ym derBeettmmung der AxbeitdeiBtan 
durdi Integration, von ▼enehiedeaen Beibon^ertöhanrangen, endlieh * 
hydromcchanischcn Aufgaben nnd Bettammvngen Ton Potential und Attrakt 
Jetzt erst wendet v !i der Verfasser zum zweiten Teil der Differentialrrrhut 
den höheren Ableituu^^en, den Taylorschen Reihen nebst verscbiedenarti 
Anwendungen, endlich zu einem zweiten Teil der Integralrechnung, in welcl 
die ItttegntioB rationaler BrQehe nnd einMie DiffBreniialgleioltQngen 
handelt werden. 

Die Anordnung und Behandlung der Aufgaben zeugt Ton Autenbeim 
grofsem pSdagopisehem Geschick; das Buch bietet durchweg eine höchst 
regende Lektüre, nicht nur für den Anfauper, sondern auch für d^n Mal 
matiker, der die praktische Tragweite der Inlinitesimalrechnung eim 
ttberschauen will. Der Herr Heiaiugeber der ftnften Anflaga hat die 
gaben kontnilliert nnd Termebrt 

Die seh wache Seite des nrsprünglichen Werkes von Antenheimer i 
die Darstellung der allgemeinen Begriffe, ohne welche nun einmal ein y 
ständnisvolles Operieren mit den Symbolen der Infinitesimalrechnung unmögl 
ist In dieser Beziehung hat der Herr Herausgeber das Buch, was : 
Dank aninerkennen ist, bedeutend verbeoerL Ewvonnheben iit die ki 
und strenge, dabei doeh auf dae Nfttigete beeefarlakte Theotie der Beifc 
die socgfittlige Ableitung des Differentials des Logarithmus, die T{e>i 
Stimmungen bei der T i \ 1 nrsehen Reihe, der strenge Beweis für die \ 
tauschbarkeit der Differentiationen bei Funktionen zweier Variablen. 1 
Ken Herausgeber hebt selbst hervor, dasa man an manchen Punkten viellei 
noch gröfsere Strenge wUnaohen kOnnte; bei sohshen Gelegenheiten erb 
8i( h ja leicht ein Konflikt mit den Anspri&cben an Tenttndliddceit x 
Lesbarkeit des Lehrbnehs. Ich erlaube mir auf einige Punkte hinsnweis 
die der Verbeeeerung flUiig sind, ohne dab man den Kreis der sonst sei 
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iu dem Werke gebrauchten Beweimittel in ftbenehniten branoht, «Iso ohne 
dafs die Verständlichkeit leidet 

Der wichtigste Fehler^ der sich uicht nur iu den früheren Auflagen des 
Werkes, sondern auch sonst vielfach findet, z. B. in den bekannten Werken 
von Loreati und Hernsi-Schoenflies, ist folgender. Bekenntlioh iat die 
Gnnidthtteache der Integrahreohnung, dab man aus der Gleichung du ^0 
folgern kann u = const. Nun wird aber vermittelst der Differentialrechnung 
nur bewiesen, dafs aus (\fr l*>t/teren Gleichnnp die erstere folgt; der 8. 90 ge- 
machte Hinweis auf § 16 scheint auf einem Versehen zu beruhen, und leistet 
den für die Integralrechnung nötigen Beweis nicht Dieser Fehler ist durch die 
BflckBUsht anf die Vewttndlidikrit o. dgL wohl kaum bu entechuldigen; dem 
Leaer entgeht entschieden die Einsicht in das si ti der Integralrechnnng, 
wenn hier einfach hinreichende und notwendige Bedingung heimlich ver- 
tauscht wird, eine Verwechslung, die doch auch im praktischen Leben zu 
höchst bedenklichen Konsequenzen führen kann. Bekanntlich wird der 
Beweis des fraglichen Satzes auf Grund des Mittelwertsatses der Difforential- 
rechnung gefOhrt; da dieser vom Henrn Btorausgeber an einer andern Stelle 
entwickelt wird, so würde der strenge BewMa nioht mehr als die so wie 
so schon gebrauchten Hilfsmitt^'l erfordern. 

Ein weiteres Bedenken erhebt sich S. 71?, da beim Beweis des bino- 
mischen Satzes stillschweigend angenommen wird, dafs (1 -f~ ^j*** n&ch 
Potenzen von x entwickelt werden kann; vielleicht wftre es hier angebracht, 
auf den q»iter bewiesenen Taylorsdien Sats sn verweiMn. Ferner ist andi 
der Beweis des Satzes m S. 71 onToIlstandig, da nicht gezeigt ist, dalii 
die erhaltene Reihe wirklich der gesuchte* Differentialquotient ist; hier wäre 
freilich die Heilung des Schadens wohl nur dadurch möglich, dals die g&me 
Beihentheorie erst nach den Elementen der Integralrechnung oder wenigstens 
nach dem Mittelwertsatz behandelt würde. 

Endlieh em paar Kleinigkeiten. Bei der Erklärung des Diffnential' 
quotienten scheint es mir gut, das verwirrende Symbol 0 : 0 zu vermeiden. 
iHn r^efinition dos Gronzbogi-iffi> S. 10 („uähei-t sich hierbei der Wert der 
Funktion mehr und mehr einer bestimmten, endlichen, konstanten Gröfse 
ohne diese dem absoltUen Betrage nach überschreiten zu können . . ist 
mit einem von Antenheimer kenrühieiulen Pehler bebaftet — Gegen die 
mebrfiMdi Torkonunende Bedeweiae „Dillinentiieren in Hinsiclit mnft im 
Interesse einer reinen Sprache protestiert werden. 

Mit diesen Ausstellungen soll nber der Wert des Buches und besonders 
das Verdienst des Herrn Herausgebers nicht herabgesetzt werden. Die Aus- 
gleichung zwischen den Ansprüchen der Wissenschaft und des Unterrichte 
beaonden soiohsr Stnffinenden, wsldie in eniar Idnie die Anwendnngen 
der Mathematik im Ange haben, ist «in noch nicht gelöstes, schwieriges 
Problem, zu dessen Lösung der Herr Herausgeber einen dankenswerten Bei' 
trag geleistet timt: dns T?iif^h von Autenheimer wird auch in der neuen 
Gestalt L« ]irem und Lernenden willkommen sein. 

Berlin. A. KMnasB. 
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£. llrfs. Weitere Beiträge Eur Theorie der rftiimliohen K» 

figurationeii. I. Die liiieareu Trauaformationen der Kl einschen 
(60}5, 30f) nach ihrer geometrischen Bedeutung nebst Anwendung 
regelmäfsige Oelnld» det viflHimemioiuüeD lUmnüi IL Die 
(60|g, 735)') und die ihr logehörigo Grappe Ton linearen Tra 
formationen nebst Übertragung auf die UypersphSre nnd Anwendi 
auf dif hiprdnrrli be>timnitoQ reg'elniSfsi^n GebUde des vierdimenaiona 
Haumt's. (Nova acta Lf^opoldiua 75, 482 S. Halle 1899.) 

Als gemeiusame Quelle der beiden in den voriiegendea Abhandlun 
tmter8ucht«n Kff. kann die bekannte F^r drder Tetra^er tn desmift 
Lage gelten. Btide KIT. enfluüteii detmiache djatan«! und dnroh ei» aolc 
in ihr enthaltenes Sjstem ist die Kleintch« EL eindeutig, die Hefss 

«weidoiiti^ bestimmt Stepbanos, welcher die desniisch*' Figur zu 
eingelii'nd studierte, t^rlcannt^ auch ihren Zu«5aTnTnpnhang mit der sc 
TOrher von Klein geiuudeuen Kf. Bei ihm tindet sich auch die Heisi 
Kf. suerst, aber nur beiläufig, erwähnt Ihre Herleitong aas dem • 
mischen Tetnwdersyatcm gah Hefa in seiner Arbeit Uber perspektav« D 
ecke (Ihth. Ann. 28). Diese sowie die vorliegende Abhandlung sind 
einzigen, wekhe sich eingehend mit der in Rede stehenden Kl". Uefas- 
dieselbe scheint also wenig bt-kannt zu sein, während die Litteratar t 
die Kleinsche Ki'. einen betrüchtlichen Umfang aufweist 

Ich will mich deshalb im folgenden vorzugsweise mit der Hefssc 
Kf. beechilligen. Du Sjmbol (60^5, 72^) ohnrakterinert Bin als 
Gruppiming von 60 Punkten, 60 Ebenen und 72 Ceraäm Ton der 
schaffenheit, dafs jfdrr Punkt (hie Ebene) mll 15 Ehmm ('Punkten ). 
Gnaile mit 5 Punkten und 5 Ebenen incidefrf hf Um diese Gruppier 
deutlicher zu übersehen, empfiehlt es sich, %\xt Bezeichnung der Kf.-Pui 

diejenigen -^"=60 Anordnungen von 5 Elementen 1, 2, 3, 4, 5 in 

sogleich genauer anzugebenden Weise zu verwendcu, welche aus einer 
ihnen, etwa 12345, durch eine gerade Anzahl von TranspoaitiQttfin 
gleitet werden. Die so erhaltenen 60 Anordnongen werden doreh 

alternien nde Perrautationsgruppe der Elemente 1, 3, 3, 4, 5 nur n 
einander vt-Hausehi Es besteht ftber diese Grappe, abgMdien von 

IdenÜtätf ans: 

1) 15 Operationeu (<)(A/)(w?m von der Ordnung 2, 

2) 20 „ {i)(k)[imn) „ „ ^ 3» 

3) 21 iiklmn) „ „ „ 5. 

Sind nun (Yio 60 Punkte der Kf. /.weckmUr^ig durch die GO Anordnu: 
bezeichnet, so können wir ihre Gruppierung tblgendermal'sen beschreiben 

1) Die 16 Punkte, welche aus einem Punkte dordi die Pomiitatii 
S. Ordnung hervorgehen, li^n in einer Ebene. ~ 80 wird jedem Pu 

eine Ebene zugewiesen, und man etitftlt die 60 Ebenen der "Kf. 

2) und 3) 1-i T eine Permntation (5.) Ordnung, so gehen d 
ihre Wiederbohingeri r, t', t' (r, r", r', t*, t^), deren letzte die Tderi 
darstellt, aus einem Punkte 3 (öj Punkte hervor, welche auf einer Ger 

(<?<*)) liegen. 

1) DieM) SI. wird im Beferat alt „Hefaiohe>« zitiert 
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Jede dieser rlrr-j Fi crpn Schäften genügt, um die Kf. zu i liarakterisieren ; 
ans jeder von ihnrn lassen sich also alle Eiffpnschaften der Kf., ifr^hrsondere 
auch sehr leicht die beiden anderen autgetührten herleitetL £s giebt 
900 Qmdm ^ (7S Q«nd«n jede ist mit 3 (6) E£-Pimkteii und 
•bemovitlan K£-Eb«neii inoidmit, wlhnnd durch jeden Pankt (in jeder 
Ebene) 10 Qandaii und 6 Geraden gehen (liegen). — Die 24 Ope- 
rationen 5. Ordnung sind nicht alle von derselben Art Win n?lmlich die 
s&mtlichen 120 Anordnungen iklmn in zwei Klassen zerfallen, »o kann 
man auch zwei Klassen von Operationen (iklmn) unterscheiden. Diese 
beiden Kleaaen haben auch eine Temhiedime geometanaohe Bedeutang. Jede 
Gerade ^ nindich wird durch die 6 Kf.-Piuikte aaf ibr in 6 Mndir- 
strecken (nach Eberhards Terminologie) zerlegt, und es lafst sich nun 
leicht ersahen, dafs durch die Operationen der einen Klasse die Punkte 
auf den Geraden in der Weise cyklisch vertauscht werden, dafs jeder 
Punkt um eine Primärstrecke rückt, während die Operationen der anderen 
KlaiM eine Veiaohiebung um swei KriniSiftreoiBeD bewirken. Welohe 
Klane aber die Venehiebongen der ersten, welehe die der aweitai Art 
herrorraft, kann natürlich aus der Bezeudmong nidit a priori abgelesen 
werden, sondern bedarf r-r^t der Festsetzung. 

Aus der unter 1 ) angeführten Zuordnung der Punkte und Ebenen der 
Kf. ist ihr reziproker Charakter leicht zu erschliefsen. Jskt existiert nun am 
huämmtu ^Aar^atem wekhes jeden Kf.-Fimkt mU dar ihm MUjj^wieienm 
Ebme vtrtaiuAt. Die Ordmmff9fiä(k$ F diau BAattjfstm» ist imagiinär* 

Von nun an mflge jede Anordnong iklmn der 5 Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 
durch das Symbol <iiiana%inxm(^hn ersetzt werden. Dann knftpit die Be- 
schreibung der Kf. an das Schema der JJeterminanU 

«11 «it «IS 

«14 «15 

«31 «3J «SS «34 «35 

«41 «4t «4S «44 «46 

«51 «63 «M ^'55 

an, drrm 60 positive Terme nunmehr die Kf.-Punkte heznrJvirn. Den 
25 Eicmenteti der Determinante entsprechen 25 in der Kf. cnthult* ne drs- 
mische Systeme. Die 12 positiven Terme nämlich, welche ein bestuumtes 
Element aa enthalten, Ikfimi dk Eeken dreier deamiecber Tetraeder.') 
Man erhUt eomit 75 Tetraeder, welche, wie aidi weiter seigt, Poltetraeder 
im System n sind. — Die oben besprochene Permutationflgruppe stellt sich 
jetzt dar als die; aUemirrcnde Gruppe von Knl^nnrvpermufahfynen. Als 
Töllig gleichberechtigt tritt neben diese die aJternirn'tuh' Gruppe der Zeiim- 
jpermuialioncn. Beide zusammen erzeugen als ihr direktes Produkt eine 
Gruppe von 60' 60 ^ 3600 Operotkmen, welche simtlich die positiYen 
Determinantentenne nur unter einander Tertanschen. Die etttspreehendm 
Veriauedmigen der Xf,*Fmdde werdm dmireh dmeovide EoOineatipne» «er- 

1) Über die desmischen Systeme in ihrem Znsammenhang mit der hier ein- 
gefohrten Beseichnong vgl. die Abb. dee Bef. „Die Oeraden der Beyeeohen Kf.*' 
Aroh. f. M. o. Ph. (S) 1^ IM. 
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wMfclidU, und dtmgem&rs hat man zunftchst eine Onippe G von 8600 Kc 

n<»at!onpn, welche die Kf. in sirb selbst überführen. Dieselbpn sind tig 
liehe (d. h. dip Tran.sfonnationsdetr'rmlnante ist positiv); sie lassm 
Fundamenial flächt i' iniartani und zwar in der VV^ei^e, dafs jede der bei 
(iraaginftren) Regelsdiann in ndl fib«rgdit Eb ^bt fionier aodi 3600 
eigenßik^e KoUinmtionen, weldie die JSL und F inTariani Innen, dnbri i 
die beiden B^lscharen von F mit eiMnder vwtnusehon. Die zugehöri 
P^rnmtationen ^cr Kf. -Punkte werden im Schema der Determinante dt 
\'erlau8ehung»"n der Zt-ih'ii mit den Ko1onn«»n angezeigt. Natürlich Voim 
nur sulcbe V'ertauschungen in Betracht, bei denen die bisherigen Ze 
(nnd ebenso Kolonnen) in ihrer neuen EÜkellnng eine Beihenfolge anfwei 
welche mu der nrsprilnglichett durch eine gerade Aniahl wn ^nranqiositio 
hervMfeki Inden man endlieli die 7S00 EoUineationen mit dem Po 
sjstem rc zu<^mn)cn'ioi?f ^ erhillt man ebensoviele zur Kf gehörige i 
rflntionm. Dairat sind über auch alle linearen TraastormatioDeii der 
in sich erschöpft. 

Diejenigen beiden Gnippen von je 60 elgenfUcben KoUineati« 
welche durch blofse Kolonnen- het. blofoe Zeilenpermatationett ansgedrl 
werden, sind den beiden Begelscharen Ton F in der Wnn koordiniert, • 
durch die Operationen einer solchen Ornp]^*^ immt^r nur die Elemente 
eiueu Kegclschar permutiert w^nlf^n , dir Ut anderen aber «sämtlich 
bleiben. Hierdurch tritt der Zu.-^auimeiüiaug diei^er Uutersuchuugi u niu 

Thwrie dtr mHitiim Struppen Uneorer 8»iMiMicmm einer (koiuplei 
VeränäerUdim (bez. projektiver Terwandl^haften eines Gebildes erster 8 
— in unserem FaUe einer Regelsohar — ) und der Theorie der r^uh 
Körper in Evidenz; und zwar haben wir bior Ihosaedcrgruppen vor nn? 
Somit wird durch die Hefssche Kt'. eine Fläche F vom zweiten (Jrade 
weiterhin auf jeder ihrer llegeUchaien eme Ikosaedergruppe bestimmt. 1 
gekehlt gehOrt aber ancih ni jeder FlSebe F nnd swei anf ibmn Begelsdu 
willkürlich angenommenen !Dkoeaedeignippen eine bestimmte Hefsedie 

Von den in der Gruppe der Kf. enfhaltenen Untei^rruppen hat £ 
als besonders wichtig diejenigen hervorgeh ohen , bei wnlchcn naf^h der 
gewühlten Be/eichnung ein negatirrr Driirniirni/it' }!'! i ni mvanant bl 
Eine solche Gruppe enthält 60 eigeutliche uud ebeuboviele tineigeutl 
KoUineationen, dnzch welche 5 bestimmte Punkte dw Banmee anf 
mOglidien Arten permutiert werden. Diese 5 Punkte sind den 5 Elemei 
aus denen sich der Determinantenterm zusammensetzt, in bestinunter Vi 
sageordnet. 3ff/« hat dm f>0 negaUrm Tertncn entsprcchfnä 60 ■ 5 
solche Punkte. Dieselben ergeben sich als die Punkte derjenigen 2.") 
mischen Systeme, welche zu den 25 desmischen Systemen der Kf. konju^ 
(im Sinne Ton Stephanos) sind. In jedem Ton ihnen lanfen 4 Geraden 
nnd G Kf.-Ebenen zusammen, ein vollständiges Vierkant bildend. 

Ein weiteres Interesse gewinnt die Kf. in ihrer Verbindung mit 
eÜiptischrn oder sphärischen Geomefri'' Di^ erstcre zu erhalten, wählt 
die imaginäre Flache F zur FumiamruiiiijUichc für die elliptische 3J 
hestimmung^ d. h. man nennt zwei Gebilde ^or^nient^ bez. f^symmdru 
wenn ne dureh eine eigmäidie bes. unoffeiMidie, die Hiebe F invax 
lassende KoUineation in einander flbexgehen. Diese Kollineationen m 
heilsen dann Beweguitgen bes. jjyMnefrisdbe (^IperdMonen. Durch die 60 
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Ebenen wird der Raum in 7200 Elementartdraedc^f /.erlogt, welche nunmehr 
alle kongruent bez. symmetrisch sind. Um jeden der oben erwühnten 
300 Funkte liegen 24 Elemeatartetraeder, dnrch deren Zusammenfassung 
«in mfgtäära Tilnuder mtsfeeht, welokaB den Punkt mm Zentrum, zu Ecken 
Kf.'Pnnkte, zu Kanten Primftntmcken aus Geraden bemtet Die 300 so 
entstellenden regulären Tetraeder sind kongruent und füllen den ganzen 
Raum genau einmal aus. Ebenso sind die Ecken der erhaltenen Gebiets- 
einteilung regulär und kongruent. Eine andere derartige Gebietseinteilung, 
nämlich in 60 kongruente reffuläre Dodekaeder^ erhält man durch Zusammen- 
fatten der um einen jeden ^-Punkt hernmliefenden 120 Slementartetraeder. 
Alle diese Vwiütltnisee lasflen oeh am Sdiema der Determinante leicht yerfolgen. 

Will man statt der dUptisekm die sphärische Geometrie zur Betrachtung 
heranziehen, hat man in einem vierdimen.sionalen ebenen Räume 7?^ einen 
dreidimensionalen sphärischen Ktuim S.^ ( JIypir.<pliäre) anzunehmen. Nun 
enthält aber Ji^ einen ebenen uneudiich lernen Kaum von 3 Dimensionen, 
welcher Ton in einer imaginSnn «weidimemrionalen FUefae F aweiten 
Grades geschnitten wird. Werden ans dem Zentrum 0 von die Punkte, 
Geraden und Ebenen TOn J^"* auf 8^ projiliert, so orgiebt sich als Ab- 
bildung jedes Punktes ein Oegenpunktepaar, während die Geraden und 
Ebenen von li'^' aul' iSj Uauptkreise und Hauptkugeln liefern. Jede JJrdttmg 
von 6g um O ruft auf eine eigentliche Koliineation hervor, welche F 
ungetndert Iftbt, wihrend die entspreehenden uneigentlichen Eollineationen 
doMsh Bfkg^migm Ton an einem ttqoatozialen ebenen Bamne in 
Yerbindung mit Drehungen geliefert werden. Wird jetzt in eine zu F 
geborif^o Hefssche Kf. konstniiert, so giebt ihre Übertragung auf ein 
rrfiuiiiüU's fiphälisrhcs Net£ mit der doppelten Anzahl von Punkten, Kanten, 
ietraedern u. s. vv. Werden schliefslich die sphärischen Kauten und Grenz- 
flichen durch ebene ersetst, so ergehen sich snnSchst swei reguläre Polytope 
(d. h. Begieninngen regul&rer vieidlmensionaler KOxper): das SOO^ZtU ans 
600 Tetraedern und das 120-Zai aus 120 Dodekaedern bestehend. 

Die 600 Ecken des letzteren, welche den oben erhaltr^nm P-fO Tunkten 
entsprechen, verfallen wie die<?e in Onippen zu je 5, die einander paarweise 
als Gegengiuppeu entsprechen. Jede solche Gruppe besteht aus den Ecken 
eines regulären 5-ZsBs. Aber auch die drei flbrigen xegulftren Polytope 
ergeben sidi ans der Hefssehen Kf. Werden die drei Tetraeder eines 
desmischen Systems oder nur zwei oder endlich nur eines TCn ihnen auf 8^ 
übertragen, so ergeben sich im ersten Falle die 24 Efk^n des reg. 24-ZeUs^ im 
sweiten die 16 Ecken des reg. 8-ZcIls, im dritten dui 8 Ecken des reg. 16'ZeUs. 

Die drei zuletzt genannten reg. Polytope ergeben sich auch bei Be- 
traditimg der Eleinsohen K£, da diese ja desmische Systeme enthilt. Zur 
Kleinschen Kf. gehütet eine Gruppe von 11 530 Eollineationen und ebenso* 
vielen Korrelationen, welche aber wie die Kf. selbst (im Gegensatz zur 
Hefssehen) nicht vollständig reell sein kann Die geometrische Deutung 
der einzelnen Operationen und die Untersuchung der in ihrer Verbindung 
auitretenden Flachen zweiten und Komplexe ersten tmd zweiten Grades 
machen den wesentlichen Inhalt der ersten Abhandlung aus. 

Charbttenburg, d. 21. September 1901. E. Steihitz. 
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£rn§t Rädert, über kleine KugelkreiBe. FÄue Anwendung von <ira 
maang Aujidelmiuigslebre. Dissertation (^Leipzig). Leipzig. B. G. Teubi 
1900. 37 8. 4» 

Dia Toriiegende Arbeit bildet di« F u r tintii i n g «iiMr P to ym in-J 
hftodlimg (3. Stidt Bedsdinle m Leipiig^ 1899), ia weldier der Ver&i 

gez* i^t bat, wie die GrafsmanDgche Ausdehnungslehre die Mittel lieÜBrti 
für die Gfornt-tiif der Kugelfläche die Oruf'^fn- wi»? die T u'-i-r^lje^iehnTi 
der Gebilde mit gleicher Leichtigkeit und Einfachheit z;ir Darstellung 
bnogen. Unter den Terschiedenen Methoden der Auadehnungslehre wu 
die Pnnktrechiiiiiig den direktesten Weg nt dieeem Ziele bilden. Aber 
Interesee einer mflgUchst oompendiüeen dcmentwen Begrflndung der erfon 
liehen HMiptgeBetze und RechnnngarBgdn bat der Verfiuaer nach dem \ 
gangp Peanos die Stn-i kcnreclmnng zu Grunde pele^'-t, in welcher dor n 
«inem Kugelpunkte tühreude Hadin«? als VeMor zur l)arstellung dv 
Punktes benutzt wird. Es können dann die ertbrderiichen Kechnungsg&»i 
moB ejjifiuiheo geoanettitoiien Betiehungen enMMt werden, wihiend 
OrAfsmann umgekehrt dieee Geeetse begründet und naehhor auf die geo; 
tlis< heri G. bilde angewendet werden. 

Während die Sätze der sphärishen Trigononi'^iri'^ den Seliluf? 
i*r8fen Abhandluntr bildoten, })eliand< lt der Verfasser in den zwei Alts» biiii 
der vorliegenden Arbeit den Kreis auf der Kugel und seine Beziehun 
sa andereD KreisMi, aowie lo dsa Dreiedoen. Als „M^iwy Kngelkr 
oder „ll^ebenkreisf* (P, ^) wird jeder Kreis anf der Kogel beteiduiet» wol» 

^< v^ den Bogenabstand jedes Kreispnnktee (X) Ton dem sphKrisc 

Mittelpunkte {!*) bedeutet Da aber P und X gleichzeitig die Vekt^ 
dieser Punkte dvttellen, so liefert die Grafs mannsche Defimtioii de« inni 
IVodnlcts zweier Strecken sofort die Gleidiimg des Kreises in der Fe 

PjX=cos^. An die Stelle der Sekanten und Tangenten der ebenen ( 
mpfrie fn'fen hier s-lineidcade und bertthron de TTauptkreise. Tn entspreclT^r 
Weise findet die Li bertragting zahlreicher anderer lieiTiffe d'»r ebenen Ivj 
ceomothe statt, u. a. der Potenzen, Orthogoualkreise, ivrcis- und Polam( 
Alm]iclikeitq»viikte nnd 'Linien, CSentxtlra, KreisgebBsdiei Kreisbflsehel n. t 
— Der sweite Abschnitt behandelt in gleieher Weise die dm splübiat 
Dreiecken ein- und umbeschricbonen Kreise. — überall wird der Fortsei 
der in einfachen Forni'dn sieh vollziehenden Rechnung, in der die im 
Multiplikation nat iir;,'' iii;ir> die Hauptrolle spielt, unnvittelbar von den 
metrischen Resultaten begleitet, und so kommt ein Ubersichtlicher Aul 
der qphltiBeheu Kreisgeometrie m Stande, dem sieh für den Leser die 
wohnte Form der ebenen Kreisgeometrie von selbst orientierend und 
Vergleich auffordernd zur Seite Stellt. — Auch die venvandten Arb« 
anderer Forscher ans älterer nnd n*»uerpr Zeit werden berücksichtigt., 
ein/eine, z. ß. bei Gudermann und Steiner vorkommende UnrichÜgkc 
verbessert. 

Hagen i, W. V. SciiLEtiEU. 
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t Angaben vnA Lehnfttn. LOBOngwu 

A. Aufgaben and Lehrsätze. 

55. Erwünscht, sind möglich.sl fintacliu Htnvei.s»' der totgenden Sätze. 

Eine ebene Kurve welche die Punktti Ä und B verbindet, uinschÜerse 
mit der genulMi Strecke AB ein Gebiet 0 und sei to beBchaffsii, daft jede 
von zweien ihrer Punkte begrenzte gerade Strecke ganz im Innern oder auf 
der Grenze des Gebiets QJ verläuft Dieselbe Beschaffenheit habe o'mc zweite, 
die Punkte A und B verbindende ebene Kurve; verlftnft dieselbe ganz im 
Gebiet so ist sie kürzer als (£. 

Eine Oberfl&che ^ werde durch eine ebene geschlossene Kurve ß be- 
grenzt vnd uunehliefte mit der innerbalb der Kurve $t liegenden ebenen 
Fliehe das Gebiet tt; sie Bei fecner so beschaffen, dals jede von zweien 
ihrer Punkte begrenzte gerade Strecke ganz im Innern oder auf der Grenze 
des Gebiets 'fR verlftuffc. Dieselbe Beschaffenheit habe eine zweite, durch 
die Kurve jil begrenzte Oberfläche j verläuft dieselbe ganx im Innern des 
Gebiets 9t, so hat sie kleineren Flächeninhalt als 

Diese EMltse bemgen im wesentUchen dasselbe wie die Postulate 2, 5 
in Verbindung mit den Definitionen 2, 4 im ersten Buche der Schrift von 
Arehimedes'ftber Kugel und Cylind«. (Opera ed. Hubeig Bd. L, Q. 7, 9.) 

Beriin. A. Kwurkb. 



66» Um einen beqiMmea Eingang in die Theorie der algebraischen 
Kurven vom Geschlechte 1 zn gewinnen, wähle man in einer el)pnen Kurve 
3. Ordnung (ohne Doppelpunkt) einen Punkt A und riphp in ihm die 
Tangente, welche die Kurve noch in B schneiden möge*, ebenso liefere die 
Tangente in B den dritten Punkt C. Wird nun das Dreieck ABC als 
Fnndamentaldreieek homogener Koordinaten x, i angeseheii, so soll die 
KuTvengleichung aufgestellt und daraus direkt bewiesen werden, dab die 
Kurve in der Form daigestellt werden kamt: 

y ^ ^a^(u — v)a(u-\- v), 

M — vc{u) 0 (•» + v) (» — 2v), 

wobei u ein veiinderHeber Parameter, i», 1, ft, v Konstanten sind, und wobei 
die Invarianten ^ und ^ der aogehörigen Funktion ä (m) nichts anderes 

21* 
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sind als dif* AronhoM -Syl v^^st'-rsdien Fundamental 'iDTtriftBten der < 
Kurve dArstellendeu ttruärfii kubi-ciieu Form. 

Man •iuchc eine aiuubge Uarstellaug fOr die Baumkurven Tinter Oi 

uuug erster Art. 

Berlin. — — — Ricu. Müller. 

57. Man untersuche die hin- und hergehende Bewegung eines Schwei 
und eUktrisehai Pnnktes, der tqo einem senkrecht unto' ilmi befindlid 
festen, glmchnamig elektrischen Punkte nach dem Oonlombsdien Oese 
abgestofseD wird. (Angenähert veranschaulicht dnrch eine kleine Korkku 
oberhrtlh eines kugflff^mig-PTi Konduktors.) 

W enn das absulute C - 6r-<S- System augi-unde gelegt wird, und alsdi 
g die Fallbeschleunigung, m die Masse des beweglichen Punktes, und 
die beiden elektrostatiBchen Ladungen, x den Tariableii Abatand des 
wegücbett Punktes Tom featen Punkte zur Zeit I, h und A' den kleins 
resp. grOfsten Wert dieses Abatandea beieichnenf so soll nachgewi« 
werden, dals: 

(1) 

(B) ^J.V4yMA'-A).^, 

(4) I- ^ ' rv' + "^"'1 

ist 

Welches sind die Konstanten Cj, und die Invarianten 

lugebörigen Funktion f?(«)? ICan bereehne die Behwingungadauer ffir 
numerisches Beispiel 

(üeber die Bezeichnung vergleiclu- man die von Hetru H. A. Schw 
herausgpgcbpTipn „Fonnelu und Lehrsätxe zum Gebrauche der elliptisc 
Funkti' Tien ^ Göttingen 1883 oder zweite Ausgabe Berlin 1893). 

Berlin. KiCH. M&li<bu. 



58. Integration der Differenzialgleichung " ± Ä'-y = 0. Bei 

a 

Losung setze man x"" 'c' iy und beweise, dais die nte Ableitxuig, 
Herzberg a. Han. Adolp Fbakcku. 



Digiti-^cü by Google 



Yeranwsfate Ififtoilwigeii. 309 

59. Sind qp, ^0, = 0, q>i^O drei b«Uebi^ Karvea xw«iier 
Klasse, so giebt es in dem Gewebe 

stets vier Krttse, dsren Cemtra die Sefanittpunkte sweier gleichseitigeii 
Hyperbeln sind. 

Dsnnstndt, 20. April 1902. S. GuHDELmionB. 



f>0. Sin<1 =- 0, (;pj = 0, • • ^6 ^ ^ ilgend sechfs linearunabhängige 
Flächen ;iweit«r Klasse, so giebt es in der fünffach Tmendlichen Scbar 

«cht Kugeln, deren Centr» die fichnittpfunkte dreier ortbogonalen Hyper* 
boloide sind. 

Dsnnstadt, 20. April 1902. 8. OmrDiLviHGU. 



61, Das Maximum des Abstandrs je zweier Raudpunkte eines gewöhn- 
lichen Vielecks sei als Durchmesser desselben bezeichnet Der Durchmesser 
eines Viele«^ ist «atweder eine Seite oder eine Disgoule desselben; im 
letstraen Falle bnncht er nicht ans lanter limenpankten des Videcks m 
besteben. Es wird behauptet: „Der InJicUt eines jeden Videeks von gegebmsm 
DurcJtmrpüfr a ist kleiner als der InhaU des Kruses vom Durdkmesser a, 
d. i al*^ -ra-fA." 

Inusbrock. 0. Stols. 



B« Losungeu. 

Zu 37. (Bd. IT, S. 356.) (S. Gundelfinger.) Besiizt Q dip Koordinnfen 
a, b und aieht man diin )i irirend eine Sekante unter dem Winkel a gegen 
die positive Achse, so wird iiir jeden Punkt uut dieser Sekante 

«««a + <cos«, y^5 + ^sina, 

also spenell mr Bestimmung der positiTeD oder negattTen Entfernungen 
^ <«.i, I, s, •) eines der Punkte A, P,, * * Pt« von Q: 

f(a, b) + i[ooBa ^-^^ -I- sin« ^^^^ j + . . . + <«« (cos«« + 8in»«)"-0. 

Also: QPi • QP^ • • • ^ ^ ■ ^ * ' * 'l»** f(^' ^' ^' unabhängig von 
dem Winkel «. 

Danutadt, 7. Hai 1901. 

Der vorstehende Beweis dflrfte auch jetst noch der lOtteiluig wert 
sein, weil aus demselben die Zeichenregel für die QP^ resp. QPi^ vor allem 
aber die Tollstftndige Analogie mit der Kreislehre folgt Nennt man s. B. 
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Ql\ QP„ A\c Poirn/ <les PwiklM Q in Bemg nuf die Knrre ^(jr, !!) = 
80 gilt u. a. das Theore m : 

Der geomotriäche Ort alier Punkte, welche in Bezug auf zwei koachs^ii 
Lenmiskaten glmeh« Potm» bentien, ist eine gleichseitige Hyperbel (fUr < 
spezielle Lemnisknte das System der beiden WinkiJhftlMerepden). 

Hat die OU I« Imng f(x,y)^0 ah Glieder der 3fi-ten Ordnung mir d 
Tetm (jf* — y*)", so wird 

sobald die beiden durch Q gezogenen Oenden normal zu einander sind. 
Dannstadt, den SO. 1903. S. GuimnLFDiosn. 



Zq &0. (Bd. m. & 170) (S. N. Barisien). Bei F der geaucU» k 

lichkeitspunkt gleicher Art mit S. Dann gilt die Proportion YB 1 7 
— -i4B:^,JB,. Sind r und r^ die Radien <lor ^'pgoboncn Kreise, so 
SB:SB^ ^rir,. Verbindet man A und B mit C. tv-rru r und B^ : 
so erhält man zwei ähnliche Dreiecke ABC, ferner A^B^C^^ da die e 
sprechenden Seiten paiallel sind, rssp. auf einander faUen. Denmach 
^3:J|B|Br:r, und fblglich YBiYBi*-^ SBiSB^^ was nur mögl 
ist, wenn T mid 8 auf einander bllan, da bmde Punkte swischen B \ 
Bi lifpen mü<!?**n. 

Sei iS'j der zweitp AhnlichkHitspnnkt der gegebenen Kreise und X 
gesachte Ahnlichkeitepunkt zw«iU;r Art der Kreise über AB und A^B^ 
dMi Mittelpunkten Jf und Jf|. Dann sind die Punkte CSCyS^ vier \ 
mooisehe Punkte, ebenso die Punkte ÄSMiX. Wir beziehen die bei 
Punktmiben so auf einander projektiv und perspektiv, dafs einander 
geordnet sind: M uu.d Af, und C^. S und S: dann ptitsprecheu si(b a 
X und .S'j, l>as (.'entniin der l'erspektivitiit ist der unendlich ferne I'il 
da CM und C'^itf^ s«ukrecht auf AB 8t«heu; folglich ist auch XS^ st 
recht auf der Sehne. Der gesuchte Ort ftr X ist der Kreis tther . 
als Durchmesser. 

Binbeck. B. NnumiDoavF. 



1 Anfing«!. 

Zusats eu der Anfrage ö di€i>cs Bandes auf S. 85. 

Für den sppj^ipllen Fhü der im Anbiv 3, S. 85, 5 behande 
Aufgabe, wo der l'unkt Ji am der ilalliierungslinie (f) d*»R Winkels j 
liegt, habe ich folgende Konstruktionen mittels Lineulä und Zirkels 
fiinden: 

a) FOr vier mögliche LOenngen, d. h., wo d> 3 • HO ist z 
durch JI eine Senkrechte r zur Halbienmgelinie t. Der Schenkel q i 
von r in 0 geschnitten. Man mache auf r RO = 08 und errichte i: 

eine Senkrecbte s auf r. Man beschreibe aus B mit der gegebenen Llln. 
einen Krei« weicher von t und 8 (auf ders, Seite Ton r) in ui un< 
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gescbnitien wird. Di - Gerade AB giebt im Schnitt mit r den Punkt M. 

Man beschreibe über 31 R als Durchmesser einen Kreis l\. Ans R Hille 

man eine Senkrechte auf p und trage niif <lieser den Abstand HP des 

Punktes Ii von p bis N auf [liP^BN). Von X Hillo man eine Senk- 
rochte n aut r, welche Jc^ in .AT, und JV^ schneidet Die Verbindungs- 
iinien 3fN^ und MN^ schneiden den Kreis k in den Punkten 1, 2, 3, 4, 
welche, mit R Terbnnden, die gesnchten Transversalea liefern. 

b) Für drei mögliche Lösungen, d. h., wo d ~ 2 HO ist. Der 

Kreis k geht hier durch S. Der Kreis ist der über HS als Durchmesser 
besdiriebeDe. Sonst ist dk Konstniktioa völlig gleich der vorigen. 

e) Für twei mSgludie Lösungen, d. h., wo (2 < 3 > BO ist Man be- 
stiBiine wie voriier die Oerade ft, and beschreibe wieder ans B den Kreis k. 

Der Uber BS als DnrchmeBser beschriebene Halbkreis ft' schn«det ft in 
einem Punkt W. Aus dem Srlmittpunkt von n und r beschreibe man 
einen Kreis k^, welcher durdi W gfhi. Dieser schneidet r in zwei Punkten, 
von welchen der eine V stets innerhalb, der andere U stets aufserhalb des 
Winkels pTq zu liegen kommt. Die im ersteren (F) auf r errichtete 
Senkrechte bifft den Kreis ft in den Punkten 1 und 3, welche, mit B ver* 
bnnden, die gesuchten Transveralen bestimmen. 

Agnun. 6. Majobm. 



Antworl auf die Anfrage (f dieses Bandes auf S. 85. 

Wie Herr G. Bados aus Bndapesi die Cote hatte mir mitsateilen, 

ist der in der Anfrage fi anpepebene Satz bereits von ihm aufgestellt 
worden. Vgl. Zur Theorio (l»>r orthogonalen Substitutionen. Math. u. 
Naiurw. Ber. aus Ungarn Uj— ~U7; Über die Bedingungsgleichungen 
swisdien den Coeffidenten der orthogonalen 8dbBtitati«»eB. A. a. 0. 1899| 
336—340. 

Berlin. E. Jahnkp. 



3. Kleiner» Notim. 

Bemerkungen zu dem Aufsatz von Herrn C. KoMer: „Über die Klmsißkation 
der Kurven wtd Flächen eweiten Grades" auf 8, 21—33 %md S. 

1. Herr Koehler beruft sich (1. c. S. 21, Anm. 3) auf einen Ansmg 

aus VortrÄgen, welche ich Herrn Brückel zum Zwecke der Heninspabo 
gehalten, und welche dieser vereinbartermafsen im Journal für Math. 119, 
210 tr. mitget*jilt hat. Wie Herr Brück el 1. c. S. 210—211 hervorhebt, 
sind speziell die Kriterien der ilftchen 2. 0. nnd ihrer Schnitte mit Ebenen 
d«D /fiftolfe nach die gleiohen, die ich bereits 1876 in Heeses analyl 
Qeometrie des Aanmes (Suppl. II) gegeben habe. 

In der That gehen die von mir gebraachten QrSlsen f{y, y) und 
fi»i 9) f{^') — f^iM^') (Brüokel L e. p. 314) aus den in SuppL II von 
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He88«8 BAumgeoiiietrie ebigvlldiiteii und nmtelis rantandis h 

Yw, wenn maa p^^O, ^ 0, v^^O und j», ^ 0, 0 aaniiniiit 

8. In «m«m naektrlglieboi Ziuats sa 8. 28, Z. 19 o. sni 

,,RIa8sifikatioD etc/* erwähnt Herr Koehler neben der Abhandlung desH« 
FrolM'iiius (B(rl. Sit /nr^'^ber. 1894, S. 245 f.) auch meiner Arbeit 
Journal von Cr^Uo 91, >. 229 (1881). Hirhtig ist allerdings, dafs at 
idi unabhängig von Herrn Frobenius den Bat2 gefunden hatte: ^t r < 
Bang eines symmvlriaeh«!! Eytlbum^ ao giabt «a m daiiaallMa dne ta. 
▼erMbwindand« Haiiptiuitardatarmiiianta ▼om Omde r.** (Hau TeigL 
Andeutmig in Buppl. I zu Hesses Baomgeometrie S. 454, Z. 1—6.) J 
ersten ausgeführten Bcird.^ hat jedoch Herr Frobmius bereits In ^rt 
Journal 82, S. 242 gegtbm, dem ich erst später ebendaselbst 91, S. ^ 
zwei weitere hinTOgefügt habe. 

3. Den Beghtf des Eanges einer sjmmetriscben Determinante mit c 
Trfigheitsgesets der quadfatudieii Fwmen in Verbindiing sn setien, ma 
jedem Kenner der aigeVraiseben Theorie der Flldien 3. 0. als seil 
▼erstftndlich erscheinen, besonders im Hinblick auf die Werke von Möbi 

PlflrkT und eine Abhandlung aus denn Xachlass»' Jacobis (Journal 
i'reile 53, S. 275). Schwierigkeiten konnte nur die stnnge T)iir(hti'ilir 
der Beweise tür tUle Fälle bereiten. Diese Durch tülining dürfw wühl y 
ersten Male in Supplement I zu Hesaes Batungeometrie von mir gege 
worden sein. (Man Tergl. die Ztuammenfksaung auf 8. 469, Z. 18 — 1 

4. In der Anmerkung 2 auf 8, 84 seiner „Klassifikation*^ giebt 

Koehler eine hinreichende, aber niclil notwendige Bedingung, um < 
Fläche zweiter Ordnung als reell zu ( Im r ik* frisieren. Die hinreichen 
und noiwendipen Bedinfjunpfn für fiiu' itiiuffamtr Fliicho im Kattme vo: 
Dimensionen lassen sieh nach meineu i^utwickluugeu auf S. 225 — 229 
Grelles Journal 91 folgendennaCMn ansspreolien. 

Verschwinden simtliobo Snbderminanten (r + l)ten Giades der q 
dxatiachen Fonn 

ist dagegen irgend eine bestimmte Hauptonterdetmninante rten Grades 
2^ull versohieden, etwa 

so nimmt f Zahlcnwerte mit gleicbem Vorseichen (die Nnll nidit > 
gescbloesen) stets dann und nnr dann an, wenn die Beihe 

lauter Zeichenwechsel oder lautd Zeidbenfolgen darbietet Überdies 
kein Glied der Reihe versah winden. 

Der von mir 1. c. gegebene Beweis und noch kürzer meine Eniw 
lungen auf 8. 315 in Bd. 2 dieses Archirs seigen aach, dafs f sein Zei 
inrhseln kam, tduM oudk mw eine eipur^ Himptmitfia mmHa ^ 

^ ± (««««^.« • • • « J venehMrindet, 



Digrtized by Google 



YamuMlite Hitteiliingeo. 318 
Ist z. B. fOr eine Fl&che sweiter Ordnung 

dagegen etwa 

80 stellt ^»0 eines hnagm&ren Kegel oder Cylinder stete dann und nur 
dann dar, wenn 

Beeil wird also dar Kegel oder Cylinder sein, eobsld diese beiden fie> 
dingangen niidit glekiueUiff befifiedigt sind, wenn also auch nnr eine einzige 
der Determinanten 

KnU wird. 

Sind alle A^j^'^O, so wird f*^0 zm imaginire Ebenen (parallei 

oder nicht) darstellen, wenn für ein bestimmtes Zahlenpaar «, ß ans der 
fieihe 1, 2, 3, 4 die Detenninante o«.««^^-— <ia^ > 0. 

T>H9 Verschwinden yon oder a^ß ist hierdurch von selbst aus- 

geechlossun. 

Das von Herrn Koehler angemerkte „kleine Versehen" im Journal 
ftr Math. 119, 8. 216, Anm. 7 durfte wohl auf einen lapsus linguae bn 
meinen YortrSgen surdeksufttbreD sein* 

Daimstadt, 20. April 1902. S. GusDBtnxoBR. 



Bmerkmiff gum Aufiatte wm Herrn KmmereU: 
„EiH Sat0 Uber geoämeke Lmim** 

Der 8atz, an den Herr V. Kommer eil in dieser Zeitschrift (1,3) 1, 
8. 116 bis 117) erinnert ha;t: 

tJkiM Q^adrat der Tamm emar geodäUat^ Imk ist gleich dem 
Produkt am dm Differeium ihrer Kr üm tm mg gegen die beiden MoHj^ 
h rümmm^eH der Itäd^ m dem helr^pmden Pmüd^ 

kann audi auf folgende, viellridit ein Usohen kflrsere W«se bewiesen 

werden. Bezeichnen t ^ Kosinus der Hanptnormalen der geoditischen 

Linie und 7, r, /, wip gewöhnlich, «Iii" fünf ersten Ableitungen der 
Koordinat«! z der FliU he z =^ f {x, y) nach x und ^, 80 ist die geod&tische 
Linie cbarakterisiert durch die Gleichungen: 



-P ^ -q ^ +1 
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dip liin^s dor ganzen Kurve be£riedigt werden. Kon folgt «ifi (1) (Fre 

sch« Formeln): 

(^) -= + i-i(7rW7.)'- 

Moltipliziert maa diese Gleichungen der Beibe nach mit ft, v 
addiert, so folgt 

Dies gilt für beliebige Achsen; wUhlt man m solchen (\W Normalt 
Fläche im betreifenden Punkte {Me) und die zwei Tangenten der H 
richtungcn {Mx, My\ so wird bekuutlicli in If: 

P-H-O, r-j-, ««-0, 
nithiD aoB (3) in Jf : 

oder auch 

j2 



d. h. 

oder 



— C08 ^ • 006 v ' j V • Sin 



Es ist nun (Euiersche Formel): 



mithin 
und 

alflo auch 



— sin' o( 1 



w. z. b. w 

Die Formel -g- — ± ^9 ^9 " »«w welcher die von i 
Kommereil gefundene folgt, gilt übrigens allgemeiner für die geodi 
Tonkm — 'j^j irgend einer Kurve der Fläche und wurde saeis: 
Bonn et gegeben.^) Igt die Kurve eine geodätische, so reduziert 

1 Mt'moire eur lu fheorie dos surfacc« (Joum. de l'^eole Poljt. 89, 1, 
Cf. auch Darbottx, Surfacea, p. 



Digitized by Google 



Termiiehto UittetluDgen. 315 

^ - Sbenao ab«r redimert sich die geoditische Tonion zu der 

bloCBen Tonion fBr eile Kuiren, längs deren & (— IK^nkel der Hanpi- 
monxtelen und der Fttohennonnalen) hnuitMt ist Insbesondere gilt dies eudi 
für die aa^mpMMm Linien. Man h$A also «icili f&r eine solche 

Zieht man femer in Betracht, dafs für diese Linie die Gleichung gilt 

9t 9% * 

SO findet man 

¥91 — 9m Fffi— 
miUun 

J- « . y—9t9» 9i—9m ^ X * 

d. b. die Ennepersche Formel, welche auf diese Weise leichter bewiesen 
worden ist 

Athen, den 12. Oktober 1901. K. J. HaTODAKu. 



1) Diese Fomel kann, wie die vori^ für (di» geodfttiichMi Linien, anch 
direkt bewiesen werden. Ei isb lAmlich hier: 

TP =Fsf ±1 



also auch 



oder wie früher 



Und wftblt man die Achten wie fräher, so folgt 



nnd da 



so wird 
w. s. b. 1 



( «= 008 ^<p + • »J -= «>8 «P. 

1 . . /l 1\ 

-^--±«nvoosv (---), 
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Zur Bemerlmng ä€$ Herrn EA, Jamtdt im 2, Bande auf & 153, 

Hait Jsniteb bemerkt , dafs die tod ans in 1, 8. 178 (Theorem 

genannte Ellipse in einem Falle 7.n einer doppelt zu zahlenden Ocm 
vrird. Wir benutzen diese Gelegenheit, um durch einige Bemerkungen 
vom Lotpunkt bereits Gesagt« zu ergänzen. 

i. Der Ort der Lotpunkte inbezug auf Geraden durch einen festen Pij 
ist eine Ellipse, welche dnrdi die Fufspunkte der von dem Punkte 
die Seiten des Besngsdraieeks geftUten Lote geht. (Diese EUipee 

identisch mit der in 1, S. 178, Theorem V.) 
n. Der Ort der Lotpunkto eines Dreiecks inbezug auf die Geraden di 

einen PriTikt dt-r reripherie ^<*s ümkieisee ist eine Strecke auf 

Simson-GtJi-adeu dies« s Punktes. 
HL Der Schnittpunkt der Simson - Geraden zweier Punkte der Umkj 

Peripherie ist Lotponkt des Dreiecks inbesng snf die Verbindungsgei 

dieser Punkte. 

Hieraus iBTst sich dar Sats folgern: 

IT. Sind zwei Dreiecke einem Kreise ein- und einer Parabel lunbeschrie 
so fallen die sechs Lo^>unkte je eines der Dreiecke inbezug auf 
Seiten des anderen in einen Punkt zusammen (verpl E. Jahnk 
Aufg. 11). Dieser l^unkt halbiert den Abstand der Höhenschnit^ui 
der Dreiecke. 

Inzwischen hat Herr Fuhrmann in Königsberg die Güte gehabt, 
mitsateilen, dab der yjLo^pmMf* bereits ab Aufgabe in den „Questiom 
G^mMe** von Desboves (Paris 1875) p. 241, Nr. 77 gestellt ist. 

Femer verdanke ich Herrn H. Thieme in Posen die intere?;sante Mitteil 
welcbo die Beziehung des Lnt]mnkte<? zum Feuerbuchsi-lien Krt'ise 1 1, 
iheorwra III) betrifft: „Geht die Beziehungsgerade durch den Umkreuim 
punkLf so ist sie IHrekirix, und ihr Lotpunkt Brennpunkt einer Parabel, 
mit dem Dreieck polar koiQngiert isf 

BerUtt. K. CwojiMDStn 



Bemerhmg der Arbeit „Über Beteeise txm ScftiMpunktsäüsm^ (S. Ii 
dieses Banden) von Gerhard Hesscnherg. 

Tn der ponaiinten Arbeit wird je ein spezieller Fall des PasoalscheTi 
DcsarguesscLeu Satzes aus dem anderen Sat^ hergeleitet und zum Scb 
die Bemerkung gemacht, dafs jeder der beiden SpesialfUle auf drei we 
lieb Tmcbiedene Arten bewiesen werden kOnne, weil es fttr den Pas 
sehen Satz zwei wesentlich verschiedene Beweise giebt. 

Diese Bemerkung ist unzutreffend fiir d<n ersten Spezialfall, 
den beiden He weisen dvs Pasrai sehen Sat/e> ln-nibt der eine auf der 
struktion uuöudlicb vieler „mtiuualer" Pas falscher Koutigmationeu 
Grund des Desargnesschen Satses und auf dem Nachweis der Exiaten: 
allgemeinen durch eine Stetigkeitsbetrachtung. Da die in Rede stel 
Konfiguration zu den „rationalen*^ gehört , Ist ihre ExistezuE bereits TOt 
Stetipkrif '.lietra« htimp envieseTi, und der Beweis auf di«>sem Weg^e deckt 
mit der angegebenen Hcrleitung aus dem Desargnesschen Satz. 
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Ein analoger Einwand kann hinsichtlich des zweiten Spezialfalles nicht 
erhoben wordf'n, da die darin enthalierifn Pasca Ischen Konfigurationen, 
wie in der betr. Arheit Uereitü erwähut, allgeaieluö sind. 

Die FuTsnote auf S. 121 ist dahin richtig zu stellen, dafs Herr Wiener 
l. e. den in Bede stdienden Sats ohne Beweis angegeben hat. Der erste 
TeröffentUehte Beweis stemmt Ton Herni Schur. (Math. Ann. 51, 406.) 

ChArlattenhnrg, im Haa 1902. HnBsmmio. 



4. Sprechsaal für die Enoyklopädie der Mathematischen Wiasensehaften. 

[TKaeendnngen fOr den Sprech naa! erhittot Frau/ Meyer, KOnigibexg i. 

Mitteltragheiin 61.] 

Za I A2. 

I. Nr. 18, Anm. 44. Einen Beweis nebst weiteren Veraligemeineningoa giebt 
A. Hnrwits, Zeitsebr. f. M. tl Fh. 85 (1890), B. 56. Ymgi auch 
Hnrwits, Ifath. Ann. 89 (1891), 8. 21. 

L Nr. 15. Anm. 52. Die erste Bezeiclinung stammt von Loibniz, Rrief 
an L Hopital vom 28. April 1693; Acta Erad. 1700? 8. 200— Werke 
(Gerhardt) II, ö. 239 und Y, 8. 348. 

Giefsen. £. Netto. 



Zu I A 2. Kombinatorik. 

1. S. 33, Z. 5 von 10, Tripelüysteme. Lies „Tuial" »tatt „ii.iiual". 
Magdeburg. W. AuHKNä. 

ZaIBla. Bationale Funktionen einer Vertu derlichen; 

ihre Nullstellen. 

I. S. 286 — 287. Das Citat auf Staudt, Amn. 89, S. 286 sollte nicht 

snm ersten, sondern zum zweiten, dem algebraischen, G aufs sehen Be- 
weise filr die Wurzelexist€*nz gemacht sein. Staudt giebt im J. f. Math. 29 
eine einlache und kurze Darstellung dieses zweiten Beweises, durch Be- 
trachtung der Resultante von ^(x) und ^ lq>(x + h) — ip (jr)], ganz ana- 
log der spftteren Gordansolien Bebachtiing (Math. Ann. 10). 
i. 8. 247, Amn. 95. Im Zitat auf Faa di Hruno ist „§ 5, No. 7 ff., be- 
sonders No. 11", st?ttt ,,§ 5 AT., bes. § 11" zu lesen. Femer ist zn diesem 
§ 5, No. 8 — 10 meine Verbesserung in Erlanger Bitzungsber. 27, 1895 
heranzuziehen. 

Erlangeu. M. Noetiier. 
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ZuIBSa. SepAration und Approximation der Wurtela. 

L 8> 413, Z. 6 nDd 6. Oanf> kommt — allerdings nach dnigtta I 

und Herechwanken — zu der cntgfgpnpf'SPtzteTi rix^nseugung und spr 
die Ansicht aus, „dafs es einen in der Natur der Sache lietrendpn 
gemeinen willkürfreien Zusammenhang zwischen den einzelnen kiitiä«. 
Punkten und den einzelnen P&anm von imaginären Wurzeln gar n 
giebt" (■. Briefir. Oaara-Behumaclier m, 8. 72; s. a. ibidem % 8. 
ond m, 8. 68). 

]fagdelnix]g. W. Ahhkwb. 

I. 8. 12, Auni. 18. Die Behauptung, Descartos habt- durch einen 
df n.st'lbc^u Hui hstabt'u einen positiven oder negativen Zahlwert bezeicl; 
ist uicht bestätigt worden. Soweit bisher bekannt ist, war New 
der erste, der ddi divter Beieichntmg bediente (vergl. BiblM, Maßkem. 11 
8. 63 — 64). — Die Är$ «Myna dm Cardaao enchien 1645 (nidit 15 

I. 8. 29, Äun. 1. Die Schrift Pascals: TraUi dm trunuße arUhmA 
war schon Ifi.'il (lG»j4 hat keinen Sinn, da Pascal bekanntlich 1 
starb) geschrieben und vor Pascals Tode gedruckt, obgleich sie 
1665 in den Buchhandel kam. — Amn. 2. Die DisseriatiQ de 
combmatoria ^on Leibnis eisohien 1666 (nicht 1668). — Ann 
Es enstiert keine Anagabe 167S dee IVealfoe 9f «^9«^ dee Wal 
wohl aber crs bien 1693 eine erweiteite latoinlMhe Übenetnmg n 
dem Tit«l: De alg- hra tradahis. 

I. S. 35, Änm. 4 7 Statt „p. 193 der bist. Abtl." mufs „p. 19.$ des 
[=> Abhandl. zur Gesch. d. Mathem. 7j gesetzt werden. S. 193 der 
AbÜ. eniiiilt etvras ganx andere«. 

I. 8. 38, Anm. 66; 8. 68, Anm. 70. Statt Ch. A. Vandermonde 
A. Th. Vandermonde zu setzen (vergl. I, S. 4 50, Anm. 2). 

I. H. .')0, Anni. 5 Es ist ganz rirlitip, dafs dii' Hf^nennunp .,snrdu-' 
Leonardo Pisano vorkommt (J^ibcr ahbaii ed. Boncumpagni, 8. 
aber schon früher wurde sie von üherardo Cremonese benutzt (v 
BibUoth, Mathem. 1„ 1900, S. 516). 

L 8. 59, Anm. 47. Statt Kap. 80 lies Kap. 89. 

I. S. 60, Anm. 56. Schon vor Euler hatte W. .Jones im Jahj» 1 
'!tt' !V-y,f'ichntin£r ti für 3,14 ir>9 . benutzt (verj.d. Biblioth. Muthrn^. 1 
S. lUG). Die Angabe, dal.s Harro w früher diesell)e Bezeichnung- 
gewendet hatte (siehe L' IrUermidtmre des maihematiciens 9, 1902, S. 
ist dagegen unrichtig. 

L S. 928, Amn. 10; II, 8. 121, Amn. 826). Die Newtonsohe I 
polationsformel kommt schon in den Prindpia (1687), 8. 481 
(vergl. z. U Jiiblioth. Maiheyn 2^, IHOI, S. 87). 

I. S. 927, Aum. 15. Dafe schon den liömischen A^'rimensoren die bu 
der Kubikzahlen bekannt war, ist von Cantor 1875 nachgewiesen w( 
(vergl. Forto. über Quth. dar MäOem. l\ S. 619—620). 

1. 8. 927, Anm. 15^ Den Bemerkungen dss Herrn Braanmflhl im . 
d. Mathem. 8, 1902, S. 86 kann noch hinzugefügt werden, daD 
Kosinusreihe (37) schon von Snelliu«? (1626) summiert wordei 
(vgl Brauumühl, Qesch. J. Triifan. I, S. 240). 
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n. ä. 3, Anm. 4. Statt § 1 lies ^ t? Die Lagrangesche Behauptung ist 
ohne Zweifel wörtlich gonoium n ! vermutlich wollte Lagrange 

eigentlich sagen, dafs die ältesttiu Analysten im allgemeinen keine anderen 
Fnmktianen iJs PotensMi bebandelteiL 

n. S. 56. Taylors Meffiödua inermiMionm enohiem 1715; einige Eiempkre 
haben auf dem Titelblatt die JahzeenU 1717. — Stirlings MeOiodiu 
differmik^ ist in London (nicht Born) heraiugegeben worden. 

II. s. 63, Anm. 31. Statt 1664 lies 1684. 

n. S. 78, Anm. 101. Statt § 838 lies § 751. — Statt 1717 lies 1780. 

n. S. 82, Anm. 133* Die fragUche Regel findet sieb bei Haclaurin, 

Treatise of ftuxions, § 261 und § 859. 
U. S. 118. Hier hätten vielleicht nwh die einschlägigen Abhandlungen von 
Hj. Holmgrcn (Stockh. Handlmgar a, Nr. 11, 1866j 7, Nr.- 9, 1069) 

genannt werden solh'U 

11. S. 157. Aus einem ungedruckteu Briefe von Euler au Juli. 1. lier- 
nonlli Tom 31. Oktober 1739 geht henror, dafs jener wirklich dorch 

den Briefwechsel zwischen Goldbach und D. BernonlH TeruüaTst 

wurde, sich mit der Interpolation der Reihe 1, 2, 6, 24 etc. zu be- 
<ic)mfti(Tpn Datr»"?*'!! scheint es fru^rlirVi. oh Euler sofort /u <ifr l)ar- 
.st*'ilung emt'8 l)t'hebig»'n Termes dureii ein l)ostimnites integral gelangte. 
Wenigstens uemil er in dem ütierten Briefe au Job. I. Beruoulli gar 
nichts hierfiber, sondern nur, dab er dorch üntersnchnngwii Uber tanto- 
chrone Kurven eine Methode entdeckt hatte, um die Glieder der Beihe, 
deren Ordnungszahlen 1^, 3|^, 3| etc. sind, za bestimmen. 

11. S. 158. Die zwei Formeln für P{a) sind viel älter als die Anm, 38 

und 40 angeben. Die erste Formel findet sich schon in "Fnlers Insiit. 
mir. inteyr. I 1^1 7 (IH), Kap. IV, § 229, und auch die zweite Formel ist 

daselbst § 225 zu finden. 

II. S. 167, Anm. 75. Bekanntlich haben Eni er und Maelauriu un- 
abhängig von einander die Summenfomel gefunden, und Ealer hat sie 
zuerst verOSentiicht. 

n. S. 171, Anm. 99. Fritz war nur der Verteidiger der Dissertation, der 

Verfasser war Jakob Bernoulli selbst. 

II. S. 213. Es ist nicht richtig, dafs Leibniz 1694 ein singuläres Integral 
gefimden hatte. Der fragliche Aufsat?, in den .40^1 Eruditorum 1 694, 
8. 311 — 315 enthält überhaupt keine Differentialgleichung, deren integral 
hergeleitet wird, sondern beschäftigt sich nur mit der Bestimmuug von 
Enyeloppen. 

n. S. 337, Anm. 7. Die Idee des integrierenden Fslctors geht auf 

Johann I. Bernoulli zuräck (siehe Cantor, Vöries, über Oesdt. d, 
Mathem. IIP, S. 227 und Biblioth, Afottem. 1898, 8. 58—60). 
U: 2. S 117, Anm. 3. Stott 1754 lies 1748. 

Stockholm. G. ENnsindM. 
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Za n A2. 

II. S. 63, Z. 7 lies D^) - statt - e. 
II. B. 69, Z. 6 TOB nuten 8. 106 statt 196. 



Zu II A3. Bestimmte Integrale. 

Ii. 8. 183—185, insbesnndero Anmi^rkiin^ren 163, Ifif), 170 

Dif I.oistiinj^'fn K. v. Staudts a\it" dfin Gehirt«- dir Bernoullisi 
Zakieu sind unvollständig erwälint. Es sei deshalli aus meinem Bei 
in der wenig TSrbniteten Festschrift der üniTers. Erlsilgen mm 80. 
bortstag des Frinzregenten von Bayern**, Bd. IV| (Leipiig nnd Erlax 
MSrt 1901, A. DeLchert NaeMl) betitelt 

„Zur Siinnenuig an Karl G. Ch. t. Staudt ' 

die folgende Stelle ausgezogen. (Nebenbei bemerkt war d^r Tkufi 
„KarP\ nicht „Christian**, wie gewöhnlich, auch in der fincykl. i. 

gegeben wird.) 

Eine ganze Reihe weiterer Fortschritte für die Theorie dieser Z; 
findet sich in den beiden akadem. Sduiften, welche v. Staudt bei« 
Eintritt in Senat nnd Faknltlt 1845 vorgelegt hat, Sohriften, Ar • 

Verbreitung der bescheidene Hann nicht gesorgt hat, so dafs fAt 
unbekannt und unbeachtet gohlirlM ii sind.*) Nicht nur, dafs Stau 
der ersteren der beiden Notoii imii» ii ipmu-h, höchst einfachen Beweis 
Satzes'), abgeleitet aus den Ausdiuckun der Zahlen durch die Am 
glieder der Differenscreihen der Reihe 

1" + 2" + 8*» + • . • + ä^, 

giebt*, diese Note enthält auch schon wenigstens einige Funk) 
betrachtongen. Sie enthilt ferner die Verwandlung der Potenz 
in « in Reiben, die nach Binomialkoefflzienten TOn 9 fortlanfei 

zweite Note auch die interpolatorische Darstellung nnd, daraua abg( 
die independoiito Darstellung der 11 seilen Zahlen: Ent^vicklungei 
spiiterlün irrtümlich mit dem Nnnn>n Kroneckers belegt worden 
Gerade daraus erschlielst St. Kongruenz beziehungen zwischen yerschi* 
Bjchen Zahlen, deren Indioee n eine arithmetische Beihe erster Oi 



1) „De numeris Bemoullianis" [2 Teile.] Krlangen 1845. Diese Sc 
finden sich nur bei L. Seidel in den Sitzun^sber. der Kgl. Ba3rr. Akad. d 
von 1877, S. 1»>5, Anm. und bei K. Lipachitz, J. f. Math. 96. 1883 zitiert, 
die donäelben Gegenstand behandelnden Arbeiten von Arndt, Uaabo, Ku 
Sylvester, Kronecker, Worpitzky etc. kennen sie, noch die Mono^apb 
die B achen Zahlen von L. Saalschütz, Berl. 1893, oltwohl diesell>e die get 
Arbeiten von Seidel und Lipschitz ausführlich erörtert, noch die je 
scheinende „Encyklopädie der Math. Wiss." 

2) [Aua J. f. Math. 21, 1840; cf. Anm. 170 Ton ü, p. 186 der „EncylL 
») Saalichfits, a. a. 0., ä. 108, m. 



^ j . ^ci by Google 



TemiMdito MitteUiiiigM. 



821 



bilden, wie sie später von analjÜBcher Seite her durch Knmmer wtoder- 
gefxinden worden sind^), mit Kongraenzsätxen ttir die 2^fUer der Zahleo. 
Dm Hauptziel ist aber ein Satz über diese Zfthkr: „Wenn n durch p>* 
teübir ist, wo |) eine Ton den „BinndteeiMn*^ ▼«nehiedene FtimnU isl^ 
40 iii anefa der Zahler der ZeU dnnh fi' teslber.'' 

Erlsngen. ]£. NonviwB. 



ZnHBl. 

n. 8. 36, Z. 10 T. o. statt M^hhM x^k. 
IL 8. 29, Z. 90 T. 0. statt » lies »j^ 

n. S. 75, Anm. 176, die W5rter „der Beweis ist nngenllgend'* mllssan ge- 
strichen werden. 

U. 8. 81, Z. 3 V. o. „Die von Fabry ausgesprochene Ansicht" . . . der Satz 
kommt bereits bei Pringsheim vor, Math. Ann. 44 (1894) p. 50. 

n. S. 07. 7. 4 V o., die Wörter „und die Beihe divergiert** müssen 

gestrichen werden. 
n. 8. 106, Z. 1 v. u. statt lies 0:^0. 

IL S. 107, Anm. 254, letite Z. sUtt (1901) Ues (1902). 

Osmbridge (Miss. U. 8.). W. OagooD. 



Über (hi^Ureds äbg^sänte MuUlpUkalUm, 

In der Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften, Band I, S. 984, 
Z. If., findet nch zu . dem Sats „Schreibt man die Einendffer des Ifnlti- 
plikntors Uber die letste Ziffer des Multiplikanden, £e nodi berMsichtigt 

werden soll, und läfst links die übrigen Ziffern des Multiplikators in ver- 
kehrt »^r Oninun;'- f'oli'pn. so kommt jed»* i\hrr die Ziffer 7M «^tph«^!!, hei welcher 
der zngeliuiige itnlrnuiiiplikund abzul)i(n;hen i.st", dif* Aamerkuü^: :.'!<») ,.Sop. 
Regel von W. Oughtred, angeblich iu dessen Artis analjticae praxi^s 1^1631?^ 
SQ. finden, welehe Schrift der Verfasser nicht einsehen konnte**. Anf cKe 
Angabe, dab die Onghtredsdie Regel der Multiplikation sich in Artis 
analjücae praxis, einer Schrift, welche nicht von Oughtred, sondern von 
Tlmmas Hn rriot stammt, findet, stöfst man auch in J. Fouriers Analyse 
des ecjuatiuüs determinees (1831). (Vgl. die in Ostwalds Klassikern von 
A. Loewy besorgte Ausgabe, S. 180). Die Kegel geht in Wahrheit auf 
William Oughtreds „Arithmetieae in nnmeris et speciebuB institatio qnae 
tam logisticae tum analyticae atque adeo totins mathematicae quasi dam 
0«t" (London 1631) zurück. Der Clavis ist selten geworden. In M. Cantors 
Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. Rand 2, S. 720—721 (Leipzig 
1900), wo Oughtreds Clavis kurz besprochen wrd, wird nichts über die 
von Oughtred gelehrte Multiplikation mitgeteilt^ ofienbar, nach den An- 
merkungen m sdUieben, hatte Heir Oantor nicht Gelegenheit, selbst in 
den Clavis Einblicke zu thun, sonst wttrde er es sich wohl in einen» Ab- 
ndmitt, in dem er davon qiricht, „ee sei in der Richtung der Zeit gewesen, 

1) J. f Math. 41, 1850 (cf SaalBchütz a. a. 0., S. 168). 

Archiv d«r Matbemutlk ond PhT^sik LU. E«ihe. III. 22 
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das Kwhnen mit (rr<>C^en Zalil*»n 7^^ ♦^rl»'iob*orn", nicht haben entgehen laSBtt 
auf üaghtred:> dn-sl^'/ugiiche l ntersui-tiungen zii^erweisen. 

Nachdem Oughtred Additiou und Subtraktiou der gauzeix Zahle: 
wie der DennuUbrOche gelehrt hat, behuidelt er im vierteil Kaintel 8i 
Hnltqplifcation Eweier ganien Zahlen in fiblicher Wuse. Die Beehniingf ni 
4576 mit 89d m mnltipliiieren, Untet bei ihm: 

4576 
892 

9152 
41184 

36608 

Hirraiif folgt die fragliche Rep-el; hfl Onghtred handelt es sich, wen 
zwei Deidmaibrfiche (uumeh mixtl ) gegeben sind und mau ihr Produkt suche 
will, ntur danun, des Produktes ganzsahligen Bestandteil, ohne seine Deoma 
tteilen (fnotom ponun sine miztnra) m findra. Für diese An^stbe lautet eeio 
Vors( hiifl „Man setzt die Einer der kleineren der gegebenen Zahlen ante 
die Kiuer der gröfseren und die äbripen Ziffern der kh-ineren Zahl in un 
gekehrter Reihenfolge unitT die der gröfseren Zahl; dann beginnt man h 
der Multiplikation überall bei jener Ziffer der gröfseren Zahl, welche übt 
der zu multiplixierenden ZijSer der kleineren stdit, nnd beachtet dabei de 
ÜbefedraJb, welcher dnrdi die folgenden ZaSmm der grüläeren Zahl geUefe: 
wird". In dem Onghtredechen Beispiel: 246|914*) mit 85^ m malt 
plineren nnd den gaoaen Beetandteil 8708 sn finden, sieht die Beehmui 
so ans: 

246|914 
72j53 

i7 

49 

1285 

7407 

8708. 

ffieraof folgt die Bemorkung, dafs, um beim Produkt eine oder mehre 

Dezimalstellen xa finden, man die Einer der kleineren Zahl um die gewünsch 
Anzahl Stellen von den Kinern der prPfseren Zahl nach rechts hin foi 
riK-ken mufs. üm 7wo\ Stelinn nac^h dem Konuna zu finden, lautet für d 
vorige Beispiel die iiechuuug bei Oughtred: 

246|914 

17 29' 

4938 
123457 
740742 

8708|66. 

1) Auf diese Art bexeichnet 0. den Dezimalbnich 246,914. 



a 



Digitized by Google 



Vennisdiie lütleilaiigen. 



32S 



Will man bei dem Produkt nur eine gewisse Anzahl der erst^'n Ziffern 
der Garnen finden, so hat man die Einer statt nach rechts nach links zu 
verschieben. Um die fünf ereten Ziffern des Produktes von bÜ902 in 39^75 zu 
finden, rechnet Onglitred: onono 

57893 



4 
57 
647 
7381 
24271 

82260. 



Die Begdn wurden von Onghtred dine Beweis angegeben; der Qrad 

der Genauigkeit des Verfahrens in der letsten Stelle wird yon 0. nicht er^ 
wähnt Wie weit die Richtigkeit geht, davon kann man rieh dnieh ge> 
eignete Znsammenfueong der Glieder des Produktes: 

(a^ ' 10* + aa_i 10*"* + • • • + lOo, + % + lO'^a.j + lO"*»., + • 0 ' 
• (6^ • W + 6^., + h 106i + ^> + 10-»»_, + 10-"6_, + • . .) 

und Schätzung des fortgelassenen Teiles Überzeugen. Man vergleiche hierza 
X Litrotha Voriesiuigen Uber nnmeriadiea Rechnen, 8. 74 ff., vorzuglich 8. 76 
unten und 8. 76. (Leipzig 1900.) Nor ist m beaditen, daXs Herr Lttroth 
nidit überschlägt, während dies von Oughtred gesehielit. Bw Harm Lftroth 
würde das erste Oughtredsche Beispiel lauten: 

246|914 
72|5S 

lT= 7 . 2 

48 = 2 . 24 
1230 = 5-246 
7407 = 3 . 2469 
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Bei Oughtred hingegen ist 17«7-2-)-3 als Überschuis von dem 
vernachlässigten Produkt 7 • 46914, 49 — 2 ■ 24 -)- 1 als Überschulls von 
dem TenacUfissigten Teil 2 • 6914, 1286 — 1280 + 6 wegen dee Über* 
sehmses von 6 • 914. 

Die sogenannte symmetrische Multiplikation findet man nicht bei 
Oughtred. Hingegen ist Oughtred die Quelle, aus der Fourier wohl 
die praktische Regel geschöpft hat, bei der schon den ludern bekannten 
Vajräbbjäsa-Multiplikatiou, die im Mittelalter als kreuzweise Multiplikation 
ge6bt wnide, die äffeni der einen ZaU in veifcehrter Beihenfol g e za sehrsiben. 
(VgL Fourier in der oben zitierten Ausgabe 8. 182, 183, sowie ebenda 
meine Anmerkung 61) auf S. 262.) 

Im folgenden Kapitel behandelt Oughtred auch die abgekürate Diviaion. 

Freiburg i/B. Arroan Loswr. 
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SttEongsbericlito der Berliner IbtlieiiiatiBolien GeeeUediafb 

Heraoige^ebfiiL ¥om Yorstasd« dar Oearilaohift, 

4 üüUung am fi, Jannai* 1902. 

Voraits: Herr Weingarten. 
Anwesend: 41 Herren. 

WinmeeliaftKche IGtteiliuigen! 

Herr Felix Mfiiler: Über die Bedeutung der Zeitschriften für die 
matbematische Litteratui* und die mathematisch-historische Forschung (s. u.). 

Herr Knoblauch richtet an die Mitglieder der Gesellschaft die Anfiforde- 
nmg, in ihren Mitteilungen zur Ausbildung eines Systems konsequenter und 
durchdachter, dauernd beizubehaltender Bezeichnungen fOu* solche Gröfsen 
beitragen sn wollen, denen ianerbalb dar mallieiDatiichen Gebiete eine grund- 
legende Bedeutung zukommt. Von einer BrCgelnng dieser dringenden An- 
gelegenheit durch eine Kommission verspricht sich der Vortragende nicht«. 
Als Beispiele besonders «TT/wfeVmilfsiger Bezeichnungen werden anfreftlhrt: 
1. die Benennung der Asymptolenlinien einer Fläche als Haupttangenteu- 
korren; 2) die Bezeichnung der FundamentalgröCsen zweiter Ordnung einer 
niebe mit J), D\ D\ 

Herr Hamburger: Über die Darstellung doppeltperiodifldier FunMonen 
ale Quotienten von Thetafunktionen (s. n.). 

Herr Budde: Eine kleine Bemericong über die Helmholtzsehe Wirbel- 
tbeorie (s. u.). 

Herr Koppe: Über die Theorie des Kreisels (s. u ). 

An der Diskussion beteiligen sich die Herreu Honsel, Knet^er, Knob- 
laacb, Koppe, F. Kotier, Weingarten. 



Übar dio Bedeutung (Ibi Zeitschriften für die matliematisclia MtUiatar 
und dio matlieiiiatisoli-MBtorisokB forsobiu^. 
Von Felix MftUer. 

Bei den Mathematikem bat während der letatsii Deunnien dw laUnm 
an der bisUniflohen Entwickelung ihrer Wiasensebaft in erfrenlicher Weise 
zngenimmien, niid beflondere die JoumaUitteratiir ist IBr die mathematisoli- 
MtraafAMidbie d. Barl H«tk. Qm. 8 
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historische Forschung mit der Zeit von immer grofserer Bedentong gewon 
Während die Begründer des .Tahrhuchos über die Fortschritte der Mathemt 
f&r den ersten Band, der die Littemtur des Jahren 1868 enthält, 
80 Zeitschriften exzerpierten, für den zweiten Band 100, stieg diese 2 
bateito Ar die Litteratur des JalureB 1879 waS 170 und hat sieh aeitc 
anf dieser H5he erhalten. Die Zahl der der Bedaktion zor Verfugt 
stehenden Journale bleibt nun hinter der Zahl aller gegen wirtig eneheinen 
Zeitschriften math«*matischnn Inhalt« hodnutond /urück. 

Durch t'iue vou lii^rru Stäckel augeregte Frage; „Wie sollen die T 
mathematischor Zeitschriften abgekürzt werden?*^ ist der Vortragende ^ 
anlafiil worden, ein TersMchnis von ca. 700 ZeKaehriflen xnafbematisc 
Inhalts anzulegen, von denen allerdings heute 360 zu erscheinen aoi^^ 
haben. An der Hand dieses Verzeichnisses läfst sich die zunehmende 
dontung df»r .Tournallittoratur für dif mathematisch -historische Forsch 
deutlich nai hwriscii. Hen- Valentin schätzt die tÜr tmina gi'uise „Bib 
graphie der Mathemutik" uuüeileu Jounialarükel auf 90 000 bis 95 0 
nngefthr dreimal so viel ab die separat erschienenen Schriften; in c 
Jahrbache über die Fortschritte der Mathematik werden neuerdings vier« 
• f&nftnal soviel Joumalartikel als Einzelwerke aufgeführt. Für das 'Repert^ 
bibliopraphiqup des sciencps matht'matitinfs' der Socioto mathomatiqnf* 
Fraiicö zu i'ari? wurden allein au» H Zfit>chnt'tcu 13 Hlti maiheiuatis 
Aufsätze gczükll, die während des XIX. Jahrhunderts bis zum Jahre Ii 
erschienen sind. Charakteristisch fttr die Bedentong der mathematisc 
Joornallitteratur ist femer, dafe in den bebumten vier von der Deutsc 
Mathematiker- Vereinigung herausgegebenen historisch-kritischen DarsteUun 
von Brill und Noethfr, Fr. Meyer, E. Kötter und Czubcr nicht wen; 
als 157 verschiedene Zeitschriften als Qupllenschrif>*»n zitiert werden, 
gleicher Weise werden die in der „Eacykiopädic der luathematischen Wis! 
sdiaAen** TorOffeutlichten historischen Entwickeinngen einzelner mathematisc 
MeÜioden und Disziplinen neben den Einzelwerken auch der Joumallitten 
gerecht. Endlich ist die Zahl der in den Nekrolo^'cn berühmter Mathemat: 
aufgeführten Ein/oI werke im Vergleich zur Zahl der Ton ihnen Yetd/St 
licht«iu Jouinalartikrl verschwindend klein. 

Die erwähuleu 7üO Zeitächritten luathemaliMchen lulialts beginnen 
d«n Jahre 1660, in dem das *Jonnial des Savans* nnd die 'Philosoph 
Transactions' der R. Society von London erschienen, die für die Geschi( 
der Mathematik von hoher Bedeutung sind. Ebenfalls eine wichtige Fi 
grübe ffir den Historiker bilden das 'Giomale de' Letterati* Nazaris, 
*Gioriii4le dfi Letterati d'Italia' Zenos, die 'Act« Eruditorum' und *X 
Acta Eruditonim* und die Publikationen der Accademia Naturae Curiosor 
8eit drai XVJÜUu Jahihnndert wuchs dann schnell die Zahl der Akader 
Schriften, 80 dafo dic^c die Hälfte dw 700 Zeitschriften mathematisc 
Inhalts ausmachen. Eine gleichsam statistische Übersicht über die übri 
Zeitschriften, welche sich in 5 r>ra}>pen teilen lassen, gieht nachstehe 
Tabelle, in der neben der Gesamtzahl die Zahl der seit 1868 erschiene 
Zeitschriften, dann die Zahl der wieder eingegangenen und die der n 
existierenden angegeben ist: 
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1^ ▼onnagend math. . . 165, seit 1868: 80, au^hOrt 78, bleiben 87 

2) astron.-geocÜLi. . . . 

3^ phys.-ntiturw 

4 ) tftchn. u. militttr. . . 

5) aUgem.-wiss 

im ganzen: 

Von den Journalen der ersten Gruppe reichen 19 in das XVITT. Jabr- 
hundei-t /uiilck; diese haben sämtlich aufgeböii zu erscheinen, mit alleiniger 
Ausnahme des 'Journal de VBgoU Polytechnique'. 



35, 
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1868: 7, 


if 


14, 
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Si 


73, 




1868: 20, 


«t 


24, 


»» 


49 


28, 
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1868: 8, 


fi 
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36 


60, 




1868: 11, 


II 


27, 


1» 


23 


351, 




126, 




145, 




206. 



Ober die Darstellimg doppeltperiodlscher Fnnktioiien als Qaotieiiteii 

von Thetafnnktionen. ^) 

Von M. Hamburger. 

Es sei F(z) eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden a 
und h, die überall den Charakter einer rationalen Funktion be.sitzt. Die 
Nulistellea mögen mit g\ die Unendlicbkeitsstellen mit e" bezeichnet werden. 
In der Umgebung einer ^-fachen Nullstello ist log 1^ — /4 loc (r — r'), in 
der einer ^-fftcben UnendliehkeitflateUe logFH- f»log(# — jtj bolomorpb. 
Zum Ausgangspunkt der gesuchten Danfcelltmg dient uns die Entwickeliing 
von log {z — s') in eine Reihe nach ganzen positiren Potenaen von «, unter 
der Voraussetzong, dafs |iP'|> \e\> £s ist 

log - - log (- O - - i /' + 

wo H eine Reihe ist, die für hinlänglich grolse Werte von \z'\ in der 

Fenn gesohrieben werden kann, wo |Aj unterhalb einer endlichen Qrenxe 

liegt InsbeBOndere ist | A | < |, wenn |«' | > 2 1 |. 
Wir setzen zur Abkflming 

s(z,o = iog(-o-^-i^ 

und bilden die Öunune 

ausgedehnt über alle Nullstellen s* fon F, jede so oft gezählt, als der Grad 
ihrer Vielfachheit in F beträgt, mit der MaTsgabe, dafs, fa!)"; -'^0 eine 
Nullstelle etwa vom Grade f* ist, als Beitrag derselben zur Suuuue V nur 
f( logz, also 5(^,0) = 0 zu setzen ist. Man beweist leicht mit Hilfe des 

m = + i*) H = + r: 

Sataes, dafg ^ ^ {u + + flbr ein beliebiges u absolut kon* 
▼ergent ist, daß die Reihe V absolut konvergent ist, wenn man die Punkte 



1) Vgl. H. Poincare: „Sur ies propri^t^^s du potentiei et sur le« fooctions 
Ab^liennei. Acta Math. 22. 1898. 
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f «f' MHddiefti In dar ümg^lnuiif eumr idldieii SteUe ist, wemi 
f-int! fi-fiche Nnllstelle von F ist, 1"— log (« — #') holomorph. Um 

Andorung /n *^nnif(eln, dio V erfiUirt, wenn z sich um Pinfi Periode 
vermehrt, bemerken wir, duT^i K auch geschriebai werden kann 



y(') - ^ I log (*-.'-.)-«(.,»'+ a) I , 



da mit in der BoQie nnch j' -f a als NnUstelle von P auftritt and 
SnnuDO Aber alle Nnllatellen anagedeluit wird. Demnadi iit 

7{z + a) - T [log(« - z) - 5(ü + a, a)\ 

und daher 

Die rechte Bette iit ein Polynom Grades in f. Es ist wichtig, I 
nuteUen, daJSi dieses sieb auf ein Polynom ersten Chrades in m rednzi 

Diese Sunme ist absoint koarergent, weil fikr grofte Werte von g' das 

gemnne Cnied von der Ordnnng ist Um den Wert der Somme 

ermitteln, gruppieren wir die Qlieder, indem wir alle Nnllstellen von 
Fom w + ita sn einer Gruppe aosammenfiMsen, in der m eine beUel 
Nnllstelle und Jt eine positive oder negativ« ganse Zahl bedeutet, und 
halten als Somme einer solchen Grippe 

((« — na)' ~ (« - (n -I- 1) o)*) (i»» ~ (•» — ((t»4.«)"~t?) 

. t \ . ^ _ 1 

V(u + pay (u -f (j) - 1) «)«/ (H 4- (tt - (n + 1) ay ' 

lieidc Glieder u\if dpr rechten Seite verschwm-len, wenn n und |> ins 
endliche wachsen, und da alle Nullstellon iu solche Gruppen verteilt wei 
können, so ist der Wert der firagliehea 8imime gleich NulL Mithin ist 
Dsffereni V{t -f «) ^ V(t) ein Poljnom ersten Grades in s. Bildet i 
ebenso die Summe 

F'W ^ V { _ ,«);_ s(», .")}, 

ausgedehnt auf alle ünendlichkeitsstellen s" von J*, jede so oft gesihlt, 

der Grad ihrer Vielfachheit an/cigt, so ist V* mit Ausschlufs der Pui 
£ == z" überall endlich, in der Umgebung einer ft-fiM-bort ünendlichk« 
stelle z" ist V — ^ log(r — z") holomorph, und V' vermehrt sich um 
Poljnom ersten Grades in £, weiiu z sich um eine Periode vermehrt. 

Setsen wir jetst e*^» ^(ir), dann ist Q{z) eine in der ganzen El 
holomorphe Fonktion von deren Knllstellen mit denen von fl 
einstimmen. Bei d«r Ändernng von g nm eine Periode a wird 
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wo n{z) ein Polynom enten GndM in j iii DamsMh hat Q{b) die 
charakteristischen Sigenschaftwi einer Tlietaftinktion. Setien wir ebenso 
c*"= Q'{z\ dann ist Q'{z) eine in der ganzen Ebene holomorphe Funktion 
von r, deren Nnllstellen mit flen Unendlicbkoitssfpllen von F{e) ttber- 
elnstimiuen, nnd deren Änderung bei einer Vermehrui^g von g um eine 
Periode a durch 

gegeben ist, wo n'{z) ebenfall« rin Polynom ersten Grades in e bedeutet 
Betrachten wir Jetzt den Ausdruck 

i^-iog^--iogjp+r^F, 

so ist rr in der ganzen Ebene holomorph, weil für die Stollen z = z* 
sowohl V als lopF— V und fflr die Stellen 5 V nnd logF-f V 

holomorph sind. Ferner vermehrt sich V um ein roljnom ersten Grades 

in Zy wenn jr ticib nm eine Periode vennehrt Folglich ist eine doppelt- 
periodische Funktion von «r, die in der ganzen Ebene holomorph ist, redudwt 
sich also »of eme Konstante. Mithin ist l/^ ein Pdyncnn S**" Grades in t. 

Also ist 




wo V ein Polynom 2*^ Grades von s bedeutet. 

Durch diese Formel iät F als Quotient zweier Thetafunktionen dar« 
geateUt 

Ist die darzustellende Funktion F » §7(r), deren UnendUchkeifsstellon 
19 ma + jede Ton der Ordnung % ist, denn ist 

i F'- log;C + ^ (log^, - «,) ^ log(_ «,) + £ 4. 1 ilj, 

" 0 bei der Sunimation der Gröfse ;r alle in ma -f nt enthaltenen Werte 
mit Ausnahme des Wertes tr — 0 beizulegen sind. Also ist 

Demnach ist in diesem Falle (^'{z) das Qwid»t der Weierstrafsschen 
SignmliinkUon. 



KlflBt BiBerkanc nur MmkoltiMliei WirMIhiofie. 

Von E. Budde. 

Wie aligeüieiu bek;itiMt, ii:jr 1 f <• 1 m Ii " 1 1 ■/ aus dem Satz 

1. ,,Das Produkt aus der Kotationsgescbwindigkeit uod dem Quer- 
schnitt eines Wirbel£adens ist in der ganzen Läng« desselben 
Wirbelfadens konstant" 
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dm wMttren 8«te aibgeleitet 

3. Em Wirhelfaden nmSs entweder ringförmig m ridi ▼eri«ife&, od 
bis an die Qttmtn der Fmangkeit reichen. 

Za dieiem iweiten Satz ist ein Grenzfall denkbar, der wohl herrc 

gehoben zu werden verdient. ^lan kann sich nämlich vorstellen, d 
Wirbplt'ad(.'n woito sirh im Iniurn der Flüssigkeit trompetenfSrmip ar 
etwa so, daiü sein (^nersebnitt sieb nach allen Richtungen asymptolisi 
einer Ebene £ n&hert Dann nimmt 6ie Botationsgeschwindigkeit sein 
Bestandteile bei fortschreitender Annihenug sji die Ebene E ins ünen 
lii lu' ab, nnd jenseits E ist die Flfissigkcit in Rnhe, ohne dafs der Satz 
dadurch verletzt würde. Auch ist kein Widerspruch gegen den Wortla 
des Suf7:e«« 2 vorhanden, da man den Vorgang so auffassen kann, dn 
der Wirbeiladeu sich mit abnehmender Geschwindigkeit bis au diejeui 
Grenze erstreckt, in welcher die £bene E aus der Flüssigkeit heraustri 
Ist keine soldie Chrense Toihanden, so weitet rieh der Faden asymptotis* 
zu F unondüch aus, nnd die Botationsgeschwindigkeit seiner Trikdien i 
im Unendlichen ein unendlich Kleines zweiter Ordnung. 

Zcii'hnft man strh dir Figur tvi d^m hier 1»"y'^i<brt*-f'^n nron/fall. 
wird man üudeu, dals bi© bcbemati^eh die Form oiuos Tornados darbtel 
Darin liegt einerseits die Thatsache, daJs die fragliche Grenzform in d 
Katar wirUich ▼orkommt, und andererseits der Nachweis, daft die bloJ 
Form der Wirbelstflzme sich den hjdrodynainisihon Gleichungen auch oh 
Rücksicht auf KompresnbiUtit, Feuchtigkeit und Beibung der Luft nnU 
ordnet. 



Die BiwegDDg im KnlBds. 

Von Max Koppe. 

Die durch den festen Punkt O gehende Achse eines mit der Wink 
go«5ohwindi|j^k»«il rofi(»r<nd('n Kreisels bewpfrt ?^i''b, ohnp «^Htlichen Anst-< 
f r<'igeltt88en , }.'<radi' wie .siHi dip Achse des niiht rotierenden Kreis» 
bewegen wüide, wenn uul let^tereu uuTser der Schwere noch eine fingici 
Knit wirkte, welche die Adise stets senkrecht zu ihrer augenblicklich 
Bewegungsebene, etwa nach links, sn verdrehen strebt Es sei 
ß, r(== B) die Trägheitsmomente, tp der Winkel der Achse mit d 
Vertikalen, M die Masse, S der Schwerpunkt, OS ^ s. Wird dif um 
mit dem Radin«? 1 beschriebene Kugel von d^r Achse in /* ^'PtintJen, 
bewegt sich der Punkt P auf der Kugelflache in beiden Fällen .so wie < 
selbständiger Punkt von der Masse 1, auf den abwftrts, lüngs eines He 
dians, die Kraft G =^ Mg s sin ip/B wirkt, und den senkrecht zu sein 
augenblicklichen Geschwindigkeit 4^ die Kraft JT9 = AS9/B nach lin 
ablenkt. Man denke .sich eine Person, dip auf dem Glnbns liinp? dor 
von P entlang,' schrpitpt. der positive Drehungssinn sei „rechts vorn link 

Wird der l'uuki P freigelassen, so bewegt er sich zunächst auf ein« 
Meridian abwIrts mit der wachsenden Gesdiwindigkeit Qdt Hat er 
die merkliche Geschwindigkeit 9 erlangt, so wird diese durdi die stören 
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Kraft //O um einen kleinen Winkel nach links gedreht. Reduziert maii 
die störende Kraft auf einzelne momentane Tinpiilso, so wird die Balm von 
1* ans vieleti Stücken gekoppelt, die unter bloiser Kinwirkuiit: von G 
durchlauieu vv^rden, also Pendelbahnen sind. Die Bahn von i\ nach oben 
konkav, muTs schliefslich wagerecht wei*den, sie mufs dann, symmetrisch za 
der bidierigen Bahn, wieder ansteigen. In der Höhe des Anftngs-Pandleb 
kommt P zur Ruhe und besdireibt sofort eine zweite Bänke der Bahn. 

In dem praktisch wichtigsten Falle, wo S sehr g^-ofs ist, sind die 
Bahnranken wirklich Cykloiden, die nach dem Gesetz des Cykloidenpendels 
duiuhlaufen werden. Die störend» Kralt lenkt dann »ehr stark nach links 
ab, die Ranken haben Längen von weniger als 1 mm, werden durchlaufen 
in etwa Vioo Sekunde. Ein Bezirk, der viele Banken nmfikfirt, kann also 
noch als eben gelten. 

Rollt nämlich ein Kreis vom Radius a und Mittelpunkt M auf der unteren 
Seite einer Geraden, so diifs er sich mit der Winkelgeschwindij^keit a 
dreht, so beschrfilit ein Massenpunkt P seines Umfangs eine Cjkloide. 
Diese Bewegung kann durch die Centripetalkraft Püf ■ unterhalten 
wefden. Ist Ä der augenblicldiche Berflhrungspunkt, so llfot sieh geome- 
trisch PM in PÄ und A3I zerlegen. Die Kraft hat also zwei Kompo- 
nenten. Die eine, AM ■ a^^ ist vertikal und hat die konstante Gröfse aa', 
sie kann mit G identifiziert werden, die andere, AM'U^, steht senkrecht 
zur augenblicklichen Geschwindigkeit AM • a) und ist ihr proportional, 

sie kann = //^ genutzt werden. Aus «a' — tr, u = 11 folgt die mittlere 
Geschwindigkeit des Fortsehreitens ^aa"« G/II^ endlich die mitüere Ge- 
scbwindigkeit der durch die Achse gelegten Vertikalen (Präzessions-G.) 
= aa/smq> = Mgs/AB. Nach Diimpfung der Oszillationen bewegt si<A 
die l\r»Mselachse nicht mehr wie der Punkt V des rollenden Kreises, aondem 
näiiert sich asymptotisch der Bewegung tiemes Mittelpunktes M. 

Steht die Achäe ta^t vertikal aufwärts oder hängt sie abwärts, so be- 
schreibt P andere Kurven, nimüeh die Zweige von Bpi- und iiypocj- 
kloiden. 

Ein glockenförmiger Kreisel, dessen Schwerpunkt unter 0 liegt, und 
dessen Achse man von oben im^ einem wagerechten S-förmigen Draht 
l)erührt, rollt seine nmde materielle Achsp an dieser Bahn ab, verdreht 
dadurch seine mathematische Achse, induziert so eine sehr starke ixruii, 
die ihn an das Geleise keraaprebt, so daft er es sicher hin nnd her om- 
Iftoft, ohne selbst an den staik gekrUmmten Enden absogleiten. 

Der am Anfang ausgesprochene Satz soU nun hewir^en werden. Wir 
denken uns einen schwn-rln^r}} Kr^^isol, er rotiere mit der Winkelgeschwindig- 
keit 0 um .seine wagereehie Achse, welche in dpr Richtung OX liegt, gleich- 
zeitig diehe sich diese Aclise mit der Winkelgeschwindigkeit d um die 
▼ertUnle Z-Aehse, naeh links, nur IT'Achse hin. Der Beweis kann auf 
zwei Arten geführt werden. 

Entweder: Man nimmt als Kreisel nur 4 symmetrisch die Achse um- 
gebende MassenpunVin Man führt den Kreisel erst durch die Rotation 
Orff aus seiner Antaugsiage (1) In eine llilf-^lage dann durch die 

Rotation Odi aus (2) in die Eudiage (3). iu ulieu '6 Lagen denkt man 
ihn sich mit den Geschwindigkeiten 9, d behaftet. Man beslammt die 
Impulse, die jedes m aus dem Bewegongssustaad (1) in (2) flberfilhren, 
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ferner ans (2) in (3), md seiBt sie aa den atamn KniBei s 

Muunen. 

fMer: Man denkt iücli den anfäuglichen Bewegungszusland des 1 
liebigen Kreisels auf 2 Kräftepaare von Momentan -Kr5ft«n zurückgefül 
AB um OXj B9 um OZ. Ebenao mr Zeit dt in AB mn «ane ai 
wagtrechte Achse, 0X\ die mit der alten den Winkel 9 dt bildet, und 
um die unveränderte Achse OZ. Zur t^erföhrung des einen Znstan« 
in den andern ist erfnrdprlicb ein Impuls eine« Kruft »"pnarf^^ = 
mit der Achse 0 1% er inülste an sich den ruhtndai Kreisel uin (. 
abw&rts zu drehen suchen. Denkt man sich daher zwei Kraftepaare, A\ 
und — AB9 bintngcfagt, so nnfteridlt das ento den Verlanf der beechi 
bauen Bewegung, das swetto aodit dan Kraiaal am OY bestSadig anfwi 
zu drehen. Es bringt unendlich kleine Geschwindiplceiten hervor, die 
Verlauf vieler Zeitelemente allmählich die Bewegung modifineren, ähnl 
den störenden Kräften der Plaueteu-Beweguug. Dieses zweite Kräi 
paar ist die oben benutzte fingierte oder induzierte Ersatzki^t für 
Bototioa. 

Hiaria liegt die tro/ire Aoadabaang der Poinsot sehen Gedanken 
den schweren Kreisel. Die instanfane Achse zeigt sich hier nicht ä.h 
sacbgem&Tse Mittel zum anschaulichen Varständnis. Die „fingierte ' Kr 
zuerst mitgeteilt in Poskes Zeit&chrift II, 1888, S. 103 (femer 
S. 70 — 83), ist mit Poinsots Zentrifugalkräften, femer mit Gorio 
Kraft auf eiaa Liaia la atellea. 

Zveats. Die Qröfte der Oeaehwiadigkait ^ fibr eia beetanuatea ^ n 
von der Kraft H9 nidhi beeinflufst, sie folgt also deaa Oasetz des sph&riso 
Pendels. Während aber die Pendelbahnen ihre konkave Seite nach c 
tmteren Teil der Kugel wenden, sind die Kreiselhriyiiu r, nTitnr Kinflufs 
Kräfte G und i/^, auch hei mäfsiigem S und bei beiitbtgcn Aufai 
bedingiingen im tiefsten Gebiet der Kugel sioker na^ oben konkay. Sei 
wardaa sie durch dea tieMaa Puakt der Kagal IdadorchgeheiL 
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Herausgegeben vom Vorstande der öeseilsoliaft. 

5. Sitzung am 26. Februar 1902. 

Vorsitz: Herr Weingarten. 
Anwesend 40 Herrm. 

Folgende Beedilflsse werden gefafst: 

Alle Herren, welche sich bis zum Begiim der heutigen Sitzung zum 
Eintritt in die Gesellsi liaft gfimldet haben, gelten als Mitglieder. Für die 
Aufnahme weiterer Mitglieder wird folgendes festgeaetzt Wer Mitglied der 
Gesellschaft zu werden wünscht, muls durch zwei Mitglieder beim Vorstände 
angemeldet werden. Dieser giebt in der «raten anf die Ueldnsg folgenden 
Sitsnng die gemeldeten Namen bekannt; er&lgt . bis sor daranffolgenden 
Sity.ung kein WidorsiHmdl, so gelten die gemeldeten Personen ak Ultglieder 
der Gf'sellscliaft. 

Der Erwerb dei Mitgliedschaft ist vom Wohnorte unabhängig. 

In den Sitzungsberichten erscheinen nur wissenschaftliche Mitteilungen 
und Beferate, die von Uiiigliedeni in den Sitzungen der Gesellschaft yiw- 
getrag«! and zioch nieht .anderweitig verOlEnktlidit sind, und swar unter 
dem Namen des Vortragenden. 

Wesenschaftliche Mitteünngen: 

Herr Adler: Zw Theorie der Zeieheninstramente (s. u.). 

Herr Wallenberg: Zur Theorie der Differentialglnehnngen erster 

Ordnung. Der Vortragende spriehf über den Satz des Herrn Michel 
Petrowitsch (These de Doctorat, Paris; Comptes rendus 1894), daDi eine 
Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades 

dy _ P(x,y) 

worin P und Q ganze rationale Funktionen von x und y sind, höchstent. 
drei selbständige, <'{. h. ulgebraisch von einander unabhängige eindeutige 

transcendente luiegrale besitzen kann. 

An der Diskussion betcilitrea sieh die HeiTeu Adler, Dziobek, 

Qüutsche, Hessenberg, Koppe, F. Müller, Steinitz, Wallenberg, 
Weingarten. 

SllmwpWHelil* 4. B«rl. Maih. Q«. 8 
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6. Sitzuii^^ am 19. März 

Vorsitz: Herr Wo in garten. 
Anwesend 3s {{»rrin. 

Verlesen wiiti das im Auftrap*- d« i «V«5f»l Schaft an Herrn Dedekinci 
gerichtete Glückwunschschreiben zum füntzigj übrigen I>uktorjubüäum (s. u.j 
Wissenschaftliche Mitteilungen: 
Herr Hauck: Über uneigentliche Frujeklioüeu. 

HetT Hensel: Algebraische Zaiiltiu und analytische Funktionen (s. u.; 



Zur TlLMil» dir Zeieluiiliulromaiila, 

Von A. Adler. 

Pie gebrauch] itbstfni Zeicbenhilfsmitt« I sind der Zirkel, das Linea' 
(zwei parallele Linien im konstanten Abst^ude) und der bewegliche recht« 
oder spitze Winkel (etwa aus Holz). Die naheliegendste Frage ist die nacl 
dem Wirkongsbereidie eines jeden dieser JnstniniMite; dnT(»i aoU im Nach 
folgenden kun die Bede sein. AtlBfttlirliehereB findet sich in der beigegebenei 
Littoraliur. 

1. Was den Zirkel anlangt, so hat iK-kanntUrh Matcheroni ^e/eigt. «iaT 
man alle geometrischen Konstniktionsanfgaben, welche man gewolinlit h mi 
Hilfe des Zirkels und der geraden Linie löst, also alle sogenannten geo 
metrischen Autgaben 2. Grades, nur mit Hilfe des Zirkels allein lösen kann 
ein Reittltat, welches auch praktisch genounieii w«rt?oll ist, da ja de 
Zirkel das genaueste Zeichenhilftmittel bildet Die Konstruktionen, welch 
Mascheroni lehrt, sind zwar einfach, aber meist auf so künstlichem We^- 
gefunden, dafs wohl jt<lrr T/esei «Joines Werkes das Bedürfnis fülilt, dies 
Konstruktionen aus einem einheitlichen Prinzip lieraus /u entwickeln 

Dies gelingt nun viel leichter, als mau bei dem ümtange des Gegei 
Standes TemiatMi wtbde, und swsr mit Hilfe des Prinzips der reäpFoke 
Bedien. Es ist dabei nnr notwendig, eine Konstruktion aniugeben, nac 
welcher man mit dem Zirlrl allein /u einem Punkte P in Bezug auf de 
festen Kreis 7\ (mit dem Mitteipnnkte O) den inversen Punkt P' Hude 
kann. Zu dem Zwecke schlägt man aus i' als Mittelpunkt den Kreiä m 
dem Badius PO und erhält so die Schnittpunkte und ii^ mit K un 
im Schnittpunkte der beiden l&eise, weldie resp. snim IGttelpnnkl 
haben und durch 0 gdien, schon den gesa<^ten inTersen Ptankt P\ 

Jede ausgefnhrte geometrische Aufgabe 2. GiadM bildet eine Figur J 
welche aus jfpraden Linien und Kreisen Itesteht; die 7.u F in Bexncr auf . 
inveise Figur F' besteht daher nur aus Kreisen und kann also mit dei 
Zirkel allein durchgeführt werden. Da aber auch der Übergang von F i 
F* nach Obigem nur mit Hilfe des Zirkels allein geceidinet werden kau: 
so ist damit schon bewiesen, dab sieh jede Aufgabe 2. Grades mit dem Zirk- 
allein lösen läfst, und ist auch schon ein lirauchbarer Weg angegeben: tfs 
(lenke sich nämlich die vorgelegt« Aufgabe auf dem pewolinli( hen Wege g 
löst, wodurch man vor dem geistigen Auge die Figtir erhält; nun zeictn 
man die in Bezug auf einen passenden Kreis A' inverse Figur F' und a 
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dem 80 «rfaalteiieB Besiiltat von das invene Gebilde, wodoreh die Auf- 
gabe gelöst iat 

Schlägt man diesen Weg ein, so erhält man ftnf durchsichtigem Wege 
(lio Mehrzahl der Mascheronischen KonstruktioTK"! ; besonders einfaih wird 
jetzt auch die Lösung einer HauptaufErabo, dip hisujuiere Schwierigkeiten })e- 
reitet, nUiulich eine Strecke AB mit dem Zirkel allein in n gleiche Teile zu 
zerlegen. Man braucht jetzt nur als Kreis JBT den mit A als Mittelpunkt 
und AB als Radius anzunehmen, die Strecke AB femer (» — lymal nach- 
einander auf ihrer Verlängerung aufzutragen und zu dem so eriialtenen Bnd* 
punkte den inversen in Beznp anf K zu konstruieren. 

Unsere Konstruktion des inverson Punktes P' ist auih aus dem rJrundo 
beachtenswert, da£B sie einfacher als die gewöhnlich angewandte ist, und 
weil sie wohl flboriiaupt zu dm einfachsten, allgemeinen Konstruktionen 
gehSrt, welche man mit dem S&kel allein durchfuhren kann, wodurch 
wieder die fundamentale Bedeutung des Prinnps der reziproken Badien 
für die Kreislehre hervortritt. 

2, Auch mit jedem anderen der oben anpeführten Zpichenhilfsmittel 
allein, dem Lineal, dem rechten oder spitzen Winkel, kann man jpde geo- 
metrische Aulgabe 2. Grades streng Idsen; die Konstruktionen, welche mau 
dabei findet^ nnd oft lehr einfach und haben auch praktischen Wert, nament- 
lich die mit dem Lineal allein für MelttiBoharbeiten. 

Bemerkt sei noch, dab man mit zwei hewQglidira rediten Winkeln 
auch Gleichungen 3. und 4. Grades strenge lösen kaim, indem man der 
in Cremonas ..rfrapkischcm Kalkül" dargestellten Methode Lills zur Kon- 
struktion der Wurzeln algebraischer (Jleichungen folgt. Der bewegliehe rechte 
Winkel ist demnach da^ mücbtigäte der gewöhulicheu ZuichenhiltVmitttiL 

Eb sä nodi die wichtigste LUteraiur des Gegenstandes angegeben: 

1. Masch er onis Werk „La geometria del oompasso** erschien 1797 
in PaTia und ist mehrfach ins Deutsche ttbertragen und bearbeitet worden. 

2. Von Steiner erschien 1888 die Schrift: Die geometrischen Kon- 
struktionen ansgctilhrt mit Hilfe der geraden Linie und eines festen Kreises 
bemerkt sei aber, dal's viele der von Steiner hier angegebenen Konstruktionen 
sich in Lamberts „freier Perspektive'' 1774 vorfinden; die Möglichkeit, 
alle geometrischen Konstntktioiien mit ffilfs eines Men Kreises und der 
geraden Linie zn Ideen, wurde auch schon Ton Foncelet gezeigt in seinen 
,^priete8" (S. 187—190) 1822. 

3. Von dem Verfasser dieser Zeilen erschienen 1890 zwei kleine Auf- 
sätze in den Wiener Berif bten unter den Titeln: ,,f*ber die zur Ausführung 
geometrischer Konsn ukiiouen notwendigen Hiltämittel'', und „Zur Theorie 
der Mascherouischen Konätiuktionen". 

4. Herr F. Klein hat bekannüich 1896 ein Werk erscheinen lassen: 
„Yortrtge Ober ansgewihlte Fragen der Elementargeometrie^. Klein führt 
darin insbesondere die Konstruktion des regelmUsigen 17 -Eckes mit Hilfe 
eines festen Kreises und der geraden Linie aus nnd wirft in einer Fufsnote 
auf S. 27 die Frage nach Lösung dei-selben Aufgabe mit Hilfe des Zirkels 
allein auf. Die Antwort darauf ergiebt sich nach Obigem ohne weiteres; 
man hat nur zur Klein sehen Konstruktion die inverBe in Bezug auf den 
festen Kreis zu zeichnen. 
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5. Herr Hilbert behandelt in seun n ,,(irandlagen der Cxeometrie" (1899) 
die geometrischen Konstrttktioneii au.sgetührt mit der geraden Linie imd 
einmn StreckenÜbertrager, Man kaon aber mit aUeiniger Benntrang dieser 
Hüfinuittel iiieht jede geometriidie Angabe 2. Grades lOsen, nSmlich jene 
nidit, welche Um Konstruktion von Ya* — 6* verlaogen, wobei a und b ge- 
gebene Strecken sind. Hcit HiUx^rt beweist, »^ass die Konstruktion dieses 
WurzHatisdnickes mit sf inrn Hilfsmitteln nirht möglich ist, und bemerkt, 
dafs man wohl damit die uucn mit dem Zirkel allein konstmierharen regu- 
lären Polygone f ebenso z. B. das Malf attische Problem, nicht aber das 
Apollonieclie iMen kaaiL 

6. II IV Feldblum zeigt in einer Doktordissertation „Ol>er elementar 
gcoractrische Konstruktionen" (Göttingen mnSrhst dit- Lösung der 
ElcmcntaraulgabPTi mittelst Rtreckenübertrager und gerader Linie, fcrnpr 
Lösung der Mal tat tischen Autgabe, die Konstruktion der regelmüfsigeu ö- 
und lO'Ecke mit di^n HilÜBmittehii er weist aoch geometrisch nach, daü» 
es nicht mOglicli ist, damit emtti Sirais in konstaraieren, welcber 2 gerade 
Linien ber&hrt und durch einen gegebenen Punkt geht 

Herr Feldblnm fflhrt hiorauf 2 Instniint-nt»» ein, den IVinkeUinlhicin- und 
den WinkeUlriUlet' : (\'\< pv^ifrc besitzt die Form eines Hhombus, von dem 
3 Ecken Gelenke sind und wobei der 4. Eckpunkt aui' einer Torbandenen 
Diagonale gleitet; das tweite besteht ans der Verbindnng tod twei derartigen 
Mechanismen. Herr Feldblnm bewwst einihdi, dab der Winkslhalbieser genau 
gleiehwertig dem Streckenfibertrager beim Konstniirr n ist, und dab man mii 
dem Winkeldrittler die Wur/dn jeder kubischen Gleirbiing mit positivei 
Diskriminantc konstruieren kann, also insbesonderf df^n Kreis in 7 odei 
13 gleiche Teilü zerlegen kann, wie Herr Feldbhuu üuch de& näheren zeigt 
Man ist aber nicht imstande, mit einem dieser beiden Instrumente Ya* — h 
m konstmieren; selbst beide Instrumente zusammen machen daher dei 
Ziikel nidit «ntbefarlkli. 



OUekwnnschschreiben der Berliner Mathematisoben GeseUsohaft sni 
AnlkiglilirigaE Doktoijobiläiim Am Hami iL DedeUnd. 

Hochgeehrter Herr Geheimrati 

Die Berliner Mathematische Gesellschaft spricht Ihnen zur füufzigjährigei 
Wiederkehr des Tages, an welchem Sie die ersten akademischen Ehren er 
warben« die herdiohsten Glflckwtbsdw ana 

Mit Dankbarkeit und Bewunderung gedenkt die mathematische Wel 

der reichen Früditn, wcltbe Tlire rastlose Ai1>dit an den schwierigstei 
Problemen unserer Wissenschaft gezeitigt bat. 

Sie haben den fundamentalen Begriflf des Zahlkörpers ausgebildet uu 
die Gesetze der Teilbarkeit ganzer Zahlen mittelst ganz neuer Methode: 
nild Begril&bOdnngen auf den allgemeinsten KCrper ausgedehni Die tJntei 
suchungen Ober die Komposition und Klassenzahl der quadratischen Formei 
wclclip zu Oanfs' und Dirichlets bRclisien Ruhnipstiteln gehören, habe 
Sie verallgemeinert, Ihrer Theorie der Ideale eingeordnet und damit de 
tieferen Sinn der älteren Resultate daigelegt Ein besonderer Genuis wir 
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es für den Liebhaber der höheren Arithmetik immer sein, zu verfolgen, wie 
Sie. von der Theorie der hiUicren Kongruenzen ansprehend, jene rätselhaften 
Ausnaluneerscheinungcu aufgeklärt haben, welche die Faktoren der Diskrimi- 
nante bei dor Zerkgung der algcbnuBchen Zahlen in Vaktonu darbieten. 

Warn alle diese üntenuebniigen vom Tollen Verslilndnis eine ein- 
gehende Vertiefung in die Algebra und Zahlontheorie erfordern, so haben 
Sie rlnrch die Bearbeitung der Vorlesungen Dirichlets die weitesten Kreise 
der mathematischen Welt zu Dank verpflichtet und für das Studium der 
höheren Arithmetik das grundlegende Lehrbuch geschaffen. 

Aber Ihre Th&tigkeit war keineswegs auf eine einzelne Disziplin unserer 
Wisaenschaft beschiinki; wie Sie scbon innerlialb der Arithmetilc, auf 
Dirichlets Bahnen fortschreitend, die mannigfaltigsten Benebtmgen ZOT 
tranJ?'/endenten Analysis anknüpften, so haben Sie dnreh Thrf Begründung 
der Theorie der Modulfunktioncn für das Studium einer der interessantesten 
S|»eziellen Funktionen die sichere Basis geschaffen. Sie haben femer dui'ch 
£e Bearbettang nnvollendeter Untersuebungen ▼oa Dirioblet und Biemann 
▼ersciiiedene Fiobleme der mathematischen Physik nnd d«r MannigMtigkeits- 
lehre wesentlich gefördert 

Endlieh sind Sie der mächtigen, auf die Kritik der Grundbegriffe aus- 
gehenden Bewegung unserer Zeit ein Führer gewesen, indem Sie durch Ihren 
Begrifl' des Schnittes eine ebenso eigenartige wie fruchtbare Lösung des 
Problems, die Stetigkeit arithmetisch su er&ssen, gegeben haben, nnd in 
Ihren tTnterauchnngen Uber doi Zwedc und das Wesen der gansen Zahlen 
bis an die Schwelle d«r erkenntnisllieoratisdien Schwiezigkdten ' vor- 
gedmng<*n sind. 

Die dankbare und bewundernde Anerkennung der mathematischen Wetl 
ist Ihnen seit langen Jahren in reichem Mafse zu teil geworden; den 
8c3iönaten Lohn Ihrer Aibdt aber haboi Sie, so denken wir, an dem Be- 
wuürtsein, in die lebendige Entwicklung der Wissenschaft auf das kräftigste 
eingegriffen und dem stidzen Bau der mathematischen Erkenntnis die Spuren 
Ihres persönlichen Seiiafl'ens in unauslöschlicher Weise eingeprägt zu hal)en. 
Möge riin n die Freude der Arbeit und der Vollbesitz aller Geisteskräfte 
noch lange erhalten bleiben. 

Mit dem Ausdruck aufrichtigster Verehrung 

Die Berliner Mathematisehe Clesellschafi 

Berlin, den 18. Min 1902. 



Obor aoalytlsohe IhinktioiiMi und algebraiwlM Zahltn. 

Von K. HenseL 

Vergleichen wir die Theorie der algebraischen Funktionen einer 
Variablen mit der Theorie der algebraischen Zahlen, ao tritt uns besonders 
ein wesMiilioher Unterschied in diesen beiden Disziplinen entgegen: 

In der Funktionentheorie untersuchen wir eine algebraische Funktion 
in der Umgebung irgend einer Stelle, welche im Endlichen oder im Un« 
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endlichen liegen kann; in beiden Fällen sind die Methoden und die Besnltato 
absolut identisch; diese Falle brauchen also gar nicht von einander unter- 
schieden zu werden. In d»^r höheren Arithmetik werden die alfbrai'^ohf'T? 
Zahlen einmal aul ihre Teilbarkeit untersucht mit Hüllö der Idealthüojit, 
zweitens in Bezug auf ihre Gröfse, und diese Fragen fiihren auf die Theorie 
der Einheiten und im weiteren Umfange auf die Betrachtnngen, weldie man 
nach Minkowski als die fleometrie der Zahlen beieichnrt. Wälireml die 
Resultate dieser beiden arithmetischen üntersaehnngen sehr ähnlich sind, 
erscheinen ihre Methoden völlig versfhipden. 

Während ferner die Idealtheorie und die Theurie der Einheiten m\ 
das Gebiet der algebraischen Zahlen beschränkt ist, bleibt die Theorie dci 
analjfüflchen Funktionen auf die transsendenten Funktionen genan ehensa 
anwendbar wie auf die algehraischen Funktionen; sie führt uns in natur 
gem&fsem Übergänge aus dem Reiche der algebraischen Gröfsen zu der 
einfachsten mit ihium zusainmonhflnpenden transzendenten Funktionr-n nn( 
ergiebt nun eine einleuchtende Einteilung derselben nach ihren charakterischei 
Eigenschaften. 

Durch langjihzige Beschäftigung mit jenen beiden Disxiplineii von diesen 
GesiditApunkte aus wurde ich zu einer Auffassung der Lehre von dei 

allgemeinen Zahlgröfsen hingeführt, welche man als Ausdehnung der Theori 
der analytisrh^ri Funktionen auf dir» Zahltrrofson ansrhfin kann, imd w^lfh 
mir einen neuen Euiblick in die Natur dvi rationalen algebraischen um 
transzendenten Zahlen zu gewähren scheint. Sic hat bisher als gesicherte 
Besultat eine vollständige und TÖlUg einheitliche Bdiandlung der algebraische 
Zahlen nach ihrer Teilbarkeit und nach ihrer Gröfse ergeben, und ich möcht 
meine Auffassimg an diesem Beispiele dadurch erlHutem, dafs ich die Grun«: 
lagen der Theorie df>r rationalen und algebraischen Funktionen mit dei 
jeuigen der rationalen und algebrnischf»n Zahlen vergleiche. 

Eine eindeutige analytische Funktion besitzt an jeder Stelle (x = t 
oder (x oo) rationalen Charakter, wenn sie in der Umgebung denelbe 
in dne Fotensreihe 



entwickf^t wpidrn kann, welche hrich.stenis eine endliche Anzahl ncgativt 
Potenzen enthält, wenn sie also iiir jene Stelle mit jeder vorgegeben« 
Genauigkeit, d. h. fttr eine beliebig hohe Potens (x — als Modul dun 
eine rationale Funktion von X ausdrflckbar ist. Ordnet man der Stcl 
(x -M* a) einen Frimfaktor p zu und sagt , dafs r (r) durch teilbar i: 
wenn r (x) an der 7ug«»hftrigen f'tellp dio Ordnune-^zahl n hat, so ontspric 
jeder endlichen niid der unendlich fernen Stelle je ein Pnratttktor, und f 
das Rechnen mit diesen Frimteilem bestehen die einfachen Gesetze fdr d 
Primsahlen in der elementaren Arithmetik. An Stelle Ton x — « bsw. ▼< 

^ kann auch irgend eine Funkdon erster Ordnung für jene Stelle pewäl 

werden, an Steile der Koeffizienten kann man irgendwelche vvohldetiuiert 
Funktionenelemente von nicht negativer Ordnung voraussetzen, wobei v 
aber spesiell den AnüuigskoefBzienten als von nullter Ordnung annehm 
wollen. Alle rationalen Funktionen besitzen an jeder Btdle rational 




bzw. 
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Charakter, auf sie küntien daher die Gesetze der elementaren AhÜuuetik 
überall angewendet werden. 

Eine n-dentige Bnalytisclie Funklaoii y besitsl an jed«r Stelle {x » «) 
oder {x ~ oo) algebruBchen dumlcter, wenn ihre n Werte in der üm- 
gelning derselben nach ganzen oder gebrochenen Potenzen der zugehörigen 
Linearfaktoren entwickelt werden l?"nnfri, \\'(>l(he bfichstens eine endliche 
Anzahl n^grativ^r Potenzen enthalt+'u, wenn sie also an jeder Stelle (x = a) 
mit jeder vorgegebenen Genauigkeit, d. h. für eine beliebig hohe Potenz 
{x — ay als Modul durch eine algebraische Funktion dargestellt werden 
kann. Ordnet man der Stelle (x^a)n gleiche oder Tenchiedene Prim- 

teil«r • • *v ^ an* und >agt man, dals y a. B. durdi teilbar ist, 

wenn die Entwickelung von ift an jener Stelle die OrdnungssaU (fi hat| 
so bestehen wieder für das Bödmen mit jenen l^rimtuleni die Gese^ der 
elementaren Arithmetik. 

Genau ebenso wollen wir sagen, eine Zahlgröfse r hat überall 
ratioaalen Charakter, wenn sie die folgenden beiden Eigenschaften besitzt: 

l) Sie kann in eine nack fallenden Potenaen einer beliebigen ZaU 
S.B. Ton 10 fortschnitende Beihe entwidselt wevden, mit wohldefinierten 
Koeffinentan, welche ihrer GrOGse nach unterhalb m liegen, und diese Ent- 
wickelung enthält höchstens eine endliche Anzahl positiTer Poteosen Ton m. 
Eine solche Gieicbong: 

a a 

_Q J « 



r = + +J + 



spricht nur aas, dafs r eine endliche Zahl ist oder mit jeder vorgegebenen 
Annfthenmg der Gröfse nach durch eine rationale Zahl dargestellt werden kann. 

2) Sie kann nach steigenden Potenzen einer beliebigen ganzen Zahl n 
in eine Beihe 

^;*^ + ^+i?*^"^*H 

mit wohldefinierten Koeffizienten b, <" ju entwickelt, d. h. mit jeder Annäherung 
(fOr eine beliebig iiuiie Potenz von fi als Modul) durch ein« rationale Zahl 
dnxgestellt werden. 

Alle rationalen Zahlen haben flberall rationalen Charakter^ da sie 
erstens stets endlich sind, und zweitens jede rationale Zahl iiu Zahlen- 
systeme mit der Grundzahl n auf eine einzige Weise dargestellt werden kann. 
Auf die hier st^fort sich darbietende Uinkehruug dieses Satzes gedenke ich 
bei einer anderen Gelegenheit einzugehen. 

Ordnet man speziell jeder Priinsahl p einen Primteiler p zu, und sagt 
man, dab r durch ^ teilbar ist, wenn die xn ]p gehörige Entwickelung die 
Ordnungszahl ^ besitzt, so ergeben sich für das Bechnen mit diesen Prim- 
teilorn diejenigen (ie.st>t/.o, welche in der elementaren Zahlentheorie für die 
zugeordneten Primzahlen entwickelt werden. ])a.ssell)e gilt hinsichtlich der 
Gröfse jener Zahlen r, wenn man ihnen für den zugeordneten Primteiler 
eine geeignet pribdsierte (Mnungsialil giebt 

Allgemeiner will ich sagen, eine werlige ZaUgidlhe | hat flberall 
algebraischen Charakter, wenn sie die folgenden beiden Eigenschaften besitzt: 

l) Ihre w Werte ^, • • •, $^ können nach fallenden Potenzen 
einer beliebigen Zahl m mit wohldefinierten KoefMentea entwickelt werden, 



32 Sitxangsberichie der Berliner Mathem. üesellscbüft. Fünfte n. sechste SitzK 



vddie flmm aTwolaten Betrage saeh Ideiner als m smd, d. h. Um n W< 
mnd eadlidie reell o oder kompleie Zahlen. 

2) Ihre n Wt-rt© können nach st*ig<'n<lt'n Püt<^!r/«">!i p'mer beliebi, 
Zahl , z H. ciiit-r beliebigen Phiiizahl }> in Reihen mit wühldefmier 
Koeffizienten entwickelt werden, weiche nach ganzen oder gebrochc 
Potemeii tüh p foztedireaten und IiödifteiiB «ne endliche Aiuahl aegati 
Poiensen tob j» enthalten. Eine solche ZahlgrOfse hat also algebniie 
Charakter, wenn sie sowohl ihrer GrÖfse nach, als auch für jede noch |0 h 
Potenz fi^ t'iiitr beliebigen Zahl fz als Modul mit jeder TOCgegebc 
Genauigkeit durch al<r'^bniisrht' Zahlen <iarst«libar ist 

Die gewöhnlichen algebraischen Zahlen, d. h. die Wurzeln ganzzahl 
Gleichungen sind Zahlgröfsen, welche ftberall algehraiBchen Chankter ha 
Da& dieselheB nach faxenden Fotenaen von m entwickelt weiden IcOn 
lehrt der Existenzbeweis der Wurzeln, dafis dasselbe aber auch für 
Entwickelung nach sieigenden Potenzen jeder Zahl fi bezw. jeder Primza 
der Fall if?t, mul'ste erst bewi^en werden; ich habe einen direkten 
sehr emi'acheu Beweis dieser Thatsache in einer in diesem Winter gehalt 
Vorlesung auseinandergesetzt 

Auf alle ZaUgrSCsen, welche flheraU algebraischen Charakter ha 
hßnnen die Gesetze der elementaren Arithmefik ohne weiteres angewe 
werden. Ordnet mau nämlich jeder Primzahl j> wieder n gleiche oder 
schietiene Primdivisoren pj, pj, • • •. p„ zu und «^agt, die Zahl % en 
z. B. den Primteiler J)| in der ^^-ten Potenz, wenn die Entwickelung v« 
nadi Potenzen von p von der ^^-ten Ordnong ist, so gelten Ar das Bec 
mit diesen Primteüem die einfochen Oesetse der eiementaren Zahlenthi 
und die Anwendung derselben auf algebraisdie Zahlen liefert die TOllstfti 

Theorie der Meale. 

Ebenso kann man die EntwickeluiiLren jeuer Zahlen nach lalh 
Potenzen von m behandeln, und wenn mau auch hier die Ordnungsz 
geeignet definiert, so erfaftlt man mne Ydlstftndige Theorie der Eiabw* 

Oenan dieselben Prinzipien &ann man auch auf die Theorie äe 
gebraischen (^inktionen zweier Vaiiabten anwenden, wie ich demo&ch 
einer anderen Steile anatührücb darlegen werde. 
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Hmuigegvbeii vom Vontand« te CMUmduft. 

7. mtMng 9m aO. Afril 1902. 

Yonite: Herr Eneser. 
AnwesMid 85 Hemn. 

Der VoTatsende gedenkt vor dem Eintritt in die Tagesordnung des 
schweren Verlustes, den die Wueenschaft dnroh das Hmaeheideii des Henra 
L. Fuchs erlitten hat 

Verlesen wird die Antwort des Herrn Dedekind auf die ihm dar- 
gebrachten Glückwünsche der Gesellschaft (s. u.) sowie das Protokoll der 
YeiliaadliiDgeii Uber den nl(Men internatioDfelem Matheniatikeitongrefs, 
welche im Mftn unter Anteilnahme eines Yertretets der QeeeQMshaft su 
Leipzig abgehalten worden sind. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Reifsner: Mechanische Analoj^e zur ElastizitHt 
Hprr Ilauck: Kachtrag zu dem in der vorigen Sitzung gehaltenen 
Vortrage (h. u.). 

Heir Opits: Über die Frage nadi den BkvnnHni«! eines sehr dünnen 
sstigmiitisohen Stnhlenbttndels und ihre Bedevtung fttr das BUdpnnIclproblem 

dar geometrischen Optik (s. u.). 

An der Diskussion beteiligen üidk die Herren Hahn, Hauek^ Hessen- 
berg, Koppe, Lampe, Opitz. 

8. Sitnug am 28. ÜAi 1902. 

Yonats: Herr Kneser. 

Anwesend 38 Herron. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Eudde: Über eine Gruppe von gewöhnlichen DifEerentialgleichangen 
zweiter Ordnung zwischen zwei Veränderlichen (s. u.). 

Herr Hessenberg: Über die Gleichung der geodätischen Linien. 

Henr Bothe: Bemerkungen Aber ein apesielles knmmdiniges Koordinaten- 
System (s. n.). 

An der Diskussion beteiligen sieh die Herren Badde, Hambarger, 
Eessenberg, Knoblaach, 
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Antwort dM Htm DedAind mf das SdurailNiii d«r Bttlüier 

Mathematischen Gesellschaft ^s. S. 28). 

Ab die Berliner Mathematische Gesellschaft zu HKnden d( 
Uenrn G«h. Begiemngarat Weingarten su Gharlottenbor) 

Hoehgedirter Herr Kollege! Durch die Zuschrift, welche Sie und di 
Herren Kneser und Jahnke im Namen der Berliner Mathematischen G' 
Bpllsch&fk mit so henlichen GlflrVwÜTischeii r.n nvinem Doktor-Jubiläum a 
lö. Miira mir gewidm*»t ballen, fiililc ich mich hovh geehrt. Sie entwerft 
ein überaus wohlwolieud gezeichueU ä Bild Ton den uiathematischen Arbeite 
in welchen ich versnoht habe, nach meinen EviAen einige BeikSge sa di 
durch ihren Beiditiun überwältigenden, unvergleichlichen Entwicklung i 
liefern, welche unsere Wisi»enschaft in der zweiten Hälfte des verflossen« 
Jahrhunderts erf^hrrn hat. Das, was in der voran s ff L'fitigenen Zeit eini; 
wenige, in einsa?n«-r Höhe stehende grolste (ieisler geschatfen hatten, begai 
damals Gemeingut zu werden und immer gröCsere Kreise in uuwidcrste 
lichem 8trome mit sidi fortzureifeen sa frachtbarer Arbeit auf nen c 
öffneten Bahnen. Denke ich zurück an meine Jugendzeit, an den damalig) 
Stand des mathematischen Studiums an den Universitäten, an die durc 
srhnittlich recht mangelhafte Dun lil)il It.iil'' iJes mathfniatiscbcn Lehrt 
st&udttg, 94) lafüt d^r Verglei» h mit der Gegenwart einen gewaltigen Foi 
schritt ürkeimeu, und ganz, besondere charakteristisch erscheint mir hierf 
das Wiedenrafblflhen literer nnd die Bildung gana neoer GeaellBchaften 
sein, die sich in gemeinsamer Arbeit die Pflege der mathematischen Wisse 
schafb und ihre Verbreitung in gröfeeren Kreisen zum Ziel erwählen, 
bogrüff?** ich auch mit Freude die jüngste solrhe VeroinignTig, Ihre Berlii 
Muthemati-sche Gesellschaft, als ein h»)ä"uungsreicheä> Zeichen für die unai 
hürlich fort^hreit^uide mathemaiiüche Bewegung im neuen Jahrhundert.. 

Indem ich Sie bitte, hochgeehrter Herr Kollege, der Berliner HaU 
matischen Gesellschaft meinen herzlichsten Dank fdr die hohe Ehrang 
übermitteln, deren sie mich gewürdigt hat, verbleibe ich mit ao^eieichne' 
Hochachtung Ihr ergebenster 

Braunschweig, 1. April 1902. B. Dedekind. 



Ober unelgentUehe Fn^ektloii«!!. 

Von G. Hauck. 

1. Es sollen ^-uniulist die wichtigsten Sfttse aus der (nocli onv 
üffentlichtenl Tlieorie der paraJJeJprojellh-ir'ilinrnren Vrrirai4(il.<rh(if'f y aow 
sie im Nachfolgenden in iletracht kommen, kurz skizziert werden. 

Projiziert man ein räumliches Punktsystem parallel mit drei 
liebigen Bichtangen auf drei Projektionsebenen and beieichnet je d 
solche Punkte jc, x\ x*' der drei Ebenen, die die Projektionen des n&tnlicl 
Raumpunkt^s X vorstellen, als Mnander mgeordnet, so werden dadurch 
Punkte der drei £benen trilinear aof einander besogen. 
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Die drei Ebenen, die durch je zwei projizierende Strahlen eines Raum- 
punkte.s gelegt werden, schneiden die drei Projektionsebenen nach sechs 
Geraden, die wir Kemsirahlen nennen. Für mehrere Raumpunkte sind die 
gloieharligaii KtmitnUen unter aidh panUel und büdan Molii ^inllil- 
ttaraUmbllsehel, von denen je swei projekttv sind und penpekÜT liegen in 
Bezug auf die Schnitlkante {Grundschnitt) zweier Projektionsebenen. Wir 
bezeichnen sie als fjrtjnerische Kemstmhlf'nbüsrlipl. J)ii Zuordnung der 
Punkte dnr drei ebenen Systeme kann nun auch so ausgedrückt werden: 
Von cinctn Tripel euyeordnäer Punkte x, x\ x" müssen je twei auf eni- 

Dndnrdi ist die Znmrdnimgsbestinimiing gans in die Systemebenen selbst 
verlegt. Man kann beliebige TMpel zugeordneter Punkte dnxek Zeiehnnng 

in den Systemebenen bestimmen, ohne im Raum zu operieren. 

Die durch die Perspektivität der gegnerischen Kernstralilenbüschel be- 
dingte besondere Lage der drei ebenen Systeme nennen wir orientierte 
Lage. Sie ksnn beliebig variiert werden: Im Sdinl tt p uaikt der drei Pro- 
jektionsebenen (SdteiMpimkt) liegt ein Tripel sogeordneter Pnnkte ver* 
einigt. Man kann nun jedes beliebige Tripel a, a\ a* dazu bestimmen, 
dafs es in den Scheit*^lpunkt 7.n liegen kommt. Die zugehörigen Grund- 
schnitte ergeben sich dadurch, dai's man je zwei gegnerische Kemstrahlen- 
büschel nach kongruenten Punktreihen schneidet, die durch die bezüglichen 
Punkte des Tripels a\ a" gehen (oo* HOgliidikeiten). Fftgt mna dann 
die drei Sjstemebenen zu einem DreUnnt so sosammeD, dab je swei koo' 
gmente Punktreihen in einer Kante (Gnmdschnitt) vereinigt werden, so ist 
die orientierte Lage hergestellt. 

In dieser neuen orientierten Lage stellen die drei ebenen Systeme 
wieder die Paralielprojektionen eines räumlichen Systems vor. Die pro- 
jirieranden Richtungen und der sn «nem Tripel x\ x gehörige Baom- 
pmikt X ergeben sidi dnrcb den Schnitt d«r drei EbMienf die dnrcb je 
zwei gegnerische Kemstrahlen des Tripels gelegt werden. Das jetsige 
räumliche System ist aber verschieden von d<Mn früheren, es ist 7n ihm nur 
affinverwandt. Die gegenseitigen Beziehungen zwischen den drei eigenen 
Systemen sind gänzlich unabhängig von der jeweiligen Orientierung und von 
der durch sie bedingten v«nehiedenen Gestaltung des rftumUchen Systems, 
als dessen Brndektiottett die drei ebenen Systeme bei TerBcbiedener Orien- 
tierung erscheinen. -— Dadurch greift in der Theorie der toilinearen Ver- 
wandtschaft eine gröfsere Freiheit in der Auttassung der zur Darstellung 
eines räumiicheu Gebildes zusammenwirkenden Projektionen Platz, als sie in 
der darstellenden Geometrie bislang statthaft erschien. 

Iii einer und deneibm Sfaene belindn sieh du drei eb«Mn Sjstnne 
in orientierter Lage, sobald sie so gelegt werden, dab ein Tripel nigeord- 
neter Punkte in einem Punkt vereinigt ist. 

Die Verwandtschaft ist bestimmt, wenn die drei Winkel, die die Kem- 
richtungen in jedem System mit einander bilden, und die drei Projektivitäts- 
verhältnisse der drei gegnerischen Kernbüschelpaare (Verh. der Abstände 
aweier Paare entspreehender Strahlen) gegeben sind. Die versehiedenen 
Arten nnd Unterarten der parallelpr«(fektiT-tri]ineaz«n Yerwandtsdiaft werden 
diarakterisiert durch gewisse Bexiehnngen, die swiseh«! diesen 6 Bestimmnngs- 
grOAen stattfinden. 

4* 
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2. Unter der n i -hnn Mannigfaltigkeit der verschiedenen Verwandt 
schafisformea lai die uiuluchsie diejenige, die durch die Bedingung gekenn- 
MidiMi wund, daft die Bmnme der drei Kernstralileiiiriiikel — iit» vaaä 
daft £e dmi PgcjektiTitttwerhiltniwie je 1 (elio je sw« gi^eriidic 
Eernstrahleuhüscbel konp-uent) sind. 

nemäfs ilioscr Bedinpung können drei solche Systeme stets in eine der- 
artige orientierte Lage in einer und derselben Ebene gebraclit wenlpn. be: 
welcher je zwei gegnerische Kemstrahlenbflschel sich in Deckung betindeu 
Je drei sttgeordnete Pnidcte bild«i dun die Scieea tob laoter lluüidiei 
und ihnlidi liegendoi Dmeeken, in deren Seiten je swei entqireehendi 
g^(nertBoiie Kornstrahlen vereinigt sind. Die GrundBclinitte und dei 
Scheitelpunkt sind unbestimmt Li jedem Punkt der Ebene sind drei sn 
geordnete Punkte vereinigt. 

Wir bezeichnen diese besondere Form der Verwandtschaft als hm 
ftamare Yenrandtadiaft Man eikennt nlmlidi leicht, dnb drd solch 
Systeme in der genannten Orientierang als Projektionen eines iSunlidiei 
Systems auf drei insaaunenfallende ProjektionBebenen betrachtet werde 
können. Man kann zu einem Trip<>i ziiiT»'r>rdnet«'r funkte x., x\ x" de: 
zugehörigen Raumpunkt X willkürlich wuhicu und dadurch die Riehtnnge 
der {»rojizierenden Strahlen bestimmen. Die einzelneu Punktetripel mi 
ihren sngebOrigen BawnpmikteB Ulden dann die Eelmi Yoa. lauter ahnHcihe 
nnd Ihnlich liegenden Tetraedera. 

3. Es liegt nun der Qedanke nahe, diese einfachste Verwandtscbafti 
form fllr die Konstruktionen der Monpeschen darstellenden (reometr 
nutzbar zu mai hen Das Verfahren der durstellenden Geometiie, bei weichet 
drei Projektionen ins Spiel kommen, wird als Methode der Tramformatk 
beaeicfanet: Man nimmt m Qnmdrib nnd Anfrib nodi eine dritte FM>jektio 
binsii, die man so wihlt, dafo sich in ihr yann^ge ihrer gestaltlicihen B 
Sonderheit die Lösung der gestellten Aufgabe direkt odtf wenigstens eii 
facher erpieht als in den 7wei ursprtlnglichen Projektionen. — Nun sii 
die gegnerischen Kernstrahleabttschel zwischen Omndrifs und AuMfß ko 
gment and befinden sich in der Zeichenebene in Deckung. £s liegt dah 
nahe, bei dar ISnfllhning einer dritten Projektion diese so lU wihlan, da 
Gnittdrifo nnd Anfrifii mit ihr ivsammea drei komplaaare Systeme in koz 
planarer Orientiemng bilden. 

Das Vei fiihren mag an einem einfachen Beispiel veranschaulicht weni» 
Wir wählen ein solches, bei dem es ohnehin nahe liegt, sich der Metho« 
der Transformation zu bedienen: 

Es soll der Schnittpnnkt der Ebene eines Dreiecks a6e, a'b^e* n 
einer Geraden mn, m*n\ die in einer rar Projektionsachse senkreohten Ebe: 
Hegt» ermittelt werden. (Vgl. iig. 1.) 

Wir ftic^rn 7\\ den zwei gegebenen Pn^ektionen S nnd S' eine dril 
^' , die mit S und 6'' komplanar ist. Üie Kunirichtungen zwischen 6' u: 
S" und zwischen ^ nnd S" können beliebig gewählt werden j wir werd 
aber sirecfanftfsig die Wahl so trelÜBD, dab öeh die Lösong der Aufgn 
in der dritten Projekticai möglichst direkt ergiebi Dies ist der Fall, we: 
sich das Dreieck in der dritten Projektion als gerade Linie darstellt, w 
dadurch errei(ht werden kann, dafs die zwei Kemrichtungen parallel 
den Projektionen einer in der Dreiecksebene liegenden Geraden — , i 
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einfachsten pttrsllel zu den Frojektionen einer Seite des Droieeks, z. B. 
parallel 7u ar und a c anrrpnommen werden. — Thafc man dies und kon* 
struiert mittels der Kemstrahlen zu 
den Punkten von S und S' die 
dritten zugeordneten von S'\ so 
fallen die Punkte a" nnd c" m- 
sammon, und das Dreieck stellt 
sieh als gerade Linie dar, welche 
von nk" n" in v" geschnitten wiixL 
Zieht man dann dorcb v" die Kern- 
stzalilaii, wel^die m« und m'« in « 
und V* schneiden, so stellen o und «' 
Gnmdrifs und Aufrib des gesuehten 
Sehnittpunkts vor. 

In gleich einHicher Weisn fr- 
ledigen sich nach dem angegebenen 
Yeifahren alle Aufgaben situeUer 
Natur, die sich ftbralumpt xur Lo- 
sung mittels Tnuisformation eignen. 

(Sehr p!p^;int, nia(^}if sich ■/. "B. <lie 
konstruktive Auslührung der Stei- 
ner sehen Lösung der Aufgabe: die 
iwei Geraden tu bestSrnmen, die vier 
gegebene windschiefe schneiden.) — 
Ffir Aufgaben metrischer Natur empfiehlt sich die Methode weniger, da 
ftlr solche die schiefe FaraUelprojektion weniger günstig ist als die Ortho« 
gonale. 

4. Das Verfahren bedarf indessen noch einer genaueren Prüfung seiner 
Zullssigktit 

8 nxid ^ stellen swei Ortibogonalprctjektionen eines beatimmten Baum- 
Objektes 0 auf zwei zu einander senkrechte Projektionsebenen dar, Ton 

denen die eine in die andere umgelegt ist. Wenn wir sie nun zusammen 
mit a" als koniplaiiare Projektionen behandeln, so fai^sen wir sie (oder 
mindestens eine von ihnen) plötzlich als schiefe Parallelprojektionen auf. 
Dnreh diese swei schiefen Projektion«! wird aber dn gaia anderes Bamn- 
objekt bestimmt sls das thatsKdJieh Torliegende 0. 

Dieses Bedenken würde zerfallen, sobald sich nachweisen liefsc, dafs ^ 
mit einer wirklichen Projektion des Objektes 0 gleichgestaltet ist. Denn 
dann niirden die drei komplanaren Systeme nur eine andere Orientierung 
dieier wirklichen Projektionen von 0 vorstellen; wir haben aber gesehen, 
daCi deren gegenseitige Beziehungen gans unabhängig sind Ton der durdi 
die jeweilige Orientiemngsart bedingten ▼«rschiedoien Oestaltang des 
Objektes. 

Nun raufs die Frage, oh S" mit einer wirklichen Projektion des Ob- 
jektes identifiziert werden kann, allerdings verneint werden. Wohl aber 
ist iS ' mit einer solchen dJirüicit. 

IMes mag snnliihst an ehsem speiieUen Bmqjkiele Teranschaulicfat werdra: 
Wir wihlen als Objekt O einen Würfel, von welchem tm SeitenflSchen 
sur Gtnndriftebene und zur Auftifsebene parallel sind. (Vgl. Fig. 2.) 
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Seine Projektionen .S' un<! S' soipn 12 ... und l'2'. . . 8'. D'w Rieh 
tdnpon ilor Kernstrahlcn /wi.scheu und X" und awiücben S' und 6 
wählen wir so, dals jede mit der Kemrichtung zwischen 6' und S' eines 

htlbe« nehtfln Winkel bildet £• eigiefal 
sich daam als dritte Kompluwe S** eiw 
Fignr, die zwei Qoadimte mü gemeiuemei 
Edke enthalt. 

Bafs eine ähnlich gestalteto Figiii 
als wirkliche Projektion des Würt'eis auf 
treten kann, und unter welchen Annähmet 
ne erhalten wird, ist leicht enichflich 
"WUhlt man die ProjektioiiBebene senk 
recht rrxT Proji'klion.Kachsf» o r v.nd. di< 
projizierende Richtung parallel zur Würfel 
diagonale 64, 6' 4', so projizieren sich dit 
swn aar Fn^ddi<inieb«ie panllelea 8«i 
lidien Quadrate in wahrer Geatalt xaii 
die genannte Warfeldiagonale als Punkt 
— Tn Fipnr 2 iet die resultierende Pro 
jektionstigur 5*" in einer Lf^o gpy.i iciinet 
in die sie gelangt, wenn man die Pro 
jekti<Hiaebeiie dordi Drehung nm ihr 
Schnittlinie og mit der Avfiibebene ii 
diese umlegt, wodurch ihre Schnittlinie op 
mit der Omndrifgcbenc in die Lnge oy^ 
misammentallend mit oj , gelangt. 
Wiilirend nun in der I*rojektion S"' die Quadratscite glrich de 

Wüifelkuutc a ist, ist sie ia der dritten Komplanaren S"= aY^' 8" kan 
also nicht als eine wirkliche Ph>jektion des Wflxfels angesprochen werdei 
sondern ist ein« solchen nur ihnlich. Wir beteichnen sie als eine wi 
eiffenük^e Fkojektion. 

Die drei wirklichen Projektionen S, S\ S'" befinden sich in orientierte 
Lage in einer und derselben Ebene. Dif (in Fig. 2 dunb dickere Strich 
m.irkii rt^^n) Grundschnitte zwischen und .s " und zwischen 6'' und S' 
sind uy^ und o;; als Grundschnitt zwischcu ü und <S" kann jede durch 
gezogene Linie genommen werden. — Die gegnerischen KernsMhlenbtksch« 
swisehen 8 und S"* und swisdien und S"' sind in den Qmndsdbnitte 
gebrodien. Dagegen ist die dritte Komplanare S" mit S und S' durc 
nicht gebrochene Kemstrahlr'nhfi.'jrhel verknüpft. Wir k(innen demnac 
unser Verfahren kuri so kennzeiflmen: 

Die durch die eirehnalmr Brechnng hrdingten ztcri Umii c<)f uerdcfi ai 
gekürzt dadurdtj daß man die nichUjebrochefmi Wege cinsddügty indem ma 
an SUSU der mrUkitm Pirt^mm 8*^ dU mU ihr äMdidie uHeiamma 

5. 8o wie in dem TOigeflUirten spe^ellen Bdspiel verhSlt es süA nu 
allgemein: Es IftTst nich beweisen, dab su der ^tten Komplanaren 

stets eine wirUicbe Projektion S"' existiert, die mit ihj- ähnlich ist. 1 
eine Ornndebme umgelegt befindet sie sich mit 8, S' und 3" in den näo 
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liehen LagDbezichungTn, wir '^ic Hn<^ nbige Beispiel vpranscliaulichf. — Der 
allgemeine Beweis ksMu auf Gruud von axonometriscbea Anschauungen ge- 
tührt werden: 

Wir benehen das rimnlidie Systan 0 saf «n neelitwinUiges Ko<irdi- 
nateosjsteni, von welclieiii xwei Ebenen parallel rar GnmdriTBebeiie and 

zur AufrUsebene sind. Schneidet man auf den Achsen vom ürsprun^r aus 
drei gleiclie Strecken ab, so erhnlt man ein J)rrilnin^ dessen Hnindrifs- und 
Aiifrifsprojektionen J und J' seien. Konstruiert man dann zu J und 
fiir irgendwelche Kemrichtungen die dritte Komplanare /f", so bildet ^' 
die Figur eines Dreistrahls (mit begrenztea Strahbtred:«!), und es folgt 
ans dem Pohlkesehea Sati, dab immer dae «irküdie Projdction des 
Dreibeins existici-t, welclie mit dem Dreistrahl ibnlich ist. Wir kon- 
struieren sie (nach dem von Herrn H. A. Schwarz in seinem Beweise 
des Pohlkesihen Satzes angegebenen Verfahren) und bezeichnen sie 
darch — Öind nun x und x' die Grundrifs- und Aufrüsprojektioncn 
irgend eines Pmiktes X des rBamlidieB BpIttmA 0, so kann der su- 
geordnete Pimkt in der Projektion S** azoaometriseh in den Diei- 
fltnüil eingezeichnet werden (durch Teilen der drei Strahlstrecken 

in entsprechenden Verhältnissen un-l Ziehen von Parallelen zn den Strahlen). 
Führt man dann ebendieselbe Konstruktion auch au dem ähnlichen Drei- 
sirahl J" aus, so erhält man einen Punkt x'\ der in Beziehung zu J" 
Ihnlieh liegt, wie Sß*' sn JT^ und der sidi TennSge der Konstruktion un- 
mittelbar als identisdi erveist mit denjenigen Punkt x\ der dm Punkten 
X und X als dritter komplanarer im System S" zugeordnet ist. Da dies 
für jeden beliebigen Punkt X gilt, so ist damit die Älinlichkeit der swei 
ebenen Systeme S" und S'" bewiesen. 

NacMrag. — Herr August Adler hat mich darauf aufmerksam ge> 
macht, dab das besproohene KonstmktioiisTeriUiren auidi auf Grund der 
elementtren darstellenden Geometrie gedeutet werden kann. Denkt man 

sich nämlich die Ebene, welche den von der oberen Vertikalebene imd der 
hinteren Horizontaleb^ne gebildeten FlÄchenwinkcl halbiei-t („zweite Median- 
ebene*^), als dritte Projektionsebene und deutet die Keruätrablen xx" und 
x'x" als Grundrifs und Auirifs des zugehörigen projizierenden Stiahls des 
Punktes x\ so faU«i GrundriTs und Aufirilli dar dritten Projektion dieses 
Punktes in x*' zusammen. Die von mir als driUe Km^Ianare bezeichnete 
uneigentlichc Projektion S" kann demnach als vereinigte Grundrifs- und 
Aufrifsprojektion einer schiefen Projektion auf die „zweite Medianebene" 
gpdftutet werden. Durch diese Auffassung erfährt also das besprochene 
Verfahren eine Begründung mit den blolsen Mitteln der elemeutaren dar- 
stelleaden Gsometrie. — Zu der mit JST ihnlichen Projektion 8*" steht 
die Projektion auf die Mediaaebene in keiner nftheren Beziehung. 
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Mochanisohe Analogie zur Klmtlgit&t 
T«B H. Bolfsner. 

r>if> Molekulartheorie der Eiastizitätslehre entsprach der Fernkral 
auftassuDg der mathematischen Physik. Dieselbe ibt iia.ch der Ausarbeitun 
die ihr W. Voigt hat zateü werden lassen, geeignet, die Gesetze der toI 
IcoiniiMiieii Ela^äzitttt und die SymmetrieeigeiiBelMlteii sowie dae Entstehe 
der Kristalle dttrttt8tell«B, scheint aLer einer Erweitemag ftlr <lie thenn* 
dynamischen Beziehungen und die Erscheinungen der inneren Reihung, d 
bleibenden Deformatioa lud der eUsUschen Nachfrirkang nicht fah. 
SU sein. 

Es liegt nahe zu versuchen, die Klastizitätslelire auf dem Boden a 
von Lord Kelvin, Helmholtz, J, J. Thomson und Hertz vertreten* 
kinetiseheii flehnle »ufrabaneiL Man kann diese Aufgabe auf zwei Art« 
aussprechen, indem man entweder verlangt, die potentielle Energie ein 

elastischen Volnmenelements «tolle als kinetischn Energie verborgener B 
wegung, oder die elastischen DruckkrUfte sollen als Verbindungskr&tte b 
schleunigt-er, verborgener Massen gedeutet werden. 

Offenbar hat man nur nötig, diese Aut'gal>e für ein einziges Volume 
dement zu lösen, und erh&lt die Erweiterung aul einen Körper von gröfser 
Dunensionen durch Aneinaaderfbgung der Elemente. Gerade wie in d 
klassisehen Tkeorie sollen bier diskrete Hassenpunkte nnd Einselkrftfte a 
gesetzt werden, deren lOttelkrIfle genommen Aber mefsbare FlBchen als c 
eliistischen Druckkomponenten erscheinen. Als Volumenelement kann ? 
einfachsten ein System von vier Punkten, die nicht in einer Ebene liegt 
genommen werden. An diese soll ein solcher dem Experiment verborg 
bleibender Mecbanismits angesdtloswn wevden, da& die infolge der vi 
bosgenen Bewegung und der geqmelirisdMni Bedingongen entstehenden Erl; 
die voigeBchriebmien Werte der elsatischea Dmckkrlfte erhalten. 

Bei Betrachtung von rein clastiflOhen Ortsänderungen eines einzig 
Volumenelements mufs natürlich dieses Elementartetraeder im Raum f»- 
gelegt werden, z. B. indem ein Eckpunkt festgehalten, ein anderer in eii 
Geraden und ein dritter in einer Ebene geführt wird. Dadurch bleik 
von den iwGlf eartesischen Koordinaten der Eckpunkte sechs xar I 
Stimmung der reinen Deformation llbrig. Diese sedhs Koordinaten kann m 
fttr nnendlieh kleine Defonnationen linear» fDr endliche linear nnd qnadratu 

durch die sechs Deformatumskomponenten j»i jp« =° i>!s " ^ 

^«"ä^"*"^' + ausdrücken. 

Ftihrt man nnn diese Defonnationskomponenten als allgemeuie L 

grangesdie Koordinaten ein, so erhftlt man als allgemeine Lagrangest 
Kr'tifte die zugehörigen Druckkompouenten anf die Flftcheneinheit multiplizi 
mit dem Elementarvolumen dr. 

Erfahningsmäfsig gelten nnn fflr genügend kleine Deformation zwiscl 
den Druckkräften Pf und den Dolbrmationskomponenten die folgen«. 
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sechs Gl«ckiiiig«ii, die die eiastieoheD £igeii8oh«fteii dei Ktfarpevs en(> 
ludten: 

(1) Pf^^^CgaPadt 

WO Cf„ die Elastizitätskoastanten. 

D&mii nun bei konstanter oder, um emen thermodynamischen Ausdruck 
zu gebrauehen, nnendHch langtamer QeeialtitBdenmg Verlnndiiiigskrftfte auf- 
treten kSnnen, mnfs ee noch mindeatens one Terboigene, sehneU verttnder» 
liehe Koordinate p, die die Spannungsenergrie als kinetiaehe erzeugt, geben. 
Alsdann müssen dio Parameterkräfte P^, als Laprangesche Kräfte aus 
Bewegungsgleichungen entstehen. JMem Bewegimgsgleichungen haben aber 
noch gewisse Eigentümlichkeiten, die Helmholtz als Dehnitionseigenschaften 
dea mciiocyUiichen Sjatems aufgestellt hat Die Eitfte mtfanen nlnüichf 
da unendlich langsame ZnstandBandernng Toraiugeaetit ist, nnabh&ngig von 
den Deformationsgeachwindii^eiten sein und dürfen, da sie bei konstanter 
Deformation konstant bleiben, sich mit der schnell und unaufhörlirh vr- 
ändemden cjklischen Koordinate p nicht ändern. Daraus folgt die Energie 
d^ Systems: 

wo a eine orfahrungsmälsig zu bestimmende Funktion der Parameter p^,. • j^«« 
Aus den T.a [t rang« sehen Bewegnngsgleichungen folgt unter Benutrong der 
Definiüonse^enschaften des monocyklischcn Systems femer 

Die Panuneterkrifte erhalten dadurch die Werte: 

während die Kraft nach der cyklischen Kowdinatef deren Arbeit die Zu- 
ftüming Ton Winne bedeutet, die Form annimmt; 

Die Elastizitütskonstanteu haben verschiedene Werte je nach der Art 
der Znatandttnderung. I^tsprediend mnfi man auch die Art der Znitands* 
ladening dorch eine Aussage Aber die cjUiBche Kraft aQedrfieken imd 

in die Gleichungen für die Parameteikrftfte einführen. 

Bf'i adiabatischer Znstandsänderung z. B. darf zu keiner Zeit Wärme 
in <las System eintreten. Es mufs dann die auf die cyklische Koordinate 
wirkende Krail dauernd verschwinden. AttS (d) folgt dann map ■» 

J^ach Einführung in (2) ergiebt sich 

(4) wo 6-1. 
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Nehmen wir nun an. dafs für genügend kleine ...|l>^ die Funktion 
sidi in die Form bhugea Mst: 

so wird (4): 

Doiek Vergleichung mit der Erfalirungsgleichang (1) erliftlt man: 

Oleiofaseitig folgt ftns dieser Yergl«ebang, daA aneh Anfangsdmcl 

( vorhanden sein können und sogar müssen, wenn bei ve 

hindcrter Deformation thermische Drucke entstehen sollen. 

Für andeie alt adiabatische Änderungen mnla man die Bedingnng b 

nutaen, dafs die GröAe ein Tollstftndigea Differential sein mnfo, wo d 

die xngefthrte Wirme, 9 die nbflolnte Temperatur. 
Es ist nnn (Herta, Plrine., § 584) 

und daxaua 



9 



Unter gewissen Vorbehalten kann man dann setzen: 
und wegen (4) 

FQr genügend kleine TemperAtai<nd«rnngen d& und Deformatioiien i 

möge wieder für f und ^ eine Reihenentwicklung mit linearen Glied« 



Abbrechend gesetzt werden, woraus sich ergiebt: 



wo c, — ^^^^ — ^ die spex. Würme bei verhinderter Deformaii. 

^b 

Die thermischen Drucke entnimmt mau daraus zu: 
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die laothennen filaatintitskonsteiiteii za: 

Dieee Beiie1iQiige& sind identisch mit denjenigen , die W. Voigt^) ans 

den beiden Hauptslttzen der Wiinnetheorie abgeleitet hat. 

t^prhaupt ist diese kinetische Methode für Gleichgewichtszustände 
gleichwertig mit den Hauptsätzen der Wiirmetheorie. Sie verlangt die 
Kenntnis derselben Anzahl cm zuführender Erfahrungskonstanten und liefert 
dieeelben Beenltete. Man könnte ohne Schwierigkeit moM ihr auch nooh die 
Abhingigkeit der ülaetudtatskonstanten von der Temperatur, die thetmiachen 
Anadehnungskoeffizienten, die Entropie u. s. w. bestimmen. 

Wahrend jedoch die mechanische W&rmetheorie keine Erweiterung für 
schnelle ZustandHÜnderungen und unvollkommene Elastizität zuliifst, kann 
die kinetische Methode durch Aufgeben der beschränkenden Voraussetzungen 
des moniK^Uisehen Systems Gleichungen zur Beflehreibnng der Erschebungen 
der inneren Reibung, der elastischen Nachwirkung, der Wärmeleitung, der 
Vileibenden Deformation nnd überhaupt der nicht umkehrbaren Zusiands' 
änderungen aufstellen. 

Man möge sich den den obigen Formeln entsprechenden Mechanismus 
folgeudci uiaist'ii konstruktiv vorstelloi: : Ein Centrifugalregulator von der 

Winkelgeschwindigkeit p und dem ijaliuradius der rotierenden Massen m 

von der Gröfiie j/a soll durch starre Glieder so an die vier Eckpunkte 
des BleBieatartetraeden, die sonst mit «inaader nicht veilrandeik smd, an- 
gescUosseii werden, dab nadi Gleichung (5) 

dafo also der Bahnradius l/a der rotierenden Massen in eine gewisse« durdi 

ohige Oleiehnng ausgedrückte kinoTnati'^fhf* Abhängigkeit von den Deforma- 
tionskomponenten, d. h. auch den gegenseitigen Eckpunktversohiebungen, 
gebracht wird. 

Eine ausfldirlicheie Dantellang, sowie die besprochenen Erweiterungen 
und die Besonderheiten für Gase und Flflsngkeiten wird man in einem 
demnftchst in den Aanalen der Fh^nk enoheinenden AuftatM finden. 



1) W. Yoigt, Beferat «ber KMaDelaetisitftt^ GMt. Nachr. 1900, H. S. 
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Ober «lue 0nip]M yon gvwdlalleluii DUfertatialgtoiohiuigen iwiltc 
Ordnmig zwliehen sw»i TMiitollcbftB. 

Von £. Badde. 
Voigttlegt sei «ine DUbraitialglaisliiuig von der Gestelt 

Der Veifueer untezsuclit diejenigen Qleidnuigen diew»' Art , welcl 
benroiigelieB können ans der Dilferentintion einer Dilferentialgleiclnuig erst 
Ordnung Ton der Fonn 

WO and ;> irgond woIc)io Funktionen TOO JSnndy nnd, C eine Konstante ii 
Er st^'lU sich die Aufgabe, Fiillo fin/n^pbf'n, in denon man di»- filfichung ( 
unter dieser Voraussetzung: oinxual mtoizrifreii kann, und das Kriterium : 
bezeichnen, aus welchem man ersehen kann, ob eine gegebene Differentii 
gleichung (1) die Bedingung erftült, dab sie durch DilFereniiation ans nn 
Gldchottg der Fonn (2) herroigegaogen sei 

Differentüert man COeiehoDg (2), diTidieit durch x vnd seist rar A 

kflrzung « ftr ^ und v Abr , so findet sidi 

w u+ 'm' + + -) + 0- 

Also ist Gleicbimg (l) mit {d) identisch, wenn 

(4) X - 

(5) M = '^+pv-\-u, 

(6) N^'/^-^pu, 

Aus GlMohung (5) und (6) folgt leicht 

dM dN dv . dp , du dp Bu 

Nun sind u und v die bnden nartieUen DifferentialquotientMi von los 
also ist ? folglich hellt neh das letste Glied auf isr rechten Sc 

▼on (7) gegen das etrste. Seist man famer fftr ^ und |^ ihre We 
aus (5) und (6), so ergiebt sich 

und hieraus, wenn nuui noch Xr flir « seist, 

^» IX I « -KTT 
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eder, wenn man abkftnend Q fttr — ^ — NL aetst» 
(8) |S_e_jf„ + ,._0. 



Damit ist für un&eren Fall die erste Integration der Gleichung (l) auf 
eine IKffiBarentialgleiehuug erster Ordnung zurückgeflkbrt C^lelebnng (8) iat 
rein dardi partielle Differentiationen «atstanden, also weientlidi paitiell, 
d. b* bei ibrer Integration sind die etwa in ihr aufretenden y wie konstante 
Paranictpr 7.n helmndeln. An die Stolle der Iiitegrationskonstante tritt eine 
willkürliche Funktion von ^, die ev. benutzt werden kann, um das Kriterium 
des Falles zu eriiillen. 

Dies Kriterium, also die Eigenscbaft der Qleiebung (1), an weleber 
man erkennt, dalk sie ndi dem Mer bebandelten Fall subsnxiiiert) liegt in 

der Oleidrang |^ ~ |^ » welcher folgt |^ = |^ ' Trifft diese Be- 
dingung zu, so ist Gleichung (b) auf (l) anwendbar. Dabei genügen auch 
padtikoltre LOeongen von (8), wenn sie daa Kriterinm erfiUlen. 

Es mdgen snnüdist einige der nmfsssaideren Sperialfllle bervoigelioben 
werden, in den«i Qldebnng (8) bequem lösbar ist Man bemerke, dafs, 

wenn L Mne reine Funktion von y ist, t» veimSge der Qleiehung |~ = 

dne reine Funktion von X sein mnlk. 

a) M Jf nicAit firei von y und u eine rdna Funktion von Xf so kann 
man durch partielle Düferentiation von (8) nadi ff leicht die Gleichung 
bilden: 

* IM' 

Dieselbe ist brauchbar, wenn sich aus ihr eine reine Funktion von x für u 
ergiebt, 

b^ Ist 9 » 0, 80 ist (8) in bekannter Weise direkt USabar. 

c) Ist ^ » 0 und gleichzeitig Z — 0, so ist (l) dixdtt integrabel. 

d) Ist ^ « 0 und L eine reine Funktion von jr, so genügt die LOsnng 

• - 0; a«m M A i>U8ri«»te nktor T«. (1). 

e) Hat die Gleichung — Mu — Q eine Wurzel , die eine reine 
Punktion von y (Konstante imd Null eiric-p«?fhlos.seu) ist, so reduziert sich 
(8) durch die tiubstitution u — r^—e auf integrable Gestalt. 

f) Ist Q » ~ ^, so wild aus (8) 

und dieser Gleichung genügt die Lüsung u » ^ , verwendbar, wenn L eine 

reine Funktion von ff ist 

Ist sugleicfa £«0, so tritt der Fall «n, dafs in der Gleichung 

+ ^ + jy-« 0 der Anteil + fllr sich den integrierenden 
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FbUot X hat Hma kum alao (l) dum sefanibeii ^ ^ * wo P irg» 

eine Funktion yod x und jf; der Posten sich dorch Teile in 

grienn und gieVt — y, womit die erste IntegrfttioD Tollsoge» ist 

Cm «SP 

g) Ist ^ + LN = 0 , so ist ^ — ^ , und Gleichung ^ö) nimmt • 
Gestalt an 

Terwandelt man diese in bekannter Weise in Mne homogene Diftrenti 
gleiobnng «weiter Oidnnng durcih die BfdietitQüon « ^ 0* ^ 

cx* ex 

Dies ist direkt integrabel and giebt auiser der vou vornherein prsi( 
liehen LOsong « » Jf eine leicht ra ermitlielnde allgemeine Lösung. 

Wtttere Mittel zur Hsfstellnnf ?on «» «agiebt unter ünut&ndea folge 
Betrachtung. Aus den beiden Gleichungen 



leitet man leicht ab 



wo ip eine reine Funktion von x ist. Set^t mau hierin ^ ^ ii^, so ei^ 

sich durch Substitution in (S') eine neue Differentialgleichunj^ der s\c\< 
Art fQr m, . ii, ist von n nicht verschieden, wenn /, eine reine Fmik 
vuu y Ist dies aber uicht der Fall, so hat man lur eine bcson 
Gleichung, auf welche die Torstehend«! Erw&gnngen wieder Anwend 
finden kOnnen. Man bemerike noch, die in der Gleichung (8) i 
BinfUimng von (9) auftretenden Integrale die additive Integrationskonat 

f* d Ii 

Kuli erhalten, weil das Integral I j- Zw ans Gleichung (9) seihon Ton sc 

Integrationskonstante abgetrennt war. 

Hat man nun « gefimden, so bat man xwei Wege vor sich. 
Entweder man leitet aus den beidm GlMchungen 

— w und - ^ L 
tcx 

die Doppolgieichnng 

ab, in welober i^ eine reine Funktion von y, g) eine solche von st ist, 
benutzt j als integrierenden Faktor der Gleichung (1). 
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Oder man setzt u in Gleichung (6) ein, die dann direkt iutegrabei 
ist, integriert partiell nach x und fügt statt der Integrationskonstante eine 
unbestinunte Funktion von y zu. Diese Funktion wird dann durch Eün- 
9«tMii in Glttdiung (5) bestimmt; rie entbUt die Liiegmtioiidioiutaiite. 
Dieser Weg l&bt sich natürlich auch umkebren. ^Smi integriort Oleiehung (5) 
und bestimmt die »tsätslicfae reine Fanktion von x dnreh Sinselien in (6). 



Bemerknngeii ftber «in spesielleB knunnlinigw KoordJnatensjstem. 

Von Eudolf Boihe. 

Nach einem bekannten tqh Liou^MÜe barrührMiden Satae der Diffe- 
rentialgeometrie') sind die Ebene und ihre BiegiingsflSchen die einzigen, auf 
denen zwei einfach unendliche, unter rechtem Winkel sich schrrridende 
Systeme von geodätischen Linien existieren. Wül man daher das gewöhn- 
liche ebene cartesische Koordinatensystem fflr eine Fläche mit nicht ver> 
schwindender RrfimmuTig venllgemeinem, so ist entweder die Bedingung der 
Orthogonalität oder die andere von vornherein fallen zu Ussenf dab beide 
Scharen der Koordinatenlinien geodätische Linien der Fläche sind. In die 
letzt« Klasse von Koordinatensystemen gehurt bekanntlich das G aufs sehe 
orthogonal -geodätische, bei welchem nur die eine Schar von Kurven geo- 
dätische Linien auf der Fläche sind; diese sind also in gewisser Hinsicht 
dnseitig vor der anderen Bohar bevonnigt. 

Bei der Untersuchung der Votanssetzungen, welche vom Beweise des 
angeführten Liouvilleschen Satzes notwendig ist, gelangt man nun zu 
einem Koordinatensystem, welches, ohne dais die erwähnte Bevorzugung der 
einen Schar der Kuordiuaieuliniüu eintritt, als eine wesentliche Verallgemeiiie- 
rung des cartesischen Systems betrachtet werden kann und, wie das 
Gaufssdie, bd der Biegung der Fläche invariaat bleibt 

1. Ein derartages Syston ergiebt sich» wenn man die Koordinatenlinien 

den Bedingungen unterwirft, erstens auf einander senkrecht zu stehen nnd 
zweitens die Eigenschaft zu besitzen, daf's in jedem Pimkte der Fläche ihre 
geodätischen Krümmungen einen und denselben, im allgemeinen vom Ort 
auf der Fläche abhängigen Wert besitzen. 

Ist dieser Wort beständig gleich Null, so sind die Koordinatenlinien 
geodätisch und die FUUshe nadi dem Lionvillescben Satse su äen auf die 
Ebene abwickelbaren gehörig, auf welchen stets Koordinatensysteme dw 
verlangten Eigenschaft existieren. Ist aber der gemeinsame Wert der geo- 
dätischen Krünmiiui^'Pii nicht beständig Null, so soll die Existens solcher 
Coordinatensysteme zuniichst vorausgehety.t werden. 

Nun sei (x, y) ein den genannten Bedingungen entsprechendes Koordi- 
nateni^stem anf einer Flftcbe; da es orthi^onal ist^ so nimmt das Linien- 
element ä8 auf der Fläche die dnich die Qleicbnng 



1) Man sehe z. B. Q. Darboux, Le^on« mr lafh^rie g^nMe des tntfiftcei, 
Bd. IL H. 482, Nr. ÖSO. 
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pprrf^benf Fonn an. nnt+T E nnd G die Gaufsschen Fundamental grobe 
erster Urdiiung v»n»taiuion. Es soll nun zunächst die Frage beantwort* 
werden, welchen UeUingungeu die Koef&zieuten K und G zu unterwerfe 
amd, dnait di« g«oAtiMii«i Krflmimiiigeii der beiden KoocdiaBteidiiiiea i 
jedem Punkte (x, p) einen und deaielbm Wert g(x^ bentseit 

Die ^odäÜschen Krümmungen ffg und ffp der Koordmatenliinai ttn 
nUgemein gegeben durch die Gleichungen 

dwen rechte Sritf n, falls {h •= 9f = sein soll, übereinstimmi 

mOsgen; dnmtis folgt aber die Biri8t<em einer Funktion |f) von d 

ist Das Quadrat des Linienelements nimmt daher die Form nn 

(,) i^^-(^^)'.x. + QV 

Diese Fofm ilt fllr das in Rede stehende Koordinatensystem, im folgend 

schlecbtinn nk (xy)- System lic/fifhn^'t . mich hinreichen*!; <\c\\n die gi 
diltisdu'ii Krimim«nppn der beiden Koordmat»'ulinien haben emen und d< 
selben Wert g{x^ y), welcher durch die Gleichung 

gegeben ist 

8. üm den Beweis der Eziskens von («|r)-87stenien auf einer 

liebigen Fl&che zu erbringen, ist es nun cun&chst nötig, die geometris 

Bedeutung der Funlction gpfr, v) Iceimen zu lernen. Weil der WiuV'' 
den die positive Richtung der Linie fp{p^ $) *= oonst mit der positiven 
Linie eiuüchlielät, durch die Gleichung 

MW«- --iVi 

gegeben igt, SO zeigt sich die Kuiao cp -= coust als Winkelhalbierende 

UiiTseren Koi-dinatenwinkels ( — x, -j-^). Ihre Orthogonale y) — e 

genügt der Gleichung ^ 

welche nusdrfldcti dn& «nie Funktion y) Ton der Art existaeri, d&l 

wird. Addiert mnn nun sum Quadrat der reebten Seite dna Quftdrut 

vollständigen Differentials dq> — dx + ^y^^^i so ergi^bt sich die Gleic! 

(3) id*»-<l9»+r«dV} 
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sie lafst erkennen, dafs das System {jp, t^) ein orthogonal-j^oodätischos System 
auf der Fläche ist; die Kurven » const sind seine geodätischen Linien. 
Ss betteht dalier der Safte: 

Ensliert auf einer Fliehe ein («jf)-8jitemf so hüden seine Wudcel- 
halbierendon ein System orthogonal -geodätischer Koordinaten. 

Die Uiukehrung dieses Satzes liefert nun d^n Existenzbeweis der ortho- 
gonalen Kurrenscharen gleicher geodätischer Krüraiuung auf einer beliebigen 
Fläche. Man beziehe nämlich die Fläche au£ ein orthogonal -geodätisches 
Koordinatwigygtem ^ •» const, t/; = const, durch weldies das Ltnieneiement 
in die durch die Gleichung (S) gegebene Form ftbergeflüui wird, unter v 
eine Funktion der Variablen 9, ^ verstanden. Man bestimme sodann xwei 
Funktionen ir(9, ^(9, tfr) gemäCs den Gleichnngen 

oder den damit identischen 

dtp dqp d'^ 

in die Form des Linienelements eingeftlhrt erteilen sie dieser die Gestalt (l), 
aus der ersichtlich ist, dafs die eben definierten Kurven oin (xy)-^y9.f(^m 
bilden. Solche Bysteme lassen sich daher auf jeder Fläche konstruieren 
zufolge des Satzes: 

Die WmkeUialbierenden eines orthogonal-geodätischen Koordinatensjfstems 
htbm äksdbe geodätUdte Rrümmmiff, 

8* Fun sei die FnnUion g(Xy y) eine gegebme Funktion der Variablen 
le^y; durch LDtesration der partiellen DilTerentialgleichnng (2) ist dann die 

FHinktion q>(x, y) und damit das Unienelement der Fliehe selber bestimmt. 
Die Systeme vorgeschriebener geodStischer Ki-ümmung sind daher im 

allgemeinen nur auf einer speziellen Klasse auf einander abwickelbarer 
Flächen vorhanden. 

Ist z. B. g{xy 9) = 0, so wird 9» — 2 -f F, wo XyX Funktionen be- 
deuten, w^che wesentlich von » besw. y abhingen; daher wird 

\ds^ = dX*-\-dY^ 

das Quadrat des Linienolcments einer Dcveloppableu in Übereinstimmung 
mit dem eingangs zitierten Liou villeschen Satz. 

Ist aweitens g{Xf y) * a konstant, so wird 9 » A log (iC + X), also 



et* 



das LuiienelemMit gehOrt dann also den Flftehen konstanten negativen 

Krflmmungsmafses — 2 a' an, wenn a reell ist, in Übereinstimmung mit 
einem bekannten Satz von Bonnet. ') 

Da jedes beliebige System von Winkelhalbierenden eines orthogonal- 
geoüutiüchen Systems ein (i;^)- System ist, so existieren aofser denen, für 

1) L. Bianchi, Vorlesungen Ober DifiiBKentialgeometne, Dentiche Axuig. von 

M. Lukat, S. 161 n. 177, Anmerkungen, 

Sitittimslwriobt« d. B«il. MatU. 0«a. 6 
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welche fi( tf) 0 ist, auf dtu Iievt'loppal»len nodi unendlich viele andere. 
Wählt man in der Ebeuf z B als u //)- Kurven dits Winkelhalbierenden des 
gewöbnlicht;u I'olurkoorUinateiisjsteius, so ergiebi sich ein iLWtii£acb un- 
endlkhcs System Ton logaritlniilldiMi %üxftliii, denn KiUmmiuig von Kuli 
vendi$ed«ii ist. Auf der Kngd bildet s. B. du Sjitam der die Ueridiaa« 
unter 45^ schneideDden LoKO^bomen ein (xp)-Bytiem nidit koneUater geo- 
dfttischer Krümmung. 

4. THo (r i/VSystenie besitzen eine bemerkenswerte, dem ebenen ca.r- 
te5»ischen Koordinatensystem zukommende Kij^-n-chatt. Bezeichnet man mit 
Sx und die von einem passenden Nullpiu^kt zu messenden Bogeal&ngeo 
der KoortUnatenlinien, so bestehen die Oleiolniiigeii 

so dafjs 8x = 2tp -\- (.r\ s„ - 2qp -f {y) wird, wo (r), zwei wesentlicl 
von X her., abbäugeude FunkÜonen bedeuten; diese können unbescbade 
der ABgemeiaheit gleich Noll genommoi werden, in weldiem Falle m&i 
die Beinlingen Ton der Linie ^(x, 9)^0 ans iriQül Dann etgiebt siel 

»* " — ^«P? 

die orlhogonalm Kurven glekker geodätischer Krümmung si$ui Kurven gleidie 
Bogenlänge. 

Dieser Sats UDrt sidli mnkelmn: Bmittm dk Emrvm emts OrAogonä' 
afglem ^ekhe BogtMn^e, ao MftieN «ie cmk ffitkke geodiUise^ Krü m munt 
Denn wenn ^ » , , ^ a , ^ , . . 

iat^ und 

denselben Wert haben sollen, so folgt hieraus 

d}/ "* dae 

und also wie oben die Ezistenx einer Funktion durch welehe di 

Linieneleinent in die Foixn (l) gebracht wird. 

Man betrachte nun ein au? je zwei der Linien it = con8t, y ~ con 
gebildetes Viereck auf der Flache; seine Ecken seien 0 {x^^ y^), A — (a?, jf, 
B ^ {x^ if)t C » {x, y). Nach dem Vorstehenden ist dann z. B. 

und cut sprechend für die anderen Seiten. Weil nun das über die | 
schlossene Kurve OACBü erstreckte 



ist, so folgt 
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d. h. das betrachtete Viereck besitzt die bekannte, dem ebeaen, aus vier 
Kreistangenton gebildeten Viereck zukoniüionde Ki^jcnschaft. 

Wenn ferner der Punkt C so bes I itY n lüt, dafs er auf der durch 0 
gehenden 9 -Linie liegt, d. h. wenn \.\x^if) — ^{x^^y^y so bt gemäiä der 
Gleidimig (3) die Lfaige der geodätiflohen Ltnie 

0C^y2jd<p^ y2{<p{x, y) - <pixQ, y^), 
und es besteht die Relation 

oder wenn mit die von der Kurve fp{x^y) = 0 aus gerechnete Bogen- 
länge der geodfttisehea Unie 1^ — const beieichnet wird, 

= = 1^2.«^ 

5. Durch Einführung des orthogonal-geodätischen KoordinatonSTStems 
(9, ^) au Stelle des («jf)- Systems geht die Gleichung (2) Aber in 

(4) l^^ia.^ii. 

Beredinet man nun aus der Fomel (3) des Linienelemente die geodfttudie 
Krttmmnng der Linie 9 — const, so wird 

daher 

LüngR einer geodätischen Linie 9 » const verschwindet daher 9{jX^y)^ and 
man hat 

Die vorstehenden Fomioln t^estattcn im Verein mit der bekannten 
Gauls sehen Formel für das Ivtümmangsmai's K 



die Koeffizienten einer Entwickelunp der Funktion v, wenn eine solche 
möglich ist, in der Umgebung einer Kurve ^ To naxih Potenzen von 
V ~~ 9o '^^ berechnen. Bezeichnet man durch den Iudex 0 die längs dieser 
Karre genommenen Werte, so ist 

^ - 1 - 2^,(^ - vb) - ifo(y - VI,)* + i (2g^X. - (HX) (9» - 9o)* + - » 

eintä Entwickelung, weh hc fHr den Fall, wo rp ~ tp^^ eine goodiiiische Linie 
ist, also verschwindet, in die bekannte*), von Bunuel angegebene Übergeht 

1) 0. Darbonz, L c. Bd. 1IL, B. 98, Nr. 6S4. 
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6« Am deo Qleicbiiiig«D (4) und (6) ergiebt rieb 

eine Foimel, wdch» dun dienen kum, boi gegebenem Wert von K{<^y^) 
die Fonktion g tu berechnen. Denn ist g' eine PartiknlurlOniDg, so findet 
man in bekuster Weise die Allgemeine in der Form 

unter V dne Ton q> nicht abhingeade OrOlse ventanden. bt i. B. ü, 
so ist ir' *" 0 eine Fartikulnriösimg, also 

die allgemeine LSaiing; wenn X — Sa' konstant ist, ao ist jf' — a etni 
Partiknlarl^tsong, und 

a mm ig - ~~ -- 

die allgemeine Lösung. 

7. Auf den devtloppablen Flächen und denen von konstantetn Kriun 
nningsmaTs rind die (zy)- Systeme Tersdiwindeader beiw. konstanter geodi 
tiflcber Krtlnunung isometriach, wie ans den oben (Ko. 3) angegebene 

Formen des Linienelements ersichtlich ist. Fragt man nacll allen Flächet 
welche din ntMlinptinp frftillfn, i.sometrische (jry)-SyRteme zn enthalten, 8 
erhftlt mau aus der bekannten Bedingung der Isometrie 

d* E 
Ixcy ''^g <? - Ö 

die Fnnktion 91 in der Form ^{X+Y) und demnach das Linienelemont 

welches den anf Kotatiottsflüchen abwickelbaren FlAcben snkommt W< 
dann femer 

eine Funktion von «p allein ist, so folgt nach dem Vorhi-rgebendcn, d: 
die Kurven tp — const konstante geodätische Krüuimuug besitzen und lös 
jeder derselben g{x^i/) einen konstanten Wert hat Diese Eigenschaft 
sind, wie leicht nachweisbar, fBr die Botationsfliohen und ihre Biegtmg 
charaktcristiscb. 

S. Zu den Rotationsflächen gelangt man auch durch folgende I 
1 r.-ichtungen. Man donkt> sicli anfser drr tHäche (S) don-n Linif-neleni* 
der Gleichung (l) genügt, eine zweite (J) vom Limenciemeat dt^ 
welches die Gleichung 
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bestnht. Aus dem Zusammenhang zwischen den Fnnktionon g? nnd er- 
giebt sich aber ds = vdt. Eine jede Fläche Uifsi nidi aUa tiki^ auf eine 
andere in der Weise konform abbildm, dafa einem (xyySysiem der einen 
ein (xy)-System der anderen enttpridU. Bei dieser AbbUduBg entspricht., 
wie leicht nachzuweisen, einem orthogonal geodätischen System (qp, ein 
andwes 9) in der Weise, dafs der Schar der geodätischen Linien die 
Schar der orthogonalen Trajektorien und umgekehrt zugeordnet ist. I)a8 
durch die Abbildung tsrbaliene (jj^)- System der Fläche (2) bat im allge- 
meinen eine von g(xyy) verschiedene geodätische Krümmung y), welche 
dnidi die Gleidumg 

g^^eben ist; aiit der FonktioD v steht sie dureh die Formel 

Bit 

in ZusammeahAttg, welehe der Gleidiiing (4) entspricht. Daraus folgt 

mit der Integrabilitätsbediogung 

Stallt man nun die spezielle Forderung, dals das (a:^)-Syst«m bei der 
konformen Abbildung' lUr V\[[cho seine geodiltisehe Krümmung nicht Hndert, 
so würde diese nach der vorhergehendpn (Jleiehung ein© Funktion des Ar- 
^luuentä <p — i|» worden, ebenso wie die Funktion v, so dafü sich 

eigiebi Dieses Linienelement kommt aber bekanntlich ebenfiüls den Rotalions- 
fllehflit imd ihren Biegnagen* ra. 



Über die Frage nach den Brennlinien eines sehr dünnen astig^matibclien 
Strahlöübimdbiä und ihia Eedtnitung tiir daü Bildpunktprobiem der 

geomötribcheE Opti^ 

Von H. Opitz. 

Oh. Sturm (Jonxnai de LJouTiUe 3, 1838; Comptes rendns XX. 1845, 

übersetzt in Poggt ndorffs Annalen 66) und E. E. Kummer (Monatsr 
hei-iclit« der Berliner Akademie d. Wiss., 30. Juli 1860) haben sehr dünne 
optisilip Normalenbiindcl daliin charakterisiert, dafs dieselben von gerad- 
linigen Flächen umhüllt sind, deren erzeugende Gerade stets durch zwei 
auf der Achse de« Bündels senkrecht stehoide imd um 90" gedrehte Linien 
(Brennlinien) nnd ragleidi durch eine die Aehse konsentrisch umgehende, 
sehr kleine geschlossene Kurve hindurchgehi Die Existenz von Strahlen- 
bfindeln, bei denen Brennlinien vorkommen, welche die Achse des Bündels 
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in schiefer Richtung' dunlischn' iden, hat Herrn L. Matthiossen (Sitzimgs 
her. der math. phyg. Klasse der K^^l, Barr. Akad. d. W , 1J*83; Acta maüip 
matica 4, 177—192, 1884) Veranlassung zu einem Einwurf gegen die ge 
nannten Theorien gegeben. 

Dieter Hatthiessenscbe Einwwf ist nidift mir Tom rein maäieinAiiflehcB 
sondern auch T<Hn geometriBch optischen Standpunkte aoi einer nlherei 
Prüfung unterzogen worden. (J. Weingarten, Jounal f. Math. 98, 1885 
& C/apskl, Wiedomanns Annalen 4ä, 1891). 

Detiiiiert man die Brennlinien als ElnuHnte der Bronnfliichen eine 
geradlinigen Strahlensystemf^ — was nicht im Sinne der Kummerschei 
Theorie liegt (vgl. doi Lrlam Heibaiiers in seiner Theorie der gend 
Hnigen Strahlensysteme des Lichts, Berlin 1864, 8. 7) — so ist der ISnwnr 
uiil^edingt berechtigt. Handelt eg sich um die Untersuchung der Dieh^kflitfi 
Verhältnisse hol der rttiiniHthen Vm-teilunp der Strahlen, so ist es nich 
gleichgültig, üb — wie es bei optischt n Hündoln in der Regel der Fal 
ist — eine Gerade existiert, welche von jedem Strahle des Bündels i; 
geometrischem Binne geschnitten wird, und welche selbst die Adise de 
Bündels in eumn Brennpunkt schief durchschneidet Dann ist nimüdi da 
Dichtigkeitsmab und damit die Dichtigkeit an dieser Stelle unendlich groi 
gegen diejf^nip^e in dem anderen Brennpimkt (Beweis mit Hilfe eines Satze 
von K. Hensel, Journal f. Math. 102, S. 301). 

Für das Bildpunlctproblem der geometrischen Optik ergiebt sich hierau 
die Konsequenz, dafs bei redlm Bildern in dem erstgenannten firsnnpunli 
die grSfseste Lichtintensitit m erwartm sei. Es dflrfte jedoch schwer Beii 
die beiden Bilder, welche Herr Czapski auf einer diffus reflektierende 
Tafel er/eii.:i, die man in den Weg des dünnen Büschels stellt, inbeztig ai 
ihre Intensität zn unterscheiden. Anders liegen die Verhältnisse bei viriueU» 
Bildern, wo das Auge diese Unterscheidung herbeizuiühren imstande ist 

Diese Bemerkungen lassen sich an dem ersten Fh>bl«m der Dioptri 
erlSutem. 

Ein K. B. \iTit' 1 ^Vissor befindliches Objekt liefert auch bei schief- 
Inzidenz nur ein Büd. Dassell)^ liopt scheinbar da, wo die Di<htiekeit <l 
Strahlen am gröfsesten ist. Das Objekt erfährt also eine nur vcrttka 
Hebung. Kummers Methode (Journal L Math. 57) lallst sich auf dies^ 
Problem gut anwenden, und man gelangt auf diesem Wege auch leicht i 
der analytischen Darstellung des BUdee s. B. des horisontalen ebenen Bodei 
eine.s Wasserbeckens (vgl. B er mann, Zeitschrift f. Math. u. Phys. 8, 186. 
Nipher, Transactions of tlie Aoad. ofSt. Loni" TV 2. 1881 und Scienoe XX 
1901; Matthiessen, Annalen der Physik 1901). 
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9. Sitsojig am 25. Juni 1902. 

« 

Vordiat: Herr Kneser. 

Anwesend: S9 Henen. 

Winenwdiaftliche Mittetlungen: 

Herr Steinitx: Über die Theorie der Polyeder. 

Das Referat beschränkte sich darauf, Eberhards Morphologie in ihren 
Gmirlzügen darzustellen. Nach Auseinanderset ^^nnc der wesentlichsten 
Grundbegriffe, der Herstellung der (n + l)- Flache aus den « Fl?\rh»>n, 
sowie der Einschaltungssysteme, welche man durch Abschneideu säiuüiciiur 
Kanten eines Polyeders erhilt, worde auf den Beweis des Pnndamental» 
satses eingegangen, dafs jedes LSsungssystem der Gleichung — 6)-» 12 
einen Poljederstanun definiert Den Schlufs bildete die Angabe der 
wichtigsten Ergebnisse der Moi*phologie, weldie nidit in nnmittelbtrara 
Zusammenhange mit dem TTauptproblem stehen. 

Herr S kutsch: Graphische Zerlegun«,' einer Kraft in sechs Komponenten 
mit vorgeschriebenen WirkungsUnieu (s. u.). 

Herr Enoblanob aiadht im AnschlnliB an den in dar zotigen Sitzung 
▼oa Herrn Hessenberg gehaltenen Vortn^ einige Bemerkungen Uber 
einen Fundamentalsatz der Flächentheorie und der Theorie der Diffierential- 
formen. Ein Teil des Vortrages folgt auf 8. 63 unter dem Titel: Über 
den Heweis der Christoffeischen Kovarianz. 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren Hessenberg, Kueser, 
Knoblauch, Lampe, Beifsner, Steinitz. 



Über die Olaiolmng der geoditfaeben Linien. 

Von Gerhard Kessenberg. 
I. 

1. Bei äßa Unterauehungmi über qnadratisohe Difibientialformen stSlbt 
man auf eine Operation, die sich treffend als ,jkogredienie B^ertnHaHon*^ 

beieiehuen läist, weil sie aus lincin Gröfsensysteiu, welches beim Übergang 
zu andern unabhängigen Vürialjclu linear transformiert wiid, ein huindiniles 
System bildet, d. h. ein System, weiches dieselbe lineare Transformation er- 
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leidflt, wie das ursprünpHehe. Dieses n#>up BrMpm {{—t, . ,wi ist aui- 
den Gröfsen |,- («^i, . ..m) dt»b ursprOnglicben uud deren Diflereutialen Ikeai 
zusammengesetzt, luid zwar nach folgendem Schema: 

(1) 

I 

Die Koeffizienten ^^g sind lineare Formen der Differentiale der unab 
hIngigMi VerlnderUdieti ti,, U|f..., m^. Sie tand für «De kogradimtei 
GrGfsensysteme dieselben, Aber venelnedeii fttr Bysteme^ die andere Tk«n» 
formationen erleiden. 

2. KantrofjraUent nennt man zwei Systeme $ und wenn das ein 

dif Tiiverso und transponiortf Transformation des anderen erf&hrt. Unte 

dieser Voraussetzung idt^ ^t^i lAvariante, und umgekehrt folgt au 

< 

dieser Invananz, sofern einea der Bjltanie linear und vom andern un:il: 
hängig ist, dafs es dem andpm Vontraji^iMiient ist. Sind ^_ und i 
(i»i,...,M, .m") zwei linoar unabhängige Systeme, so ist auch da 

System der niffi' GrölMD linear unabhängig. Ist also ^a^t^ig^ ein 

bilineare Inrariaate, so dnd die GrSben den Ij^^ kontrigredieiit, di 
GrBben 2^k^ ~ 'i Irt Si xu ||, jr^i «i i}^ kontregn^fieiit, so L 

es auch x^y^ zu ^^i^j^, weil als Produkt zwei»! iiiviinanten selb 

invariant ist. Sind dah«>r ».^ dio KoefBzienten einer in X| und jr^^ bilineare 
InTarümte, eo sind sie den kogredient und ^Oi^m^^ ist innuriaat 

S. Bentaen die AnsdrOoke (1) die Eügenediaftf fttr ein «penellc 
linear nnabbingiges System |* diesem kogredient zn Min, so kommt ihn« 
diese EigenschÄ Hsr jedes den 4i kogrediente System m. Zugleich aa 
die AnsdrOeko 

(2) d'xt — dXf ^^qii«4 <<, i — I , . . . , 

kogrediento Differentiale lui" jedes den kontragredienle System. 

Zum Btjweis dieses Satzes überzougen wir uns von der Identität 

(3) 

In dieser ist nun die erste Summe invariant, die zweite ist es I 
nnspr spezielles System ^* nnrh Voraussetzung. Damit ist die dritte 
variaiit, woraus die angegebene Kigenscliaft der d'x^ folgt. Aus die 
wieder folgt filr jedes System i^ die Invarianz der dritten, aUo auch i. 
zweiten Summe nnd damit der erste Teil nnseres Satses. 

4. Existieren fttr ein weiteres System tj^ kogrediente Differenti 
mit Koeffizienten r^^ <^/t«i,... so sind die Systeme ||-<l'i|« und d'^ • 
dem System ß^^ — kogredient, also auch das System d'{| • «}| + l^'d' 
welches sich als 

Bohreiben lälst. Da mit i und ^ auch ß linear unabhängig ist, sind 
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Ausdrflckp (i) fx\r jfdes dt»n ^■rJ^. kogrediento System u^j^ nadi No. 3 kogre- 
diente Differentiale und ebenso die Ausdrucke 

(5) d Oft - da« -^^liai^ — ^t^ja,^ 

tür jedes den «^^ koutragrediente System wobei, ebontalis nach No. 3: 

(6) dJS a,jk«|» d'üa • +^ «« ■ V 

I, t I, k i, k 

iVndererseits erkennt man durch Vergleich von (5) mit (4) und (2) mit (1)., 
dafs für das spezielle System b^^ — x^y^ 

(7) d'h^^'^d'x^'U,^-\■x^^d'Mt 
werden wird. 

5. Das ditMvItwB ßeaeltf welches bisher galt, bestätigt sich auch für 
di« in No. 8 gebrauchten Amdrüclie r^, and swar ohne explkitee Aiureohnen 
der kogredienten Bifiwentiale. Man hat blofa die Identitlt^atf>tfili. ^^^^t'i 

I, k i 

kogredient zu difTerentüercn. Die d'^f enthaltenden Glieder heben sich weg, 
und durch Vergleichung der Koeffizienten der ^^ folgt 

(8) d\ -^^Ot^d'^ +^^\knk' 

k k 

Wenn man festsetzt, dals das Differential einer Invariante zugleich ihr 
kogredientes Differential ist, so befolgen auch die Gleidiungen (8) und (6) 

das distributive Gesetz. Endlich ist für einen invarianten Ausdruck a irgend 

ein System |, zu a^. kogredient, also (/'faS,! aus den (rt|,.) obenso zu 
bilden, wie d% aus den Der allgemeine Ansats (l) bestätigt wiederum 
das distributive Gesetz d (a^ = ad'^-i- ^fda. 

n. 

6« Wenn n unabhängige Veränderliche Uj, . . ., beliebig transformiert 
werden, so werdm ihre Differentiale dti^y...fdu^ linear transformiert. 
Gelingt es uns also, TOn diesen Differentialen kogndiente Differentiale au 

bilden, so sind wir auf Grund der vorigen Entwicklungen imstande, für alle 

den (Ju. ko- und kontragredionto Systeme, sowie für die Xüeffi7i'"rtt.''Ti rtller 
invMrinnt<jn algebraischen Formen dieser Systeme kogrediente Differentiale 
anzugel)en. 

Ist uun ^ UihdUtdUt (i,* = i,. a,t=o,- j eine bestimmte (juadiatische 
t,k 

Tona^ Oii^d^n^dfU^ (für zwei Terschiedene Differentaationen dg, d^) ihre 

polare Korariante, so erhSlt man fSr die d^u^ kogrediente DifferentiBle, 

wenn man in (1) = rfiWj, q,^ "^{^fl 

d'd^u^ =- dd^u^ + ^ d^u^du^ 
Im 

setzt Hierbei soll der bekannte C hristoffelsehe, aus den Koeffi- 

zienten und ihren Ableitungen gebildete Ausdruck sein. 

6* 
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Zum Nachweise unserer Bohauptong beachten wir, daSs ertttens d'a^^ = 0 
xweitens (9) d'd^Uf =^ d^du^ wird, letstorea, weil die obenm Indtcw dei 
Christof felsoheo Äoadrocks Tortwasohbar amd. Dunit wird 

#,» 

aUo ist di« reohta Seite invamat, d^d^u^ mifhiii den du^ kogredieat 

in. 

7, Es möge auf Grtmd des vorstehenden die Gleichung der geodä 
tischen Linien als Bedin^ning für das Verschwinden der ersten Variaü^ 

des Integnils f^^(rt(iu,du, f ds abgeleitet werden. Hierbei ist za b( 
uerktiQ, da& auf Grund von (3) die partielle Integration in der Form 

i t i 

Angewandt werden dftrf. 

Unter Beachtung von d'n^j^ — 0 ist 

6 {ds*) — 6^ a^^du^du^ — 2^ a^^A'dtt^duj^^ 

also wegen (9) 

A Jds = W -*- - — ^'^^i - 0- 

Integriert man partiell und vernichtet die Grenzglieder durch Variati( 
swiachan festen Grenzen, so kommt 

'Hierin mfisaen, nach dem bekannten Bchlul^ der Vaiiationsrechnus 

die Koefßyiriiff^ii der Variationen einseln Terschwinden, was unter Beachbcu 
Ton (8) und (i'ai|| Q eigiebt 

Danach wird 

d du^ • ds — d'sdu/^ = 0 
oder nach Multiplikation mit ds 

^ (uj^^du^d it^d'dUj^ a^^d'duJ^du^du^) 0. 

Im FkUe fii-i2,ii,M«,fiy«KV folgt daraus die bekannte Gleicbu 

d'du'dv — d dv • du « 0. 
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IV. 

Das Beclmeit mit kogredienten Differentialen vermeidet die langwierige 
T^inrechnung i\er Abloitnnpm <lfv a-^. in die Christoffeischen Ausdrücke, 
l'eraer liefert es» die Invarianteu in einer Form, aus der die Invarianz auf 
algebraischem Wege erkauut werden kann. Dafti dadureii Vereinfachungen 
der Bedmung gescluiffeii werden kSnnen, habe ich in einer firBlieroii 
Ail)eit für das Bicgungsproblem ^) nachzuweisen versucht. Daselbst findet 
sich ein Beweis für die Eogredienz der d'dUf, der das Auftreten änat 
Christoffeischen Ausdiiickp in ungezwim^PTif^r Wrise erreicht. 

Ein spezieller Teil dor hier raitppteilten Kcsultato ist von Ohrifit offel') 
angegeben worden, nämlich die Bildung einer kovaiianteu Form {fi + l)ten 
Gndes aus einer solchen «ten Grades der Differentiale dU(. Allgemeiner 
bekannt ist speziell die Ghristoffelsche Kovariante 

die sich in unserer Bezeichnnngsweise als 

darsteUl Von allen dem Verfasser bekannten Bebandlungen des Oegenstand^ 

unterscheidet sich die hier gegebene durch di«> prinzipielle Veimeidung des 
Kaehrechnens irgend welcher Tnmsformation der Variabein. 

Gharlottenbuig, im Mai 1902. 



Gntphlaelio tolsguig ein« Enft in saolu Komponenten 
mit vorgeeehriebenen WirknngellnieiL 

Vüu Rudolf Skutsch. 

Ein räiimliihcs Kriiftfsystem läfst sich im allpremeinen nicht auf eine 
einzige Resultante zurückführen, da eine solche nur füut Bestimmungsstücke 
hat, also nicht sechs gegebene Gleichgewichtsbedingungen erfüllen kann. 
Bei Zwfiokftthmng des Systems auf zwei Kr&fte können dagegen ▼on deren 
zehn Bestimmungsstficken vier willkürlich angenommen worden, z. B. ein 
Punkt in der Wirkungslinie der einen Kraft und eine Ebene durch die der 
andern. Die Zusammensetzunjr des KrRftcsystem«; tw einem „Kraftkr^nz" 
dieser Art ertolj^rt einfach durch Zerlegung der einzelnen KrälUi in je zwei 
Komponenten, von denen die eine durch den festen Punkt geht, die andere 
in der festen Ebene liegt. Die ersteren haben eine Besultante durch den 
festen Punkt, die zweiten eine Resultante in der festen Ebene. 

Mit der hier behandelten Au%abe, eine Kraft durch ein System von 



1) Über die Invarianten linearer und quadratischer binärer Differentialformen 
nnd ihre ^Anwcndu:^ auf die Ddbimation der Fl&chen. Acta math. 9S» 

-2 Ti i r dii^ Transformation der homogenen DiffeientialauBdr(lBke sweiten 
Grade«. Journal f. Math. 70* 
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Sf^rhs Kräften zu prsrtzon , deren Wirkung« linien gegeben sind, ist zupleic-h 
iiit) Zerlegong eines Jxräfiisysknu^ uach sechs Riehtungeu erledigt: man 
braucht nur die einzelnen Kräfte des Systems nach den sechs Eicbtiuigen 
au lerlegen und die in die einaekiai WirkimgBlimeii fiülenden Komponeiüen 
ta addierm, oder man kunn tndi das System zunSdurt dnrdlL ein Eraft- 
kreuz ersetzen, um die Zerlegtmg nach sedis Biohtuiigea nur sweiiiul vor- 
nehmen zu müssen. 

Die analytische Behandlung der Aufgabe führt auf sechs lineare 
Gleichungen für die sechs unbekannten Kräfte, bietet also keine Schwierigkeit. 
Graphiflche LOsongen haben aber Ton vomherein einen Vorsprang, wenn die 
Aufgabe graphisch gestellt ist, das hoifst wenn <Iie gegebenen Stücke iu 
ProjeMionon ge/.oidinet vorliegen, wie die.s in dor Tcrhnik lulufig zutrifft. 
So sind denn auch bereits mphrf»rn gmuscht^ rdor rein zeichnerische Ver- 
ehren entstanden, die zunächst beschrieben wurden sollen. 

Das sogenannte Ersatzstabverf&hren Ton Herrn Müller- Breslau beruht 
auf folgendem Oedankengang. Anstatt nach den sechs gegebenen Biehtongen 
Äi \Ab leilegt man die gegebene Kraft A zunüchst in sechs amlnr* 
Komponenten, von df^nen drei in die Kichtungen .i, , yl, , fallen, wahrend 
die drei andern, die „Ersatzrichtungen*', so gewählt werdm, dafs die Zer- 
legung ohne weiteres erfolgen kann. Nach diesiieu »echs Richtungen zerlegt 
man nun aber auch die unbekannten Kr&fte A^, X^, A^ und bestimmt 
dieselben so, dals die in die Ersalariditungen fallenden Komponenten 
von A^t ^1 sich tilgen. Es bleibt hiernach für die Rechnung nur 
die LSsnng von drei linearen Oleiobungen mit drei rubekannten ilj, ^g. 
Das Vertahren ist einfach und tiereitä praktisch bewährt. 

Herr F. Kötter hat neuerdings in seinen Vorlesungen über Mechanik 
ein anderes geomefaiaehes Yerfabren sor lUimination fva drei der 
unbekannten sechs Krilte ^ bis angegeben von der Art, d&b 
hier das Erg«^1»nis der Elimination in einer Form erscheint. Welche die 
v?^lligp PnnlilÜlining der Anfga])e auf gi-aphischem Weo'e ermöglich t. 
Henu Küttors Verfahren ist mit einigen von mir herruiirenden Xh- 
ändemngen das folgende. Legt man durch die Wirkungslinien dreier Kräfte 
A^^ Af und Jlg drei beliebige Geraden B^^ B^^ so entiialten die 
Momentengleidiangen inbesng auf die Achsen B|, B^ anber der ge- 
gebenen Kraft A nur noch die drei Unbekannten und A^. Aus 
diesen drei Gleichgewichtsbedinguncren kann man in mannigfaltiger "Weise 
drei andere ableiten, indem man die Kiüftf .4, A^ , Ar, und A^^ in je zwei 
Komponenten zerlegt, von denen die eine die betreffende Momentemachse 
sdineidet Die ül bleibenden, „wirksamen" Komponenten kann m«D 
dabei in allen drei Fillen in den nBniliehen vier belielMgen, die Wirkungs- 
linie von Aj A^^ btw. A^ schneidenden Geraden annehmen, die z. B. 
alle in einer Ebene liegen, allenfalls auch noch siih in einem Punkt 
schneiden. Da das Verhältnis der Kräfte A^^ A^, und A^, zu diesen „wirk- 
samen^* Komponenten leicht festgestellt ist, so erübrigt nur noch die 
graphisch riemlich einfache LOsung der Aufgabe, drei Krifle, deren Wirknngs* 
linien in einer Ebene gegeben sind, so zu bestimmen, dab sie, mit drei 
gegebenen Koeffizientensystemen multipliziert, auf drei gegebene Punkte 
gegebene Momentensummen haben. Bei diesem Vr^rfihren wird leider die 
räumliche Konstruktion durch Häufung von Hilfslinien unübersichtlich. 
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Einheitliche, rein geometrische KoBstruktionon im Anschlnfs an Möbius' 
Statik gab meist Herr Henneberg. Die betreffenden Sfttce tod Möbius 
lauten: 

Wenn vier Kräl'te sich daü Gltiiuiiguvvicbt hallen, so sind ihre VVirkungs- 
Imiea Eneugeiide Maer Schar eines Hyperboloids. Tier Kzftfte halten aidi 
du Gleiehgewidit, wenn ihre Wirkongslinien Erzengende einer Bdiar eines 
Hyperboloids sind und das Krlfteyioreck sich schlielst. 

Wonü fünf Kräfte «r. h das Gleichgewicht halten, so gehören ihre Br- 
leugpndeü einer linearen Kongruenz an. 

Wenn suchs Kräfte sich das Gleichgewicht halten, so gebüreu ihre £r- 
seugenden einem linearen Komplex an. 

Herr Henneherg stellt sich zunächst die Aufgabe, eine Kraft A nach 
vier Bichtungen A^^ A^^ A^^A^ sn seriegen, von denen drei voi^eschriebon 
Bind und die vierte durdi oinen gegebenen Punkt P gehen soll Er löst 
sie unt«r Einföhrung einer Geraden i*v, welche sowohl mit -4, ^4, , als 
mit A^y P auf einem Hyperboloid liegt, und welche er durch eine 
sinnreiche Hneare Konstroktiott findet Nach Beslanunung der Genden B 
bedarf es nur zweier rinadichen Kräfteviereoke, um zuerst A nadi 
und 8^ darauf 8 nach A^ , A^ und die durch P gehende A^^ au 

zerlegen 

Auf die Lösung dieser Aufgabe baut sich die der ToIl:* n l' n : eine 
Kraft nach fünf Richtungen zu zerlegen, von denen vier, A^^ A^^ A^^ A^^ 
Torgeschrieben suid und die Anfle dnrcih einen festen Punkt gehen soll. 
Herr Henneherg findet nach dem eben beschriebenen Verfahren eine be- 
atnnmte durch P gehende Richtung Y der Kongruenz AA^A^A^^ eine 
/wfnte dimh P drehende Richtung W der Kongruenz A^A^A^^A^. Diese 
beiden Hichtimgen bestimmen einen ebenen Büschel, von dessen Strahlen jeder 
als Richtung füi' A^ angeuummen werden kann. Die Zerlegung füj* eine 
gegebene Bichtung A^ erfolgt, indem man A nach A^y , A^ und V, V 
nndb A^ und ir, W nach A^t -^t A^ und A^ zerlegt. 

Über dio Zerlegung nach sechs willkürlich gewählten Richtungen sagt 
Herr Henneberg nur: die Zerlegung llifst sieh leulit auf dreimnlige Zer- 
legung einer Kraft in fiinf Komponenten zurüekführen. Es lüfsi sich aber 
kaum verkennen, dafs diese Lösung einen ganz aufserordentlichen zeicbue- 
fiseben Aufwand bedingt. 

Herr W. StSckel gab 1898 in der Zeitschrift fOr Hafhematik und 
Physik eine elegantere Lösung. Er bedient sich von ihm sogenannter 
„Hilfskomponenten", dnrrh die sich einerseits die gegebene Kraft leicht 
ersetzen läfbt, und die sich andererseits bequem nach den gegebenen Rich- 
tungen zerlegen lassen. Solche Hüfskomponenten erhält Herr Ötäckel 
iblgendennalseii. Er denkt die Kxifte il^ bis il« in je zwei Komponenten 
zerlegt, von denen eine parallel der gegebenen Kraft A ist, die andere in 
eine feste Ebene, z. B. die horizontale Projektionsebene fällt. Es ist nun 
nicht schwer. KrSftesysterne mit den gegebenen sechs Wirlcnngslinien zu 
huden, deren Resultante parallel A ist; es ist dazu ja nur erfoixlerlicb, dafs 
sich die sechs Horizontalkomponenten aufheben. Mögen drei solche Systeme 
ii; bis ii;, £i bis Äx bis a:1\ bzw. die Besultanten S\ 8'% fiT' 
haben, deren Wirkungslinien, wie leii ht zu bewirken, nicht in eine Ebene 
fiülen, so kOnnen dieselben als Hüfskomponenten dienen. Ergiebt die 
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Zerl^'punp von A die Komponent*^n aS\ ßS" , yS"', sn s'wä ä\(* pp- 
sachten sechs Kräfte — aÄt -f ßA'i -f yÄt'\ — uA» + ßÄ» -f 

IL 8. W, 

Herr StSokel teigt ferner, d&b man gans entsprechend eine finSk Ä 
in vier Komponenten A^^ , A^ verlegen kann, wobei natürlub. 
damit die Zerlepnng überhaupt möglich ist,^ der linearen Konffmenz A^A^AfA^ 
anerphPirf»n mufs. Soll z. B. A einer festen Geraden parallel soin. «so (Imke 
man wieder A^, A^, A^ und A^ in je zwei Komponenten xerlegt, von denen 
die einen der festen Geraden parallel sind, die andern in die Horizontal- 
ebene fiülen. Bestininit man mm die letiieren vier so, dab si» neli 
tilgen und setzt die ersteren vier zn einer Resultante zusammen, '^0 ];;.t 
man in einfachster Weise gleichzeitig die gesuchte fönfte Gerade der Kon- 
gruenz und das zum Gleichgewicht erforderliche Gr'^^onvcrhnltiiis gefunden 
Soll A durch einen festen Punkt im Endlichen gehen, so erfolgt die Zer- 
legung der A^j A^^ A^ und in je zwei Komponenten, von denen die 
eine durch den festen Punkt geht, die andere in der Horixontalebene li^ 
Herrn StSohels Tcrfaliren libt sich auch dualistisch imikehren, wenn A 
in finer gegebenen Ebene liegen soll. Man zerlegt dann die ^4^ , A^, A^ 
und A^ in jp r.wei Komponenten, deren eine in d» !- gfpcrpbfnf'n Kbone liegt, 
während die andere durch einen festen Funkt geht, und bestimmt die 
KraftgrdCieu so, daSa die Idxierm vier Komponenten sich tilgen. 

Gerade diese Zerlegungen in vier Komponenten kann man nun benutien, 
um die Zerlegung in sechs Komponenten gegenüber Herrn StKckels Kon- 
struktion nocli b<^<l(nit<nd zu voroinfacb'n. Soj eine Kraft A in sechs 
Komponenten A^ bis zu zerlegf^n . sn boslimme man die drei in A 
parallelen oder die drei in einer willkürlich durch A gele<]ften Ebene Ik-- 
findlichen Kräfte .S'', S" und S"\ deren Wirkungslinien b*w. den Kon- 
gruenxen A^A^A^A^^ A^A^A^A^ und A^A^^Aj^A^ angeh5ren, und welche 
si«'h demzufolge durch je vier Komponenten A\y A!%y A's^ A\ bzw 
A'\^ yl», Ä(,^ A'f, 1)/.\v. A'^\ A'l\ A".\ A'r,' »isetzen lassen. Ertrirbt nun di* 
Zerlegung! von A nach den Hichtungeii von S', S" und S"' die Komponentec 
aS*^ ßS' und yS"\ so sind die gesuchten sechs Komponenten mit vor 
geschriebenen Wirkungslinien 

aA'i + ßA{-y A^ = aA'i + ßA'r, A^ = uÄ^ -f yA'i'; A^ — a^ + y^" 
— ßAJi + yAi'i A^ — ßJi + yJi". 

Was die Genauigkeit der graphischen Verfahren anbetrifft, so ist Bi> 
im allgemeinen befriedigend, kann aber duroh spitse Schnitte im dnaelnei 
Fall sehr bceintruchtigt werden; jedenfalls bleibt sie hinter deijenigen de 

invfr';r>n Operation, dt'r Kräflrzusammensetzunir , zurf^rk. Ebrn dicsor T"^r, 
stand ermöglicht aber rinc iia< hträgliche Verhessfrunir d*'r Kr^ffltnissf. Ma 
braucht nur die ermit tollen Kriitte A^ bis A^ umzukehr<;u und mit A £ 
einem Kraltkreux xusammensnsetxen, so giebt die Zerlegung diMea KrafI 
kreuzos nach den gegebenen sedis Richtungen die geBuohten sechs Koirokturei 
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Übst den Beweis der durietoffeUehen KovariAiu. 

Von J. Knoblftuch. 

Im 70. Bande des Journals für Mathematik (1869), S. 47 — 49, hat 
Christoffel ein System von Formeln aufgestellt, die heute allgemein be- 
kannt dnd und denn Vi^clitigkeit f&r die Theorie der Biffecentialfoimeii 
TOD keiner Seite beeweifeit wurd. Bedeutet 

^ o,^ du, dw^ = A («i X = «xi) 

eine quadmtisdie Differentialfonn, denn Determimuite nicht identisch Null 
ist, und wird diese Differentielfonn beim Übergange von den n unab- 
hängigen Variablen Mi, . . -i ^ einem nenen Variablensjstun dieser Art, 
ni, . . in 

tränst oniiirt, sodaTs vermöge der Beziehungen zwischen den beiden 
Systemen die Gleichung 

(1) A = A' 

besteht, so geben die Christof fei scheu Relationen eine Dai-stellung der 
zweiten partiellen Ableitungen von Uj, • • nach «j', . . u,i durch die 
ersten Differentialqnotienten, wobei als Koeffizienten gewisse Verbindiuigen 
aus den GrOlSHm o^^ und ihren ersten Ableitungen, sowie die aus den 
Gröfsen aj, , entsprechend gebildeten Ausdrücke auftreten. Die wahre Be- 
deutung dieser Relationen besteht in Folgendem: Winl zu der Fonn A eine 
beliebige Funktion ^(Uj, . . hinzugeuommcn, die nur den Bedingungen 

der Differentiierbarkeit, soweit wie sie gebraucht werden, genügen mufs, 
sodab beim Übergange von . . u„ zn Uj, Gleichungen der Fonn 

(2) 9?(uj, . . ., M„) = <p(u,', . . 

(3) dq) — d<p, 

(4) d«y - dV, 



bestehen, so ISfst sich mittels dieser Funktion und unf»M- Benutzung der 
Christoffelschen Gleiohongen eine quadratische Differentialform 

bilden, die zu A kovariant ist, also för 
der Gleichung 

(6) 0 » <l>' 

genfigt Dabei beseichnet eine gewisse homogene lineare Funktion der 
Ableitung nnd der n partiellen Ableitungen erster Ordnung 
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, eiiM FnnkÜQO, deirai Koeffiaentea di« oben erwUmten 

Christoffeischen Verbindungen sind, während tp^i den au^ den Xhm- 
Inngen Ton ^(u,', ■ "^th^ and den Koeffinenten Ton A' in gleicher Weise 
gehildeten Ausdruck bedeutet. Ich bezeichne <t> als die Christoffeische 
Kovarianto der Form A, und demnach die Thatsache, dafs der Form 0 die 

Kovariantf^noiponsrhaff zukommt, kurz als die Christ of ff N' ljo Kovariani. 
Darauf, dafs die Gröfsen g>^^ überall, wo >t1pi< hxeitig mit eiuer Funktion (p 
eine quadratische Differentialform A vorkonmit . an Stelle der Ableituni* u 

o"— X — anzuweuden sind, wenn uicht dits Ubersicht ühvr die Formeln ver- 

loren gehen soll, scheint zuerst Ricci, dem die Theorie der zu einer 
Differrnrialfonii korariuiieD DÜTerenÜntionen so viel verdnnkt, noidrfiekiicb 
hingtiwic^eu zu haben. 

Bei der fundamentalen Bedeutung, die der Christoffeischen Koyarianz 
in der Theorie der IMfrorentUlformen, fttr n 9 in der Theorie der Biegcmg 
der Fliehen zukommt, ist es auffallend, dafs ein einfacher Beweis dieses 
Ratzes, der die Gleichung (5) lediglich als Folge der Gleichungen (1) bis (4 1 
erscheinnn Inf«;!, hi>her nii hf gop^ben worden ist. Wenigstens wird in dpr 
mir bekauuleii Arbeiten über dicseu (legenstand, namentlich auch in Kiccis 
Teoria dellc superficie (18'J8) und in dem vor wenigen Wochen ersdüeneaen 
ersten Bande der xweiten Anflage von Bianohis <3eome4ria difierensisle 
immer sngleieh mit der Gleichung (1) auch das in ihr enthaltene und dem 
Inhalte nach mit ihr identische System von Transformationsgleichungen 
zwischtn ilf-n Gröfsen a^i und n',, in Betracht gezogen; rin Mangel an 
Einheitlichkeit in der Behandluugsweise, der auch an anderen Stellen der 
Theorie der Differcntialformen aufT&llt Den Anforderungen, die man so 
einen Beweis der Gleichung ( 5) m stellen hat, habe idi fttr n «:> 2 im 
III. Bande des Journals f. Math., S. 280^282, durch Aufstellung einer 
Identität zn gpnflprn pc?:u< lit, die die Form 0 mit bekannten Kovarianten der 
quadratischen Ditferontialfnnii A und der linearen Differentialform d<p ver- 
knüpft. AUein abgesehen davon, dafs die Herleitung dieser Identität nicht 
einfach genug erscheint, kann man gegen sie auch den Einwand erheben 
dab die GrSfsen <p^i von ▼onherein eaageföhrt werden, anstatt im Lauf« 
der Untersuchung von selbst aufzutreten. loh hatte daaials niebt bemerkt 
dafs man den von Christ offel fflr seine Formeln gegebenen Beweis unfot 
F^sthaltung der Hauptpunkte des Gedankenganges 80 umwaadela kann 
dajfe er auch die Kovananz der Form <J> liefert. 

Es sei duj, . . ., du, ein den Differentialen du^, . . ., ä'i^ kogredientes 
im librigen beUebigcs System unendlich kleiner Grfliben. Dann besteht, wenn mai 

setzt, gleichzeitig mit (l) die Gleichung zwischen biiinearen Differentialforme 

(6) n - 

Die kleinen Bncbstaben des griechischen Alphabets bc/^* ;. hnen, sowoit si 
als Indioes gesetzt werden, hier wie antli .schon vorher Zablen ans dl 
Keiho 1, . . n; bei der Summation durchlaufen sie alle diese Werte. 
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Nun empfiehlt es sicli in der Fonnentheorie stets, die Gleichung 
zwischen einer Form und der uus ihr durch Transformation hervorgehenden 
unter der Gestalt 

EU betrachteUf die die beiden Orörsensysteme a*,, und • • •» unter 

der Voraussetzung ihrer Unabhängigkeit als einander kontragredient kenn- 
Midmet. Im vorliegenden Falle sind auf Grund yon (6) die Ausdrücke 

(8) - «, 

den Differentialen du^ = 1« ^ 1? • • " ' kontragr' rijrnt , und zwar kann 
man unter x^, •••»•^n beliebiges Gröfsensystem dieser Art venitehen. 
Die Beschränkung auf anendlich kleine QrOisen ist nur erforderlich, inso- 
fern man gewisM Folgerungen aus den GlMclmngen (1) und (6) in ein- 
&oher Weise darrtelh u will. 

Bs gelten sSmlich dann gleichzeitig mit diesen die Gleichungen 

(9) * A - dk\ 

(10) litt - , 
aus denen 

folgt Dabei hat man 

(11) dfl^iih^ + 2^^.i^^Ju, - 1 29a,^^^,dmj,, 

Der Koeffizient von ff*w^ in der ersten Summe ist nach der bereits ein- 
geführten Bezeichnung gleich ar^, und es mögen j', , ...,3'„ statt d«,, 
auch in die zweite und dritte Summe eingeführt werden. Wird die Deter- 
nunante ^ hierin zn dem. Elemente a^^ gehörige Unter- 

detenninante, durch a diTidiert, mit a^^ bezeichnet, so folgt ans (8) 



mithin wird 



Der Wert des Koeffizienten von x. 



V» 

erscheint in ttbersiditliolierer Fonn, wenn man den ihm gleichen 

liinznaddiert und dann durch 2 dividiert Der in Bede stehende Aosdruok 
wird hierbei gleich 

'da^j da. 
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66 Sitnngiberiehte der Bariiii« MftUiein. Q^eüadiAa. Ntonte 
POr den dritten Teil der rechten Seite der Gleichung (11) ei^giebt fich 

mithin wird, wenn man nach Christoffel 

Retzt^ 

(13) d%-iiA-^x,^d'»,+2{':)d»,d»^y 

Da die Unke Seite zu A kovahant ifiti so ist es auch die rechte. 
Man setze nun z. B. 

WO 0 eine unendlich kleine, von den sonst in der Kechuung vorkommenden 
unabhlngige GrSfee bedeutet Die» ist mu^ der oben gemachten Bemer- 

kung und auf (rnmd der Kontragredienz der Ableitungen r.^ , - • - , 

gpgon die Differentiale duj, . . dt/^ fna<li (lUichong (3) in Verlünduiig 
mit ^7)) gestattet Auf diese Weise erhält man 

wo die Zeichen ['^^Y keiner Erttntening bedürfen. Endlich kOnnen die 
Kweiten Differentiale mittels der Gleiehung (4), nachdem man 

d*<p- >'|^d*« + y .^*^ du du 
gesetzt hat, entfernt werden. Nach Eiiituhiuug der Bezeichnnngeu 

(16) 2v.^<««.<»V-* 

ergiebt sich dann «lie Uleiclnuitr (5), also die Christoffeische Kovarianz. 

In welcher Form 0 selbst, und zwar mittels dA allein, Uarg^esteiit 
werden kann, ist aus der Toraugehenden Entwickelung leicht emchtiioli. 
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